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Regrese

Regrese je ndhrada pozorované zavislosti vhodnou funkci.
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Regrese

Regrese je ndhrada pozorované zavislosti vhodnou funkci.

Regrese Vstup: pozorovand data — realizace ndhodného vybéru ze sdruzeného rozdéleni
e Regrese n. vektoru (Y, X)

e Stanoveni

nezndmych _

parametrt (y’x) - ((y1/x1>r'--/(yn1xn))°

e Metoda nejmensich

Ctverct Pfedpoklddame, Ze tato data pochézeji ze statistického modelu

Linedrn{ regrese

Y = go(X) + €&,

kde

m X jenezavisla vysvétlujici ndhodn4 veli¢ina, jejiZ hodnoty mtizeme méfit (spojita
nebo diskrétni),

m g9: R — R je funkce zadvisla na nezndmych parametrech 0 € ©, které potiebujeme
odhadnout z dat, tj. potfebujeme z mnoZiny kandidatskych funkci gg vybrat takovou
gy, kterd bude datim ,co nejlépe odpovidat”,

= £ jenahodnd veli¢ina s rozdélenim N(0, 0?) (§um) a

= 07 je konstantni (zndmy nebo neznamy) rozptyl (homoskedasticita).
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Regrese

Regrese je ndhrada pozorované zavislosti vhodnou funkci.

Regrese Vstup: pozorovand data — realizace nahodného vybéru ze sdruzeného rozdéleni
e Regrese n. vektoru (Y, X)

e Stanoveni

nezndmych _

parametrt (y’x) - ((y11x1>r'--/(yn/xn))°

e Metoda nejmensich

Ctverct Pfedpoklddame, Ze tato data pochézeji ze statistického modelu

Linedrn{ regrese

Y = go(X) + €&,

kde

m X jenezavisla vysvétlujici ndhodn4 veli¢ina, jejiZ hodnoty mtizeme méfit (spojita
nebo diskrétni),

m g9: R — R je funkce zadvisla na nezndmych parametrech 0 € ©, které potiebujeme
odhadnout z dat, tj. potfebujeme z mnoZiny kandidatskych funkci gg vybrat takovou
gy, kterd bude datim ,co nejlépe odpovidat”,

= £ jenahodnd veli¢ina s rozdélenim N(0, 0?) (§um) a

= 07 je konstantni (zndmy nebo neznamy) rozptyl (homoskedasticita).

Funkce g miiZe mit nejriznéjsi podobu:
m  konstanta: go(X) = 0,
m linedrni funkce: gg(X) = 6y + 61 X,
m nelinedrni funkce s nejriznéjsi reprezentaci: neuronova sif, regresni strom, . ..
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Regrese (pokr.)

ProtoZe n. veli¢ina £ méa rozdéleni N(0, o), pro
hodnoty podminéné hustoty pravdépodobnosti
veli¢iny Y plati

0.4+

1 _ )2
fY|X(]/|x) — (T\/E exp (_ (]/ Zg;Z( )) > 03

a 0.2

(Vpravo pfiklad pro linedrni gg(x).)

0.14

Pokud vime, Ze X = x, pfejdeme k podminénym pravdépodobnostem a jejich sttednim hodnotdm:

E(Y[X = x) = E(go(X) + &|X = x) = E(g0(X)|X = x) + E(£]X = x) = go(x),

tj. hodnoty funkce gg(x) odhaduji stfedni hodnoty E(Y|X = x).
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Stanoveni nezn amych parametr(

Odhad parametrti 6 obecné funkce gg(x) metodou maximalni vérohodnosti pfi zndmém
rozptylu o?:

Regrese

* Regrene n noo1 (v; — go(x}))*

° i A 6 = iXi) = €X - s
neSZtigg\;]ecrﬁ ( ) ng|X(y]| ]) ]1211: U\/E P < 202

parametri

e Metoda nejmensich

n x:))2
verctl A(0) =InA(6 Zlnfﬂx (yjlxj) = Z( Inov2m — ; zg(:z( i) ) —

Linedrni regrese j=1
= —n In (7\/2 — — X;
4 2(72 ]Z g 0 ]
konst ~ _
konst. g
x(0)

0 = argmax A(0) = argmax A(6) =
0 0

= argmin« () = argmin ) _(y; — ge(x;))*.
0 j=1

—> Metoda nejmensich ¢tverca
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Regrese

Stanoveni nezn amych parametr(

® Regrese

e Stanoveni
nezndmych
parametri

e Metoda nejmensich
étverca

Linedrn{ regrese

Odhad parametrti 6 obecné funkce gg(x) metodou maximalni vérohodnosti pfi zndmém
rozptylu o?:

n n A x:))?
—]]_{fyx(yﬂxj)—l_[g\/lﬁ exp <—(y] f;z( ) )

j=1

n x;))?
A(B) =InA(6 Zlnfﬂx y]|x]) Z( Inov2mr— ( 2%:2( ])) ) —

]:

= —nln (7\/2 — — X;
. 2(72 Z ~80(%)
konst v ] ,
konst. g
x(0)

0 = argmax A(0) = argmax A(6) =
0 0

= argmin« () = argmin ) _(y; — ge(x;))*.
0 j=1

—> Metoda nejmensich ¢tverca

Bez predpokladu normality n.v. £ (ale mé-li £ sttedni hodnotu), odhad metodou nejmensich
Ctoercii # max. vérohodny odhad.
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Metoda nejmen Sich ¢tvercu

Ptiklad pro linedrni model:

Regrese Y

e Regrese

e Stanoveni
nezndmych ( X2, Yo )
parametrt

(x3,¥3) Y =0+ 6

e Metoda nejmensich
¢tverct

~ ly3 — 3
ly2 — 2

Linedrn{ regrese

(x3,y3)

(x2,52) 6,

(x1,71) 1

ly1 — V1]

(x1,1)
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Line arni regrese
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Line arni regrese

Linearni model s parametry 8 = (6, 61):

Y:gQ(X)—I—g:Qo—FQlX—I—g
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Line arni regrese

Linearni model s parametry 8 = (6, 61):
Y:gQ(X)—I—g = 90—|—91X—|—5

Odhad parametrti regresni pfimky metodou nejmensich ¢tvercti:

n n
0 = argminx(60) = argmin ) _ (y; — g@(xj))2 = argmin ) _(yj — 6 — 91xj)2
0 0 j=1 00,01 j=1
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Line arni regrese

Linearni model s parametry 8 = (6, 61):
Y:gQ(X)—I—g = 90—|—91X—|—5

Odhad parametrti regresni pfimky metodou nejmensich ¢tvercti:

n n
0 = argminx(60) = argmin ) _ (y; — g@(xj))2 = argmin ) _(yj — 6 — 91xj)2
0 0 j=1 00,01 j=1

Pro odhad 6 musi platit:

0=

~ o~ n
(0, 61) _ —2 Y yj +2nby + 26,
i—1 ]

90y ]

90: —Zyj—el—ij:g—Glf.
lezl njzl

n
x]-,
=1
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Line arni regrese

Linearni model s parametry 8 = (6, 61):
Y:gg(X)—l—g = 90—|—91X—|—5

Odhad parametrti regresni pfimky metodou nejmensich ¢tvercti:

n

n
0 = argminx(60) = argmin ) _ (y; — gg(xj))z = argmin ) _(yj — 6 — 91xj)2
0 0 j=1 00,01 j=1

Pro odhad 6 musi platit:

dx (6o, 6 n ~
OZMZ—ZZW—I—ZYZQO—FZ(% Xi,
9t =1 =1

90: —Zyj—(?l—ij:y'—Glf.
njzl njzl

Pro odhad 6;:
ok (6y, 6 L IR - c (D 5y
0= (a% 1) _ Y xy+ 2nB0% +201 ) 27 = —2 ) xjy; + 2n%(y — 01%) +20, ) 2
1 j=1 j=1 j=1 j=1
5 _ Ty =iy Ny — 5y —9)
! . sz — nx? i (g —x)2
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Regrese

Linedrn{ regrese

e Linedrni regrese

® Regresni pfimka 1
e Priklad

e Regresni pfimka 2
e Interpretace
regresnich koeficientti
e Chyba linedrni
regrese

e Rozklad rozptylu
e Odhad rozptylu

e Rozdéleni odhadti
o Testy hypotéz o
regresnich
koeficientech

Regresni p fimka 1

Regresni ptimka je tvofena body (x, y), které splituji rovnici

y:%+ax

Véta: Bod (%, /) lezi na regresni pfimce, tj.

||
o)

y —|—é\1f

Ditikaz: UZ jsme odvodili 50 =y — 51 X.

[
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Regrese

Linedrn{ regrese

e Linedrni regrese

® Regresni pfimka 1
o Priklad

e Regresni pfimka 2
e Interpretace
regresnich koeficientti
e Chyba linedrni
regrese

e Rozklad rozptylu
e Odhad rozptylu

e Rozdéleni odhadti
o Testy hypotéz o
regresnich
koeficientech

Regresni p fimka 1

Regresni ptimka je tvofena body (x, y), které splituji rovnici

y:%+@x

Véta: Bod (%, /) lezi na regresni pfimce, tj.

||
o)

y +§1f

Ditikaz: UZ jsme odvodili 60 =y — 51 X. []

Odectenim vysSe uvedenych rovnic dostdvame tzv. tisekovy tvar regresni pfimky

y—7=0(x—%)

Sklon (smérnice) 61 se nezmeéni, pficteme-li konstantu ke vSéem hodnotdm nezavisle
proménné X, nebo zavisle proménné Y. Mohli jsme od nich napt. odecist realizace

vybérovych priimeért x, resp. y, a zjednodusit si vyrazy.

/19
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Priklad

Zadani: Primaf noveé zfizovaného ARO pottfebuje odhadnout, kolik persondlu bude muset zaméstnat. Pro
prvni pfiblizeni nasbiral data z dal3ich nemocnic o tom, jak spolu souvisi velikost spadové oblasti (v tis.
obyvatel) a prumérny pocet ¢lovékohodin tydné odpracovanych na ARO.

j: Nemocnice  x;j: Populace [tis.]  y;: Hodin 4000+

1 25.5 304.37 o 3500
2 294.3 2616.32 x
3 83.7 1139.12 g 00
4 30.7 285.43 E 2500/
5 129.8 1413.77 220007
6 180.8 1555.68 g
7 43.4 383.78 g 15001
8 165.2 2174.27 g 1000k
9 74.3 845.30 s
10 60.8 1125.28 500
11 319.2 3462.60 s i 10 o 20 o o a0
12 376.2 3682.33 Velikost spadove populace (v tisicich)
" _ )
5, — i1 (nx] x)(y_] : V) _ 9,499 hod /tis. lid y = 6y + 01x = 180.658 + 9.429x
Y1 (xj — %)
0o = 7 — 61 = 180.658 hod.
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Regresni p rimka 2

Lze také odhadovat linedrni z4avislost X na Y podle modelu

X=0,+6,Y+E,

Regrese

Linedrni regrese smeérnice regresni pfimky pak vyjde

e Linedrni regrese

e Regresni pfimka 1
o Priklad

e Regresni pfimka 2

im1(xj — ) (y; —7)
i1 Wi —9)?

b—\*>

e Interpretace
regresnich koeficientti

¢ Chyba linedrni coZ je obecné jind regresni primka, jejiz rovnici lze psat ve tvarech
regrese

e Rozklad rozptylu ~ ~

e Odhad rozptylu X = 98 + Qik Y,

e Rozdéleni odhadti _ ~

o Testy hypotéz o X —X Qik
regresnich
koeficientech

<
|
<
I
>—\q.)>9>| —_

/
=

|

=
N——"
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Interpretace regresnich koeficientu

Odhady rozptyla a kovariance: 02 = 1 Z(x]- — %) = n—1 s2 = DEmp(x),
n & n
J
~ 1 i} n—1
0y 1= 7 2_(yj —y) = » sy = DEmp(y),
J
1

ey = 5 L(xj = %) (y; — ) = cov(Emp(x, )).
J
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Interpretace regresnich koeficientu

Odhady rozptyla a kovariance: 02 = 1 Z(x]- — %) = n—1 s2 = DEmp(x),
n & n
J
~ 1 i} n—1
0y 1= 7 2_(yj —y) = » sy = DEmp(y),

ey = - L (3~ %)y — ) = cov(Emp(x, ).
]

Odhad korelace:
Yi(xj—x)(y;i — ) Cx,
Py = e = = = p(Emp(x,y)).
\/Zj(xj—x) 2y =) *7y
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Interpretace regresnich koeficientu

Odhady rozptylt a kovariance: o2 1 Y (xj—x)* = n—1 s2 = DEmp(x),
n s n
]
~ 1 B} n—1
0y 1= 7 2_(yj -9 » sy = DEmp(y),
J
1 _ _
ey = 5 L(xj = 1) (y; — 7) = cov(Emp(x,)).
J
Odhad korelace:
Yi(xj —xX)(y;i —v) Cx,
Yoy = ] > > = 3?'1/ = p(Emp(x,y))
\/Zj(xj —%)2 iy —¥) 7y
Pro zévislost Y na X: Pro zavislost X na Y (to je jind primka!):
o _ Sy Oy 5 Cx o
91 5 — I'ry=<-, 0r A—y — A_x/
AU’% Y 3 1 5 xy(Ty
y—y="0i(x—x) x—%=0i(y—9),
= Yy % Cx,
y—y b\,% (X x)/ X —X = /3523/ (]/ - ]/);
- _ y
— X —X _ _
yay_rxy . x—x:rx yv—1
y x B, 7,
2
~~ C = ~
Obé¢ smérnice maji stejn4 énka, soudin 610 = = =73, takZe ryy = 1/ 0:0; sign(6).
¢ smérnice maji stejnd znaménka, soucin 616 5201 Iy takZe ryy 107 sign(6;)
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Chyba line arni regrese

Odhadli jsme linearni regresni funkci g5(x) = 0 + 01x, pomoci ni odhadneme hodnoty
zavisle proménné Y v jednotlivych realizacich

Regrese R R
Linearni regrese j— 1) (X) - 90 + 91 xj/
e Linedrni regrese ~ ~
e Regresni pfimka 1 Y= (yll"'/yn)
o Priklad

e Regresni pfimka 2 a ChYby (rezidua)

e Interpretace

regresnich koeficientti ~ ~ -~ b _ o _

e Chyba linearni ] - y] o y] — y] o 90 o 91x]' - y] o y o 91(3(']' - X),
regrese Y . .

e Rozklad rozptylu e = (ell sy en)-

e Odhad rozptylu

e Rozdéleni odhadua Xtae 1 1T — a7

e Testy hypotéz o Véta: n Z] y] =Y

regresnich o L1 ~ 1 ~ a Y T = -
koeficientech Diikaz: n Z] ] — n Z] (90 + 61 x]) — 00 + le =Y. [
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Regrese

Rozklad rozptylu

Linedrn{ regrese

e Linedrni regrese

e Regresni pfimka 1
e Priklad

e Regresni pfimka 2
e Interpretace
regresnich koeficientti
e Chyba linearni
regrese

e Rozklad rozptylu
e Odhad rozptylu

e Rozdéleni odhadti
o Testy hypotéz o
regresnich
koeficientech

Celkovy rozptyl (angl. total variation):

- > (v —9)*.
j

2
Ty

n
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Rozklad rozptylu

Celkovy rozptyl (angl. total variation):

~ 1 _
Regrese 0'5 - = Z(y] _ y)2

Linedrn{ regrese ]

e Linedrni regrese

e Regresnipiimka 1 Rozptyl modelu, vysvétleny rozptyl (angl. explained variation):
e Priklad

e Regresni pfimka 2 1 5

e Interpretace < — 7. 17

regresr?ich koeficientti Uy Z (y] y) )
e Chyba linearni
regrese

e Rozklad rozptylu
e Odhad rozptylu

e Rozdéleni odhadti
o Testy hypotéz o

regresnich
koeficientech
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Rozklad rozptylu

Celkovy rozptyl (angl. total variation):

~ 1 _
Regrese 0'5 - = Z(y] _ y)2

Linedrn{ regrese ]

e Linedrni regrese

e Regresnipiimka 1 Rozptyl modelu, vysvétleny rozptyl (angl. explained variation):
e Priklad

e Regresni pfimka 2 1 5

o Interpretace s = — Z 7. 17 .

regresnich koeficientti Yy (y] y)

e Chyba linearni
regrese

eRozklad rozptylu  Rezidudlni rozptyl, nevysvétleny rozptyl (angl. unexplained variation):
e Odhad rozptylu
e Rozdéleni odhadt 1

N 1 N
e Testy hypotéz o 0:3 — E Zé\]z = — Z(y] — y])z
]

regresnich n -
koeficientech ]

Neékdy se ve vyse uvedenych vzorcich nedéli n; pak se tyto veli¢iny nékdy oznacuji jako
soucet ¢tverca.
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Rozklad rozptylu

Celkovy rozptyl (angl. total variation):

~ 1 _
Regrese 0'5 - = Z(y] _ y)2

Linedrn{ regrese ]

e Linedrni regrese

e Regresnipiimka 1 Rozptyl modelu, vysvétleny rozptyl (angl. explained variation):
e Priklad

e Regresni pfimka 2 1 5

o Interpretace s = — Z 7. 17 .

regresnich koeficientti Yy (y] y)

e Chyba linearni
regrese

eRozklad rozptylu  Rezidudlni rozptyl, nevysvétleny rozptyl (angl. unexplained variation):
e Odhad rozptylu
e Rozdéleni odhadt 1

N 1 N
e Testy hypotéz o 0:3 — E Zé\]z = — Z(y] — y])z
]

regresnich n -
koeficientech ]

Neékdy se ve vyse uvedenych vzorcich nedéli n; pak se tyto veli¢iny nékdy oznacuji jako
soucet ¢tverca.

X A2 AD | AD
Véta: 0y = Uy + 035
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Rozklad rozptylu

Celkovy rozptyl (angl. total variation):

~ 1 _
Regrese 0'5 - = Z(y] _ y)2

Linedrn{ regrese ]

e Linedrni regrese

e Regresnipiimka 1 Rozptyl modelu, vysvétleny rozptyl (angl. explained variation):
e Priklad

e Regresni pfimka 2 1 5

o Interpretace s = — Z 7. 17 .

regresnich koeficientti Yy (y] y)

e Chyba linearni
regrese

eRozklad rozptylu  Rezidudlni rozptyl, nevysvétleny rozptyl (angl. unexplained variation):
e Odhad rozptylu
e Rozdéleni odhadt 1

N 1 N
e Testy hypotéz o 0:3 — E Zé\]z = — Z(y] — y])z
]

regresnich n -
koeficientech ]

Neékdy se ve vyse uvedenych vzorcich nedéli n; pak se tyto veli¢iny nékdy oznacuji jako
soucet ¢tverca.

X A2 AD | AD
Véta: 0y = Uy + 035

Véta: Koeficient determinace

0=
7’2 ¥y _ 1 — 7%
Xy 32 32
y y
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Regrese

Priklad: rozklad rozptylu

Linedrn{ regrese

e Linedrni regrese

e Regresni pfimka 1
e Priklad

e Regresni pfimka 2
e Interpretace
regresnich koeficientti
e Chyba linearni
regrese

e Rozklad rozptylu
e Odhad rozptylu

e Rozdéleni odhadt
o Testy hypotéz o
regresnich
koeficientech
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Regrese

Odhad rozptylu

Linedrn{ regrese

e Linedrni regrese

e Regresni pfimka 1
o Priklad

e Regresni pfimka 2
e Interpretace
regresnich koeficientti
e Chyba linearni
regrese

e Rozklad rozptylu
e Odhad rozptylu

e Rozdéleni odhadti
o Testy hypotéz o
regresnich
koeficientech

Pripomerime: predpokladdame model Y = 6y + 0; X + &, kde £ ~ N(0, ?).
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Regrese

Linedrn{ regrese

e Linedrni regrese

e Regresni pfimka 1

e Priklad

e Regresni pfimka 2

e Interpretace

regresnich koeficientti

e Chyba linearni
regrese

e Rozklad rozptylu
e Odhad rozptylu

e Rozdéleni odhadti
o Testy hypotéz o

regresnich
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Odhad rozptylu

Pripomerime: predpokladdame model Y = 6y + 0; X + &, kde £ ~ N(0, ?).

Max. vérohodny odhad ¢? rozdéleni &:

1

A6y, 01,0) = —nlnov2m — 52 Z(y]. — By — lej)z _
)
1

= -—nnv2mr—nlho— — 262,
— 202 &~
konst. J

_ aA(QOIQLO—) . n 1 5

0= do ] ;ej’

Resenim je
SO B 5
0z = Zej = DEmp(e),
]

coz je vychyleny odhad; nestranny odhad je

1 1 ~ A
(0 _n—ZEj ef_n—zzj (y] 90 91x]).
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Rozdéleni odhadd

Véta: Odhady GAO, 9A1, 02 skute¢nych parametrt 6, 0, o2 jsou nestranné, konzistentni a

asymptoticky normalni.
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Rozdéleni odhadd

Véta: Odhady GAO, 9A1, 02 skute¢nych parametrt 6, 0, o2 jsou nestranné, konzistentni a

asymptoticky normalni.

Odhady rozptyla regresnich koeficientti

~2 62 2 b\% 2
% = w52 ;xj = = 2)82 ;x
. ~2
2 _ 0 %
R Rl P N

nejsou nezavislé.
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Rozdéleni odhadd

Véta: Odhady GAO, 9A1, 02 skute¢nych parametrt 6, 0, o2 jsou nestranné, konzistentni a
asymptoticky normalni.
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Odhady rozptyla regresnich koeficientti
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e Regresni pfimka 1 6—2 6’2

o Piiklad 0'@2\ = 5~ Z sz = ) 52 Z xz’
e Regresni pfimka 2 0 n Ux ] n (n - 2) Ux ]

e Interpretace

regresnich koeficientti 5 6—2 6’2

e Chyba lineérni o= = =5 = € =5

regrese 61 noy (Tl 2) O

e Rozklad rozptylu

* Odhad rozptylu nejsou nezduvislé.

e Rozdéleni odhadu

o Testy hypotéz o PR

regresnich Rozdéleni odhadt 8y, 61 regresnich koeficientti se bliZi normalnimu rozdélent:

koeficientech
~ 02
rozdéleni 6 se blizi N(8p, o2 ) ~ N [ 6y, v sz ,
) n(n—2)oz > J

02

rozdéleni /0\1 se blizi N(Ol, 0'/92\1) ~ N 91, m
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Test absolutniho ¢lenu, tj. napt. nulové hypotézy Hy : 0y = c:
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Linedrni regrese = — n—2
e Linedrni regrese % 1 . xz
ox'\/ n Z:] ]

e Regresni pfimka 1
o Piiklad
e Regresniprimka 2 testujeme na rozdéleni f(n — 2).

e Interpretace
regresnich koeficientti

o Chyba linearni Test smérnice, tj. napt. nulové hypotézy Hy : 8; = c:
regrese realizaci testové statistiky

e Rozklad rozptylu

e Odhad rozptylu —~

e Rozdéleni odhadu 91 —C

e Testy hypotéz o t= = n—2

regresnich =£

koeficientech Ux

testujeme na rozdéleni t(n — 2).
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Priklad: typick & vystupy stat. program(

m Testy regresnich koeficientti (t-testy):

Parametr Koeficient  SE koeficientu t P
Absolutni &len 6 180.658 128.31 1407 0.1897
Smérnice 6, 9.429 0.681 13.846  0.0000
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m Testy regresnich koeficientti (t-testy):

Parametr Koeficient  SE koeficientu t P
Absolutni &len 6 180.658 128.31 1407 0.1897
Smérnice 6, 9.429 0.681 13.846  0.0000

m  Test modelu jako celku (F-test)

Zdroj Soucet ¢tvercti  Stupné volnosti  Primérny ¢tverec  Pomér
variability SS d.f. MS = dS.—JSC. F

. 25 (X_%)2 025 (X_%)2
Regrese (vysvétlend) 5% Y(X-X)?2 1 M (%Z(%X)
Zbytek (nevysvétlend) Y (Y —Y)2 n—2 = Z(Z:ZY i
Celkem Y (Y —Y)? n—1

Konkrétné pro nas priklad:

Zdroj Souc. ¢tvercti  Stup. volnosti  Pram. ¢tverec  Pomér Hladina
variability SS d.f. MS = 7% F p
Regrese (vysvétlend) 14346071 1 14346071 191.7 0.0000
Zbytek (nevysvétlend) 748192 10 74819.2

Celkem 15094263 11
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