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Intervalové odhady

Intervalovy odhad

e Intervalové odhady

e Odhad p, (72 znamé
e Interpretace

e Souvislosti

e Rozsah vybéru

e Odhad y, o2 nezn.
e t-rozdéleni

e P¥: odhad u

e Odhad rozptylu

e Odhad g

e Pi: Odhad g

e Shrnuti

Vite, kolik statistikti je potfeba k vym

1 az 3. Se spolehlivosti 95 %.

4 4

éné Zarovky?

P. Pogik © 2017

A6M33SSL: Statistika a spolehlivost v 1ékatstvi—3 / 16



Intervalové odhady

e Intervalové odhady

e Odhad p, (72 znamé
e Interpretace
e Souvislosti

e Rozsah vybéru

e Odhad y, o2 nezn.
o t-rozdéleni

e P¥: odhad u

e Odhad rozptylu

e Odhad g

e Pt: Odhad g

e Shrnuti

Intervalové odhady

Dosud jsme skutecnou hodnotu parametru 6 nahrazovali bodovym odhadem ® (coz je

nahodna velic¢ina).

B Obvykle se snadno spocita, ale

M kdo vi, jak dobry je to odhad? Jak moc se mtize zménit, vypocteme-li jej z jiné

realizace néh. V}’Ibéru?
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Intervalové odhady

e Intervalové odhady
e Odhad y, (72 znamé
e Interpretace

e Souvislosti

e Rozsah vybéru

e Odhad y, o2 nezn.
o t-rozdéleni

e P¥: odhad u

e Odhad rozptylu

e Odhad g

e Pt: Odhad g

e Shrnuti

Intervalové odhady

Dosud jsme skute¢nou hodnotu parametru 6 nahrazovali bodoviym odhadem ® (coz je
nahodna velic¢ina).

B Obvykle se snadno spocita, ale

M kdo vi, jak dobry je to odhad? Jak moc se mtize zménit, vypocteme-li jej z jiné
realizace nah. vybéru?

Nyni budeme hledat intervalovy odhad, tzv. interval spolehlivosti /, coZ je minim&lni
interval takovy, Ze

Plocl]>1—a,

tj. pravdépodobnost, Ze interval I pokryje skute¢nou (neznamou) hodnotu parametru 0, je
1 —a, kde

B « < (0,1)je pravdépodobnost, Ze interval I nepokryje skute¢nou hodnotu 6, a

B 1 - aje koeficient spolehlivosti.

P. Pogik © 2017

A6MB33SSL: Statistika a spolehlivost v 1ékafstvi—4 / 16



Intervalové odhady

e Intervalové odhady
e Odhad y, (72 znamé
e Interpretace

e Souvislosti

e Rozsah vybéru

e Odhad y, o2 nezn.
o t-rozdéleni

e P¥: odhad u

e Odhad rozptylu

e Odhad g

e Pt: Odhad g

e Shrnuti

Intervalové odhady

Dosud jsme skute¢nou hodnotu parametru 6 nahrazovali bodoviym odhadem ® (coz je
nahodna velic¢ina).

B Obvykle se snadno spocita, ale

M kdo vi, jak dobry je to odhad? Jak moc se mtize zménit, vypocteme-li jej z jiné
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interval takovy, Ze

Plocl]>1—a,

tj. pravdépodobnost, Ze interval I pokryje skute¢nou (neznamou) hodnotu parametru 0, je
1 —«, kde

B « < (0,1)je pravdépodobnost, Ze interval I nepokryje skute¢nou hodnotu 6, a
B 1 - aje koeficient spolehlivosti.

Hleddme jednostranné odhady, dolni (levostranny), resp. horni (pravostranny), kdy

I=(qg(a),00), resp. I = (—oc0,gg(1 —a)),
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interval takovy, Ze
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1 —«, kde

B « < (0,1)je pravdépodobnost, Ze interval I nepokryje skute¢nou hodnotu 6, a
B 1 - aje koeficient spolehlivosti.

Hleddme jednostranné odhady, dolni (levostranny), resp. horni (pravostranny), kdy

I=(qg(a),00), resp. I = (—oc0,gg(1 —a)),

nebo (symetricky) oboustranny odhad

1= {16 (3) 0 (-2))

K tomu potfebujeme znat rozdéleni odhadu o.
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Normalni rozdéleni: intervalovy odhad 1 pfi znamém ¢?

Méjme realizaci ndhodného vybéru x, = (x1,...,x,) z norméalniho rozdéleni N(i, ¢%). Rozptyl 0> zname,
chceme odhadnout u.
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Stfedni hodnotu y odhadneme vyb&rovym priamérem X s rozdélenim N(z, 0;1—2 ).
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Méjme realizaci ndhodného vybéru x, = (x1,...,x,) z norméalniho rozdéleni N(i, ¢%). Rozptyl 0> zname,
chceme odhadnout u.

Stfedni hodnotu y odhadneme vyb&rovym priamérem X s rozdélenim N(z, 0;1—2 ).
Pro kvantilovou funkci normdlniho rozdéleni plati:

N (p1,02) (0) = p+ N(0,02) (0) = p+ @ ()
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Normalni rozdéleni: intervalovy odhad 1 pfi znamém ¢~

Méjme realizaci ndhodného vybéru x, = (x1,...,x,) z norméalniho rozdéleni N(i, ¢%). Rozptyl 0> zname,
chceme odhadnout u.

= 2
Stfedni hodnotu y odhadneme vybérovym primérem X s rozdélenim N(u, Z-).
Pro kvantilovou funkci normdlniho rozdéleni plati:

N (p1,02) (0) = p+ N(0,02) (0) = p+ 0@ ()

Z definice kvantilové funkce plati pro X

P [XE (oo,qN<%%>(1oc)>] =P [ngN@ £>(1—zx) =1—a=

’'n

=P |X — N (0 2 ) (1—a) < y] , coz staci v dobé pocitacd, a déle
=P|X - %Cb‘l(l —ua) < y] , coZ je nutné pro hledani v tabulkéch.
n
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Normalni rozdéleni: intervalovy odhad 1 pfi znamém ¢~

Méjme realizaci ndhodného vybéru x, = (x1,...,x,) z norméalniho rozdéleni N(i, ¢%). Rozptyl 0> zname,
chceme odhadnout u.

Stfedni hodnotu y odhadneme vyb&rovym priamérem X s rozdélenim N(z, ‘;—2 ).
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’'n

=P|X—q ( ) (1—a) < y] , coz staci v dobé pocitacd, a déle

=P|X - i<I>_1(1 —ua) < y] , coZ je nutné pro hledani v tabulkéch.

N

Pro dolni, horni, resp. oboustranny intervalovy odhad pak dostdvame

<X* - %@‘1(1 - oc),oo) , (—oo,}@r %@‘1(1 - oc)>,

resp. <X— %CID_1 (1 — %) X+ %CID_1 (1 — %)>

Pti vypoctu pak nahradime vybé&rovy priimér X jeho realizaci x.
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Interpretace intervalovych odhadu

Pfiklad: Nahodna veli¢ina X ~ N(u, (72), 02 zname, chceme odhadnout u pomoci ndhodného vybéru X,.
Definujme maximalni chybu odhadu A jako A = %@‘1 (1-%).
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Interpretace intervalovych odhadu

Pfiklad: Nahodna veli¢ina X ~ N(u, (72), 02 zname, chceme odhadnout u pomoci ndhodného vybéru X,.
Definujme maximalni chybu odhadu A jako A = =&~ 1 (1 - §).
NG
Interval, v némzZ se bude nachézet (1 — «) - 100 % hodnot n.v. X:
p—/nh iz 1+ /A

e
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Interpretace intervalovych odhadu

Ptiklad: Nahodna veli¢ina X ~ N(u,0?), 0*> zndme, chceme odhadnout 1 pomoci ndhodného vybéru X,.
Definujme maximalni chybu odhadu A jako A = %@‘1 (1-%).

Interval, v némzZ se bude nachézet (1 — «) - 100 % hodnot n.v. X:

p—/nh H p+/nh

Interval, v némz se bude nachazet (1 — «) - 100 % hodnot vybérovych primért X:
u—A K p+A

............... *
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Interpretace intervalovych odhadu

Ptiklad: Nahodna veli¢ina X ~ N(u,0?), 0*> zndme, chceme odhadnout 1 pomoci ndhodného vybéru X,.
Definujme maximalni chybu odhadu A jako A = =&~ 1 (1 - §).
i
Interval, v némzZ se bude nachézet (1 — «) - 100 % hodnot n.v. X:
p—/nh H p+/nh

Interval, v némz se bude nachazet (1 — «) - 100 % hodnot vybérovych primért X:

u—A H u+A

Cca v am ptipadech bude x leZet uvnitf tohoto
intervalu.

Toto neni interval spolehlivosti!
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Interpretace intervalovych odhadu

Ptiklad: Nahodna veli¢ina X ~ N(u,0?), 0*> zndme, chceme odhadnout 1 pomoci ndhodného vybéru X,.
Definujme maximalni chybu odhadu A jako A = %@‘1 (1-%).

Interval, v némzZ se bude nachézet (1 — «) - 100 % hodnot n.v. X:
p—/nh H p+/nh

Interval, v némz se bude nachazet (1 — «) - 100 % hodnot vybérovych primért X:

n—A Z nt A
............... *

Pro m rtiznych realizaci n. vybéri x: m riznych realizaci intervalu spolehlivosti:
p—Aa px o ptA x—A  BX X+ A
............... [ m— e — —

u—Ax 14 p+A xX—A x Hx+ A
............... [ e — e — ——
p—A x H ptA x—A XU X+A
............... P e — ——
p—A4 2 ptA % pox—A x X+ A
............... r—— ) e e ] f— —]
p—»4 Boox ptA X—A 1 X X+ A
............... P e f—— —
Cca v am ptipadech bude x leZet uvnitf tohoto Interval spolehlivosti je “ndhodny” v tom
intervalu. smyslu, Ze je ur¢en ndhodnou veli¢inou X!
Toto neni interval spolehlivosti! Toto jsou intervaly spolehlivosti!
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Interpretace intervalovych odhadu (pokr.)

Ptiklad (pokr.): Pro intervalovy odhad stfedni hodnoty mtiZeme pfed provedenim experimentu
(ziskanim realizace ndhodného vybéru) fici:

B “Vysledny 95% interval spolehlivosti bude skute¢nou (nezndmou, ale konstantni) sttedni hodnotu
rozdéleni obsahovat (pfekryvat) s pravdépodobnosti 95 %.”
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Interpretace intervalovych odhadu (pokr.)

Ptiklad (pokr.): Pro intervalovy odhad stfedni hodnoty mtiZeme pfed provedenim experimentu
(ziskanim realizace ndhodného vybéru) fici:

B “Vysledny 95% interval spolehlivosti bude skute¢nou (nezndmou, ale konstantni) sttedni hodnotu
rozdéleni obsahovat (pfekryvat) s pravdépodobnosti 95 %.”

Po provedeni experimentu mtiZzeme dostat vysledek napt-.:
“95% interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu je (0.1,0.4)”. Plati nasledujici vyroky?

B “Skutec¢na stfedni hodnota leZi mezi 0.1 a 0.4 s 95% pravdépodobnosti.”
B “MiaZeme si byt na 95 % jisti, Ze skutecnd sttedni hodnota lezi mezi 0.1 a 0.4.”

B “Kdybychom opakovali experiment znovu a znovu, pak by v 95 % pfipad skutecna stfedni hodnota
lezela mezi 0.1 a 0.4.”
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Interpretace intervalovych odhadu (pokr.)

Ptiklad (pokr.): Pro intervalovy odhad stfedni hodnoty mtiZeme pfed provedenim experimentu
(ziskanim realizace ndhodného vybéru) fici:

B “Vysledny 95% interval spolehlivosti bude skute¢nou (nezndmou, ale konstantni) sttedni hodnotu
rozdéleni obsahovat (pfekryvat) s pravdépodobnosti 95 %.”

Po provedeni experimentu mtiZzeme dostat vysledek napt-.:
“95% interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu je (0.1,0.4)”. Plati nasledujici vyroky?

Pro¢ neplati?

B Skutetnd hodnota parametru je konstantni; bud uvnitf intervalu jisté je nebo jist¢ neni, Zadnd jina
moznost neexistuje. Nemd smysl mluvit o pravdépodobnosti.
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Interpretace intervalovych odhadu (pokr.)

Ptiklad (pokr.): Pro intervalovy odhad stfedni hodnoty mtiZeme pfed provedenim experimentu
(ziskanim realizace ndhodného vybéru) fici:

B “Vysledny 95% interval spolehlivosti bude skute¢nou (nezndmou, ale konstantni) sttedni hodnotu
rozdéleni obsahovat (pfekryvat) s pravdépodobnosti 95 %.”

Po provedeni experimentu mtiZzeme dostat vysledek napt-.:
“95% interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu je (0.1,0.4)”. Plati nasledujici vyroky?

Pro¢ neplati?

B Skutetnd hodnota parametru je konstantni; bud uvnitf intervalu jisté je nebo jist¢ neni, Zadnd jina
moznost neexistuje. Nemd smysl mluvit o pravdépodobnosti.

Interval spolehlivosti

4 7 z pd LA

M neni vlastnosti parametru (abychom mohli fict, Ze

intervaltspsti—), ale

B je vlastnosti procedury odhadu (estimatoru).
B SpiSe umozZnuje posoudit chybu odhadu.
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Souvislost rozsahu vybéru, max. chyby odhadu a spolehlivosti

Ve vztahu pro oboustranny interval spolehlivosti

PIX-A<pu<X+A =1-ug

Intervalové odhady

e Intervalové odhady 1
< Odhad o2 mame - kde A = =T (1— %), vystupuji nasledujici proménné:
e Interpretace

« Souvislosti B koeficient spolehlivosti P = 1 — &, tj. mira nasi dtivéry ve vyrok o poloze y,

® Rozsah vyibéra B chyba A odhadu stfedni hodnoty p (pro oboustranny interval spolehlivosti |I| = 2A),

Odl d » 2 . . .o Ve 4 z
o dhac j, o nezn tj. nejistota pfi urceni hodnoty parametru y, a

e t-rozdéleni
o P: odhad y B rozsah vybéru n.
e Odhad rozptylu

e Odhad g

e Pt: Odhad g

e Shrnuti
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Souvislost rozsahu vybéru, max. chyby odhadu a spolehlivosti

Ve vztahu pro oboustranny interval spolehlivosti

PIX-A<pu<X+A =1-ug

Intervalové odhady

e Intervalové odhady 1
< Odhad o2 mame - kde A = =T (1— %), vystupuji nasledujici proménné:
e Interpretace

o Souvislosti B koeficient spolehlivosti P = 1 — &, tj. mira nasi dtivéry ve vyrok o poloze y,

e Rozsah vybéru

B chyba A odhadu stfedni hodnoty p (pro oboustranny interval spolehlivosti |I| = 2A),

Odl d , 2 . . .o Ve 4 z
o dhac j, o nezn tj. nejistota pfi urceni hodnoty parametru y, a

e f-rozdéleni

o P: odhad y B rozsah vybéru n.

e Odhad rozptylu

e Odhad g

e Pi: Odhad g Tyto proménné spolu souvisi ndsledujicim zptsobem:
e Shrnuti

P konstantni n t<<= A
Akonstatntni | n /<= P
nkonstatntni | P <= A
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e Rozsah vybéru

B chyba A odhadu stfedni hodnoty p (pro oboustranny interval spolehlivosti |I| = 2A),

Odl d , 2 . . .o Ve 4 z
o dhac j, o nezn tj. nejistota pfi urceni hodnoty parametru y, a

e f-rozdéleni

o P: odhad y B rozsah vybéru n.

e Odhad rozptylu

e Odhad g

e Pi: Odhad g Tyto proménné spolu souvisi ndsledujicim zptsobem:
e Shrnuti

P konstantni n = A\
Akonstatntni | n <= P~
nkonstatntni | P <= A
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Souvislost rozsahu vybéru, max. chyby odhadu a spolehlivosti

Ve vztahu pro oboustranny interval spolehlivosti

PIX-A<pu<X+A =1-ug

Intervalové odhady

e Intervalové odhady 1
< Odhad o2 mame - kde A = =T (1— %), vystupuji nasledujici proménné:
e Interpretace

o Souvislosti B koeficient spolehlivosti P = 1 — &, tj. mira nasi dtivéry ve vyrok o poloze y,

e Rozsah vybéru

B chyba A odhadu stfedni hodnoty p (pro oboustranny interval spolehlivosti |I| = 2A),

Odl d , 2 . . .o Ve 4 z
o dhac j, o nezn tj. nejistota pfi urceni hodnoty parametru y, a

e f-rozdéleni

o P: odhad y B rozsah vybéru n.

e Odhad rozptylu

e Odhad g

e Pi: Odhad g Tyto proménné spolu souvisi ndsledujicim zptsobem:
e Shrnuti

P konstantni n = A\
Akonstatntni | n <= P~
nkonstatntni | P <= A
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Intervalové odhady

e Intervalové odhady

e Odhad p, (72 znamé
e Interpretace

e Souvislosti

e Rozsah vybéru

e Odhad y, o2 nezn.
o t-rozdéleni

e P¥: odhad u

e Odhad rozptylu

e Odhad g

e Pt: Odhad g

e Shrnuti

Vypocet potrebného rozsahu vybeéru

Pro oboustranny interval spolehlivosti I = (X —
PIX-A<pu<X+A]>1—akdeA=

A X
T 1
\/_CID

P. Pogik © 2017
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Vypocet potrebného rozsahu vybeéru

Pro oboustranniyj interval spolehlivosti I = (X — A, X + A) plati, Ze

PIX-A<pu<X+A]21-akded= £ 1(1_%)

Intervalové odhady
. Imer"aloVézOdhady Stanovime-li maximalni p¥ipustnou chybu odhadu Apax, miizeme urdit potiebny rozsah
@ Qdhady omname - yybéru nyi, pti pozadované spolehlivosti 1 — a:

e Interpretace

e Souvislosti

21~ X 0- - a
e Rozsah vybéru Amax Z A = ﬁq) 1 (1 - E) 7

e Odhad y, o2 nezn.

e f-rozdéleni 2
e P¥: odhad u n > ( o CI)_l (1 B ﬁ)) o
= — 'min-

e Odhad rozptylu 2
e Odhad g
e Pt: Odhad g

e Shrnuti

P. Posik (© 2017 A6M33SSL: Statistika a spolehlivost v 1ékarstvi—9 / 16



Vypocet potrebného rozsahu vybeéru

Pro oboustranniyj interval spolehlivosti I = (X — A, X + A) plati, Ze

PIX-A<pu<X+A]21-akded= £ 1(1_%)

Intervalové odhady
. Imer"al”ézodhady Stanovime-li maximalni p¥ipustnou chybu odhadu Apax, miizeme urdit potiebny rozsah
vybéru ny pfi poZadované spolehlivosti 1 — a:

e Odhad p, 0= znamé

e Interpretace
e Souvislosti

21~ X 0- - a
e Rozsah vybéru Amax Z A = ﬁq) 1 (1 - E) 7

e Odhad y, o2 nezn.

e t-rozdéleni 2
e Pi: odhad u n > ( v q)—l (1 — E)) = Nmin-
e Odhad rozptylu - A1’1’1aX 2

e Odhad g

e Pt: Odhad g

e Shrnuti

Pro jednostranné intervaly spolehlivosti 1ze postupovat obdobné, napt. pro horni intervalovy

odhad I = (—c0, X + A) plati, ze P [y < X + A] > 1—a, kde A = =71 (1 —a).
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Vypocet potfrebného rozsahu vybéru

Pro oboustranniyj interval spolehlivosti I = (X — A, X + A) plati, Ze

PIX-A<pu<X+A]21-akded= £ 1(1_%)

Intervalové odhady
. Imer"alo"ézodhady Stanovime-li maximalni p¥ipustnou chybu odhadu Apax, miizeme urdit potiebny rozsah
@ Qdhady omname - yybéru nyi, pti pozadované spolehlivosti 1 — a:

e Interpretace

e Souvislosti o
e Rozsah vybéru Amax > A= 1— —

g . _
cas Tart(1-Y),
e Odhad y, o2 nezn. \/ﬁ 2

o t-rozdéleni 2
e P odhad y n> ( 7 o ! (1 — ﬁ)) = Nmin-
e Odhad rozptylu - A1’1’1aX 2

e Odhad g

e Pt: Odhad g

e Shrnuti

Pro jednostranné intervaly spolehlivosti 1ze postupovat obdobné, napt. pro horni intervalovy

odhad I = (—oo, X + A) plati, ze P [y < X+ A] >1—a, kde A = %@‘1 (1—a).

Stanovime-li maximalni pfipustnou chybu odhadu Apax, mizeme urcit potftebny rozsah
vybeéru npy;, pii poZzadované spolehlivosti 1 — a:

Amax > A = =@ (1—a),

NG

2
nZ( 7 <I>_1(1—zx)) = Nmin-

Amax
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Intervalové odhady

e Intervalové odhady

e Odhad p, (72 znamé
e Interpretace
e Souvislosti

e Rozsah vybéru

e Odhad y, o2 nezn.
o t-rozdéleni

e P¥: odhad u

e Odhad rozptylu

e Odhad g

e Pt: Odhad g

e Shrnuti

Normalni rozdéleni: intervalovy odhad u pfi neznamém ¢

Sttedni hodnotu y odhadneme vybérovym primérem X s rozdélenim N(y, 2-).

(n—1)5%

Rozptyl 0? odhadneme vybérovym rozptylem S%;

2

——% ma rozdéleni x> (n—1).

P. Pogik © 2017
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Intervalové odhady

e Intervalové odhady

e Odhad y, (72 znamé
e Interpretace

e Souvislosti

e Rozsah vybéru

e Odhad y, o2 nezn.
o t-rozdéleni

e P¥: odhad u

e Odhad rozptylu

e Odhad g

e Pt: Odhad g

e Shrnuti

Normalni rozdéleni: intervalovy odhad 1 pfi neznamém ¢

Stfedni hodnotu y odhadneme vyb&rovym priamérem X s rozdélenim N(z, ‘;—2 ).

(n—1)S

2
Rozptyl 0> odhadneme vybérovym rozptylem S%; —5—% md rozdéleni x*(n—1).

Pouziti odhadu rozptylu misto skute¢né hodnoty rozptylu je dalsi zdroj neurcitosti;
abychom zachovali koeficient spolehlivosti 1 — &, musime rozsifit interval spolehlivosti,
tj. pouzit kvantily jiného rozdélent:

P. Pogik © 2017
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Intervalové odhady

e Intervalové odhady
e Odhad y, (72 znamé
e Interpretace

e Souvislosti

e Rozsah vybéru

e Odhad y, o2 nezn.
o t-rozdéleni

e P¥: odhad u

e Odhad rozptylu

e Odhad g

e Pt: Odhad g

e Shrnuti

Normalni rozdéleni: intervalovy odhad 1 pfi neznamém ¢

Stfedni hodnotu y odhadneme vyb&rovym priamérem X s rozdélenim N(z, ‘;—2 ).

(n—1)S

2
Rozptyl 0> odhadneme vybérovym rozptylem S%; —5—% md rozdéleni x*(n—1).
Pouziti odhadu rozptylu misto skute¢né hodnoty rozptylu je dalsi zdroj neurcitosti;
abychom zachovali koeficient spolehlivosti 1 — &, musime rozsifit interval spolehlivosti,

tj. pouzit kvantily jiného rozdélent:

Studentovo t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti, t(n — 1).

P. Pogik © 2017
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Normalni rozdéleni: intervalovy odhad 1 pfi neznamém ¢

Stfedni hodnotu y odhadneme vyb&rovym priamérem X s rozdélenim N(z, ‘;—2 ).

(n—1)S

2
Rozptyl 0> odhadneme vybérovym rozptylem S%; X m4 rozdéleni x?(n — 1).
pty y y pty =

Intervalové odhady

e Intervalové odhady

o Odhad 1, o2 zame  PouZiti odhadu rozptylu misto skute¢né hodnoty rozptylu je dalsi zdroj neurcitosti;
e Interpretace abychom zachovali koeficient SpOlethOSti 1 — &, musime rozsifit interval SpOIehliVOSti’
* Souvislosti tj. pouzit kvantily jiného rozdélen:

e Rozsah vybéru

e Odhad y, o2 nezn.
o t-rozdéleni
e P¥: odhad u

Studentovo t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti, t(n — 1).

y 83‘33 rozptylu Z toho vyplyvaji nasledujici intervalové odhady:
e Odhad g
e Pi: Odhad g S S
e Shrnuti Y X v X
Shent <X - ﬁ%(n—l) (1- “)/°°> , (—oo,X + ﬁqt(n—l)(l - “)> ,

<X - S—\/)%qt(n—l) (1 - %) X+ S—\/}%%(n—n (1 - %>> :

P¥i vypoltu nahradime vybérovy primér X jeho realizaci ¥ a vybérovou smérodatnou
odchylku Sx jeji realizaci sx.
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Studentovo rozdeéleni

Studentovo f-rozdéleni s # stupni volnosti, ¢(77) Hustota:
je roz déleni ného dné Vehélny 04 Normélni rozdelnl vs. t-rozdéleni
U 0.35
\4 ’ 0.3
V 7
0.25
kde =
= 02
B U maé rozdéleni N(0,1), T s
B V marozdéleni x*(7) a
_ o 0.1
B U a V jsounezavislé.
- v v O . . 005
Pro velky pocet stupiiti volnosti se nahrazuje
normdalnim rozdélenim. 9

P. Posik (© 2017 A6MB33SSL: Statistika a spolehlivost v 1ékarstvi—11 / 16



Studentovo rozdeleni
Studentovo f-rozdéleni s # stupni volnosti, ¢(77) Hustota: - o
je roz déleni ného dné Vehélny 04 Normalni rozdelm vs. t-rozdéleni
u 0.35¢
|V ’ 0.3F
U
0.25r
kde &
= 02}
® U marozdéleni N(0,1), = o1l
B V marozdéleni x*(7) a
0.1r
B U a V jsounezavislé.
v v o . . 0.05¢
Pro velky pocet stupiiti volnosti se nahrazuje
0
-3

normalnim rozdélenim.

V pfipadé odhadu stfedni hodnoty pfi neznamém rozptylu

U= @(}? — ) ma N(0,1),

—1)S53
V= (na#méxz(n—l)f n=n-1,
V(X
UV = < ( b = S—\/ﬁ (X —u) mé t(n — 1), z Eehoz vyplyvaji odhady na pfedchozim slidu.
v 52 X
Vi /%
A6MB33SSL: Statistika a spolehlivost v 1ékarstvi—11 / 16
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Priklad: intervalové odhady 1 pfi neznamém ¢

Zadani: Vliv alkoholismu matky na inteligenci ditéte. Nalezeno 6 Zen, které byly v dobé téhotenstvi
chronickymi alkoholi¢kami. IQ jejich déti bylo zméteno v 7 letech: n = 6, ¥ = 78, YI'_; (x; — ) = 1805.
Vypoctéte horni a oboustranny 95% interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu rozdéleni IQ déti

alkoholicek.

A6MB33SSL: Statistika a spolehlivost v 1ékarstvi—12 / 16
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Priklad: intervalové odhady 1 pfi neznamém ¢

Zadani: Vliv alkoholismu matky na inteligenci ditéte. Nalezeno 6 Zen, které byly v dobé téhotenstvi
chronickymi alkoholi¢kami. IQ jejich déti bylo zméteno v 7 letech: n = 6, ¥ = 78, YI'_; (x; — ) = 1805.
Vypoctéte horni a oboustranny 95% interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu rozdéleni IQ déti
alkoholicek.

Reseni: Pfedpokladame, Ze vybér alkoholi¢ek byl ndhodny. ProtoZe vybérovy rozptyl odhadujeme a
rozsah vybéru je maly, pouZzijeme kvantily Studentova rozdéleni.
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Priklad: intervalové odhady 1 pfi neznamém ¢

Zadani: Vliv alkoholismu matky na inteligenci ditéte. Nalezeno 6 Zen, které byly v dobé téhotenstvi
chronickymi alkoholi¢kami. IQ jejich déti bylo zméteno v 7 letech: n = 6, ¥ = 78, YI'_; (x; — ) = 1805.
Vypoctéte horni a oboustranny 95% interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu rozdéleni IQ déti
alkoholicek.

Reseni: Pfedpokladame, Ze vybér alkoholi¢ek byl ndhodny. ProtoZe vybérovy rozptyl odhadujeme a
rozsah vybéru je maly, pouZzijeme kvantily Studentova rozdéleni.

Pro vybérovou smérodatnou odchylku a oboustranny interval spolehlivosti plati

1 _ /1805
Sx:\/n_ .:1(xl‘—x)2: ?:19

1
I 19
Grn1) (1 _ E) =78 22,57 = 7841994 = (58.06,97.94),

—

I=%+

S
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Priklad: intervalové odhady 1 pfi neznamém ¢

Zadani: Vliv alkoholismu matky na inteligenci ditéte. Nalezeno 6 Zen, které byly v dobé téhotenstvi
chronickymi alkoholi¢kami. IQ jejich déti bylo zméteno v 7 letech: n = 6, ¥ = 78, YI'_; (x; — ) = 1805.
Vypoctéte horni a oboustranny 95% interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu rozdéleni IQ déti
alkoholicek.

Reseni: Pfedpokladame, Ze vybér alkoholi¢ek byl ndhodny. ProtoZe vybérovy rozptyl odhadujeme a
rozsah vybéru je maly, pouZzijeme kvantily Studentova rozdéleni.

Pro vybérovou smérodatnou odchylku a oboustranny interval spolehlivosti plati

n 1805
\/ 12 — — 19

i=1
19

U =x-+ —x — =) =78+ —257 =78 +19. = . 7. ’

=3 i) (1 2) 8+ =257 7841994 (58.06,97.94)
a pro horni odhad

B< %+ =gy (1—a) = 78+ 12202 = 78+ 15.63 = 93.63
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Priklad: intervalové odhady 1 pfi neznamém ¢

Zadani: Vliv alkoholismu matky na inteligenci ditéte. Nalezeno 6 Zen, které byly v dobé téhotenstvi
chronickymi alkoholi¢kami. IQ jejich déti bylo zméteno v 7 letech: n = 6, ¥ = 78, YI'_; (x; — ) = 1805.
Vypoctéte horni a oboustranny 95% interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu rozdéleni IQ déti
alkoholicek.

Reseni: Pfedpokladame, Ze vybér alkoholi¢ek byl ndhodny. ProtoZe vybérovy rozptyl odhadujeme a
rozsah vybéru je maly, pouZzijeme kvantily Studentova rozdéleni.

Pro vybérovou smérodatnou odchylku a oboustranny interval spolehlivosti plati

1 n _ 1805
Sx:\/n—l L (=3 == =19

~ _ Sx X 19

— g4 X %) =784 20257 = 78 +19.94 = (58.06,97.94),

=z \/ﬁqt(n_l)(l 2) 8+ =257 7841994 (58.06,97.94)
a pro horni odhad

A<+ gy (1—0) =78+ —=2.02 = 78+ 15.63 = 93.63.

V6

Kdybychom experiment provadeéli opakované a intervaly spolehlivosti konstruovali vySe uvedenym
zptisobem, pak by v cca 95 % pfipadti interval obsahoval skute¢nou sttedni hodnotu.
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Intervalovy odhad rozptylu

(

_ 2
Rozptyl 02 odhadneme vybérovym rozptylem S%; n.v. %Z)SX ma rozdéleni x?(n — 1).

Intervalové odhady n—1 SZ

o Intervalové odhady P [% - (—OO, qxz(n_l) (1 — (X)>] = 1 — X =

e Odhad p, (72 znamé o

e Interpretace i —1 52 —1 SZ

e Souvislosti = P —(n ) X < q 2(n—1) (1 — DC) =P (n ) X < 02 —
e Rozsah vybéru i o2 X qxz(n—l) (1 — (X)

e Odhad y, o2 nezn.

o t-rozdéleni [ n—1 52
e P¥: odhad u =P 0-2€< ( ) X ),OO>]

e Odhad rozptylu
e Odhad g
* Pf: Odhad 4 Dostali jsme dolni odhad, ostatni obdobné.

e Shrnuti
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Intervalovy odhad rozptylu

_ 2
Rozptyl 02 odhadneme vybérovym rozptylem S%; n.v. (n ;Z)SX ma rozdéleni x?(n —1).

Intervalové odhady n—1 SZ
e Intervalové odhady P [% & (—OO, qxz(n_l) (1 — (X)>] =1—a=
e Odhad y, (r2 znamé o
e Interpretace r o 2 . 2
e Souvislosti — P (1’1 1)SX < q.» (1 o “) —p (ﬂ 1)SX < 0_2
e Rozsah vybéru i o2 — Ax*(n—1) q)(z (n-1) (1 _ (X) —

e Odhad y, o2 nezn.

o t-rozdéleni [ n—1 52
e Pi: odhad u =P 0-2€< ( ) X ),OO>]

e Odhad rozptylu
e Odhad g
* Pf: Odhad 4 Dostali jsme dolni odhad, ostatni obdobné.

e Shrnuti

Dolni, horni a oboustranny intervalové odhady rozptylu jsou

(n—1)S% (n—1)S%
< G2 (n-1)(1 — ) 'Oo> ' <_Oo' D2 (n—1) (@) > '
< (n—1)S%  (n-1)S% >
dx2(n—1) (1-3) Tx2(n—1) (5)/

2

P¥i vypoétu nahradime vybérovy rozptyl S% jeho realizaci s2.
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Intervalovy odhad rozptylu

_ 2
Rozptyl 02 odhadneme vybérovym rozptylem S%; n.v. (n ;Z)SX ma rozdéleni x?(n —1).

Intervalové odhady n—1 52
e Intervalové odhady P [% & (—OO, qxz(n_l) (1 — (X)>] =1—a=
e Odhad y, o2 znamé o
e Interpretace r o 2 . 2
e Souvislosti — P (1’1 1)SX < q.» (1 o “) —p (ﬂ 1)SX < 0_2
e Rozsah vybéru i 0'2 = Ax*(n-1) qXZ (n—1) (1 — (X) o

e Odhad y, o2 nezn.

e (-rozdéleni [ n—1 52
e Pi: odhad u =P 0-26< ( ) X ),OO>]

e Odhad rozptylu
e Odhad g
* Pf: Odhad 4 Dostali jsme dolni odhad, ostatni obdobné.

e Shrnuti

Dolni, horni a oboustranny intervalové odhady rozptylu jsou

(n—1)S% (n—1)S%
< G2 (n-1)(1 — ) 'Oo> ' <_Oo' D2 (n—1) (@) > '
< (n—1)S%  (n-1)S% >
dx2(n—1) (1-3) Tx2(n—1) (5)/

2

P¥i vypoétu nahradime vybérovy rozptyl S% jeho realizaci s2.

Vsimnéte si: oboustranny odhad rozptylu neni symetricky kolem bodového odhadu 5%!
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Intervalové odhady

e Intervalové odhady

e Odhad p, (72 znamé
e Interpretace
e Souvislosti

e Rozsah vybéru

e Odhad y, o2 nezn.
e t-rozdéleni

e P¥: odhad u

e Odhad rozptylu

e Odhad g

e Pt: Odhad g

e Shrnuti

Alternativni rozdéleni: odhad populacni pravdepodobnosti g

Méjme ndhodny vybér rozsahu n, X, = {Xy,..., X}, kde X; € {0,1}, X; ~ Ber(q).

P. Pogik © 2017
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Intervalové odhady

e Intervalové odhady

e Odhad p, (72 znamé
e Interpretace
e Souvislosti

e Rozsah vybéru

e Odhad y, o2 nezn.
e t-rozdéleni

e P¥: odhad u

e Odhad rozptylu

e Odhad g

e Pt: Odhad g

e Shrnuti

Alternativni rozdéleni: odhad populacni pravdepodobnosti g

Méjme ndhodny vybér rozsahu n, X, = {Xy,..., X}, kde X; € {0,1}, X; ~ Ber(q).

Populaéni pravdépodobnost 4 odhadneme vybérovou relativni &etnosti X = % .6

P. Pogik © 2017
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Alternativni rozdéleni: odhad populacni pravdepodobnosti g

Méjme ndhodny vybér rozsahu n, X,, = {Xy,..., Xy}, kde X; € {0,1}, X; ~ Ber(g).

Intervalové odhady Popula¢ni pravdépodobnost g odhadneme vybérovou relativni ¢etnosti X = % 1 X

e Intervalové odhady

1 2 =1 A v v ya /. v v 7 7 v 7 . Ve v ’ X7
° f’dhad poomzname - Pro dostatené velky rozsah vybéru (n > 100) 1ze rozdéleni vyjbérovijch relativnich Cetnosti X
e Interpretace . 217 v z
" aproximovat normalnim rozdélenim,

e Souvislosti
e Rozsah vybéru _ —

oOdhady,Jznezn. X ~ N (q, 5](1?1_ 5])) ~ N (q, X(l - X)) ,

o t-rozdéleni n
e P¥: odhad u

e Odhad rozptylu
e Odhad g

e Pt: Odhad g

o Shrnuti <X— \/Mq)l(l — ), |, —o00, X + \/M@l(l — 0C)> /

n n

resp. <X— \/@@1 (1— %),X—i—\/@@l (1— %)>

P¥i vypoctu pak nahradime vybérovou relativni ¢etnost X jeji realizaci .

a pouzit intervaly spolehlivosti pro stfedni hodnotu normélniho rozdéleni:

Pfi malém rozsahu vybéru (n < 100) je tfeba hledat kvantily rozdéleni vybérovych
relativnich ¢etnosti ve specidlnich tabulkach.
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Intervalové odhady

e Intervalové odhady

e Odhad p, (72 znamé
e Interpretace
e Souvislosti

e Rozsah vybéru

e Odhad y, o2 nezn.
e t-rozdéleni

e P¥: odhad u

e Odhad rozptylu

e Odhad g

e Pi: Odhad g

e Shrnuti

Priklad: Odhad populacni pravdepodobnosti g

Zadani: V roce 1973 bylo na Berkeley pfijato 3700 z 8300 uchaze¢ti muzského pohlavi a
1500 z 4300 uchazecti Zenského pohlavi. Vypoctete 95% oboustranné intervaly
spolehlivosti (¢« = 0.05) pro pravdépodobnosti pfijeti u muzti, g5 a u Zen qz.

P. Pogik © 2017
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Priklad: Odhad populacni pravdepodobnosti g

Zadani: V roce 1973 bylo na Berkeley pfijato 3700 z 8300 uchaze¢ti muzského pohlavi a
1500 z 4300 uchazecti Zenského pohlavi. Vypoctete 95% oboustranné intervaly
spolehlivosti (¢« = 0.05) pro pravdépodobnosti pfijeti u muzti, g5 a u Zen qz.

Intervalové odhady

e Intervalové odhady
o Odhad 1, 0% znamé - ReSenti: Intervaly spolehlivosti pro popula¢ni pravdépodobnosti pfijeti u muz a u Zen:
e Interpretace

e Souvislosti ~ 3700
e Rozsah vybéru XM — m
e Odhad y, o2 nezn.

e t-rozdéleni - 1500

o Pi: odhad y *Z = 1300
e Odhad rozptylu

e Odhad g

e Pi: Odhad g

e Shrnuti

= (0.4458

= 0.3488
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Intervalové odhady

e Intervalové odhady

e Odhad p, 02 znamé
e Interpretace

e Souvislosti

e Rozsah vybéru

e Odhad y, o2 nezn.

e t-rozdéleni

e P¥: odhad u

e Odhad rozptylu
e Odhad g

e Pi: Odhad g

e Shrnuti

Priklad: Odhad populacni pravdepodobnosti g

Zadani: V roce 1973 bylo na Berkeley pfijato 3700 z 8300 uchaze¢ti muzského pohlavi a
1500 z 4300 uchazecti Zenského pohlavi. Vypoctete 95% oboustranné intervaly
spolehlivosti (¢ = 0.05) pro pravdépodobnosti pfijeti u muzti, g5 a u Zen qz.

Reseni: Intervaly spolehlivosti pro populaéni pravdépodobnosti pfijeti u mut a u Zen:

3700

) 1500

Gv = Xy =D (1—5) \/’ZM(l_’EM) _

2 nm
— 0.4458 + 1.96\/ 04458(1 — 0.4458) _ 1) sq 4 1 07%
8300
G, =%, £+ (1 — %) \/jz(ln; *z) _
— 0.3488 + 1.96\/ 03488(;3600‘348& — 34.88 + 1.42%
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Intervalové odhady

e Intervalové odhady

e Odhad p, 02 znamé
e Interpretace

e Souvislosti

e Rozsah vybéru

e Odhad y, o2 nezn.

e t-rozdéleni

e P¥: odhad u

e Odhad rozptylu
e Odhad g

e Pi: Odhad g

e Shrnuti

Priklad: Odhad populacni pravdepodobnosti g

Zadani: V roce 1973 bylo na Berkeley pfijato 3700 z 8300 uchaze¢ti muzského pohlavi a
1500 z 4300 uchazecti Zenského pohlavi. Vypoctete 95% oboustranné intervaly
spolehlivosti (¢ = 0.05) pro pravdépodobnosti pfijeti u muzti, g5 a u Zen qz.

Reseni: Intervaly spolehlivosti pro populaéni pravdépodobnosti pfijeti u mut a u Zen:

3700

) 1500

Gv = Xy =D (1—5) \/’ZM(l_’EM) _

2 nm
— 0.4458 + 1.96\/ 04458(1 — 0.4458) _ 1) sq 4 1 07%
8300
G, =%, £+ (1 — %) \/jz(ln; *z) _
— 0.3488 + 1.96\/ 03488(;3600‘348& — 34.88 + 1.42%

Co miiZete fict o rozdilu mezi pravdépodobnostmi pfijeti? Je to diikaz pohlavni
diskriminace?
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Intervalové odhady

e Intervalové odhady

e Odhad p, 02 znamé
e Interpretace

e Souvislosti

e Rozsah vybéru

e Odhad y, o2 nezn.

e t-rozdéleni

e P¥: odhad u

e Odhad rozptylu
e Odhad g

e Pi: Odhad g

e Shrnuti

Priklad: Odhad populacni pravdepodobnosti g

Zadani: V roce 1973 bylo na Berkeley pfijato 3700 z 8300 uchaze¢ti muzského pohlavi a
1500 z 4300 uchazecti Zenského pohlavi. Vypoctete 95% oboustranné intervaly
spolehlivosti (¢ = 0.05) pro pravdépodobnosti pfijeti u muzti, g5 a u Zen qz.

Reseni: Intervaly spolehlivosti pro populaéni pravdépodobnosti pfijeti u mut a u Zen:

3700

) 1500

Gv = Xy =D (1—5) \/’ZM(l_’EM) _

2 nm
— 0.4458 + 1.96\/ 04458(1 — 0.4458) _ 1) sq 4 1 07%
8300
G, =%, £+ (1 — %) \/jz(ln; *z) _
— 0.3488 + 1.96\/ 03488(;3800‘3488) — 34.88 + 1.42%

Co miiZete fict o rozdilu mezi pravdépodobnostmi pfijeti? Je to diikaz pohlavni
diskriminace? Odpovédi v pristich pfednaskach.

P. Pogik © 2017
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Intervalové odhady

Shrnuti: Odhady parametru

e Intervalové odhady

e Odhad p, (72 znamé
e Interpretace
e Souvislosti

e Rozsah vybéru

e Odhad y, o2 nezn.
e t-rozdéleni

e P¥: odhad u

e Odhad rozptylu

e Odhad g

e Pt: Odhad ¢

e Shrnuti

B Vybérové statistiky (napt. X, S%, apod.), resp. jejich realizace (x, s2, apod.), se
pouZivaji k odhadu populaé¢nich parametrti (i, o2, apod.). Jsou to bodové odhady.

B Intervalové odhady jsou lepsi nez bodové odhady v tom smyslu, Ze umoZziuji

posoudit nepfesnost procedury odhadu.
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