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Intervalové odhady
Dosud jsme skutetnou hodnotu parametru 6 nahrazovali bodovym odhadem © (co% je ndhodna veligina).
Nyni budeme hledat intervalovy odhad, tzv. interval spolehlivosti I, coZ je minimalni interval takovy, Ze
Poell>1—a,
kde
=« € (0,1)je pravdépodobnost, Ze meze intervalu I budou prekrodeny
m 1 - «je koeficient spolehlivosti.

Obvykle hleddme horni, resp. dolni jednostranny odhad, kdy

I= (foo,q@(l —a)), resp. I = <q@(¢x),oo),

nebo (symetricky) oboustranny odhad

1= {16 (3) % (1-3))-

K tomu potfebujeme znét rozdéleni odhadu 0.
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Normalni rozdéleni: intervalovy odhad y p¥i zndimém o>

Méjme realizaci ndhodného vybéru x, = (x1,...,x,) z normélniho rozdéleni N(p, 0%). Rozptyl 02 zndme, chceme odhadnout .

Stfedni hodnotu y odhadneme vybérovym primérem X s rozdélenim N(y, é)
Pro kvantilovou funkci normélniho rozdéleni plati:

IN(p,02) (&) =p+ IN(0,02) (0) =p+ oo (a)
Z definice kvantilové funkce plati pro X
P {X € (—OO,qN(y/%ﬂl —vc)>} =P {X < qN(”’#)(l —a)|=1-a=
=P {X N (0 ﬁ) (1—a)< 4 , coz stadi v dobé potitatt, a dale
=P {X - Ldfl(l —a) < y} , coZ je nutné pro hledani v tabulkéch.
n

7

Pro dolni, horni, resp. oboustranny intervalovy odhad pak dostdvame

<X— %Cb’l(l—a),oo), (—OO,X—O— %@fl(l—zx)>,

resp. (X - o (1-5), X+ Zot (1-5)).

P¥i vypoctu pak nahradime vybérovy pramér X jeho realizaci %.
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Souvislost rozsahu vybéru, max. chyby odhadu a spolehlivosti

Ve vztahu pro oboustranny interval spolehlivosti
PX-A<u<X+A=1-g

kde A = \%dfl (1 - %), vystupuji ndsledujici promé&nné:

m  koeficient spolehlivosti P = 1 — g, tj. mira nasi diivéry ve vyrok o poloze y,

m chyba A odhadu stfedni hodnoty y (pro oboustranny interval spolehlivosti |I| = 2A), tj. nejistota pii uréeni hodnoty parametru
Ha

m rozsah vybéru n.

Tyto proménné spolu souvisi nasledujicim zptisobem:

Pkonstatntni | n /< A\,
Akonstatntni | n /<= P
nkonstatntni | P <= AN
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Vypocet potfebného rozsahu vybéru

Pro oboustranny interval spolehlivosti I = (X — A, X + A) plati, 2e P [X ~A < p < X +A] > 1—a, kde A= 21 (1-4).

B

Stanovime-li maximalni pffpustnou chybu odhadu Apax, miizeme urcit potfebny rozsah vybéru npyi, pfi poZadované spolehlivosti
1—a

8= 5207 (1-5).
2 (507 (1) <o

Pro jednostranné intervaly spolehlivosti 1ze postupovat obdobng, napf. pro horni intervalovy odhad I = (—o0, X) plati, Ze
P [y < X—O—A] >1—a,kde A = %@‘1 (1—a).

Stanovime-li maximéalni piipustnou chybu odhadu Apax, miiZeme urdit potfebny rozsah vybéru np,, pfi poZadované spolehlivosti
1—a:

g

Amax > A = ﬁqu (1-a),
. 2
n> (ch 1(1—0()) = Mmin.
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Normélni rozdélent: intervalovy odhad u p¥i nezndmém ¢

Stfedni hodnotu y odhadneme vybérovym priimérem X s rozdélenim N(y, ”n—z)

e
Rozptyl 0? odhadneme vybérovym rozptylem S%; % ma rozdéleni x?(n —1).

Pouziti odhadu rozptylu misto skute¢né hodnoty rozptylu je dalsi zdroj neurcitosti; abychom zachovali koeficient spolehlivosti 1 — a,
musime rozsifit interval spolehlivosti, tj. pouZit kvantily jiného rozdélent:

Studentovo f-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti, t(n — 1).

Z toho vyplyvaji nasledujici intervalové odhady:

_ Sx - Sx
(x-S na-ae), (X Sag-0),
— Sx o = Sx ®
<X - ﬁqt(n—l) (1 - 5) X+ ﬁqt(nfl) (1 - §)>

P¥i vypoétu nahradime vybérovy priimér X jeho realizaci x a vybérovou smérodatnou odchylku Sx jeji realizaci sx.
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Studentovo rozdéleni

Studentovo t-rozdéleni s 7 stupni volnosti, {(77) je rozdéleni Hustota:
nahodné veliéiny 04 Normélni rozdéleni vs. t-rozdéleni
u —7 0.351
VY
7 0.3f
kde 0.25¢
= U md rozdéleni N(0, 1), o
) Al z 02
=V ma rozdéleni x2() a F
m U a Vjsounezavislé. 0.15¢
Pro velky pocet stupriti volnosti se nahrazuje normalnim 0l
rozdélenim. :
0.051
0
-3

V piipadé odhadu stfedni hodnoty p¥i nezndmém rozptylu

U= g(i — 1) maN(0,1),

—1)82
V:%méxz(nfl), n=n-1,
V(X — _
LV _ X = S—\/ﬁ (X — ) mé t(n — 1), z &ehoZ vyplyvaji odhady na p¥edchozim slidu.
v 2 X
VEERNE
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Ptiklad: intervalové odhady y p¥i nezndmém o2

Zadani: Vliv alkoholismu matky na inteligenci ditéte. Nalezeno 6 Zen, které byly v dobé téhotenstvi chronickymi alkoholi¢kami. IQ
jejich déti bylo zméteno v 7 letech: n = 6, ¥ = 78, Y1 ; (x; — %)% = 1805. Vypottéte horni a oboustranny 95% interval spolehlivosti
pro stfedni hodnotu rozdéleni IQ déti alkoholi¢ek.

Regent: Predpokléddédme, Ze vybér alkoholi¢ek byl ndhodny. ProtoZe vybérovy rozptyl odhadujeme a rozsah vybéru je maly,
pouZijeme kvantily Studentova rozdéleni.

Pro vybérovou smérodatnou odchylku a oboustranny interval spolehlivosti plati

1 & _ 1805
Sy = n_li;(x,-fx)zzw—S =19

=i+ %qt(,ﬂ) (1 - %) =78+ %2.57 = 78+19.94,
a pro horni odhad

i<it %qt(ﬂ_l) (1—a)=78+ %2.02 =78+ 15.63 = 93.63.
Zavéry:

1. S pravdépodobnosti 95 % stiedni hodnota p rozdéleni IQ déti alkoholicek lezi v (58.06,97.94).
2. Spravdépodobnosti 95 % stfedni hodnota y rozdéleni IQ déti alkoholi¢ek neptekroci 93.96.
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Intervalovy odhad rozptylu

_ 2
Rozptyl 0? odhadneme vybérovym rozptylem S%; n.v. % mé rozdéleni x2(n —1).

o2

:p[w §’1X2(n71)(1*“)} -p {q(n_l)sgf < =
X

n—1)S2
P {% € (=0, 0p2(4—1)(1 fzx)>} =l-a=

0-2 2(;171)(1 7“) -

=P|otc 70171)5%{ )
Tem-1)(1—a)
Dostali jsme dolni odhad, ostatni obdobné.

Dolni, horni a oboustranny intervalové odhady rozptylu jsou
(n—1)S% o), o, (n—1)S% ’
qxz(nfl)(l —a) qxz(n—l)(lx)

< (n—-1)8%  (n—1)S% >
Ax2(n—1) (1 - %) Ax2(n—1) (%)
2

Pti vypoétu nahradime vybérovy rozptyl S% jeho realizaci s2.
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Alternativni rozdéleni: odhad populacni pravdépodobnosti g
Méjme nahodny vybér rozsahu n, X, = {Xy,..., X, }, kde X; € {0,1}, X; ~ Ber(q).

Populaéni pravdépodobnost g odhadneme vybérovou relativni etnosti X = % Y X
Pro dostatetné velky rozsah vybéru (n > 100) 1ze rozdéleni vybérovych relativnich cetnosti X aproximovat normalnim rozdélenim,
- 1- X(1-X
£ (5 1020 e o KO0,
n n
a pouZit intervaly spolehlivosti pro stfedni hodnotu norméalniho rozdéleni:
<X - Lln_ X) o1 (1- vc),oo) , (oo,X+ Lln_ X) o1 (1- a)> ,
resp. (X — | XK1 (122 gy [ KO Ko (28
P- n 2/’ n 2/
P¥i vypottu pak nahradime vybérovou relativni etnost X jejf realizaci x.

Pfi malém rozsahu vybéru (n < 100) je tfeba hledat kvantily rozdéleni vybérovych relativnich ¢etnosti ve specidlnich tabulkéch.

P. Posik (© 2014

A6M33SSL: Statistika a spolehlivost v 1ékafstvi— 11 / 13

Piiklad: Odhad populaéni pravdépodobnosti g

Zadani: V roce 1973 bylo na Berkeley pfijato 3700 z 8300 uchaze¢t mizského pohlavi a 1500 z 4300 uchazec¢t Zenského pohlavi.
Vypottete 95% oboustranné intervaly spolehlivosti (x = 0.05) pro pravdépodobnosti pfijeti u muzd, qar a u Zen qz.

Regent: Intervaly spolehlivosti pro populaénf pravdépodobnosti pfijeti u muZt a u Zen:

3700
Xy = 3300 = 0.4458
_ 1500
X7 = 1300 — 0.3488
S Sy ay [Em(l—%m)
o ot (1-3) BB

0.4458(1 — 0.4458)

= 0.4458 +1.96 8300 =4458+1.07%
~ - Sy ay [xz(1—-%7)
4z =%z +o (1 2> nz N

0.3488(1 — 0.3488)

1300 = 34.88 £1.42%

= 0.3488 £ 1.96

Co miiZete Fict o rozdilu mezi pravdépodobnostmi pfijeti? Je to dtikaz pohlavni diskriminace? Odpovédi v piistich pfedndskdach.
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Shrnuti: Odhady parametr
= Vybérové statistiky (napt. X, 5%, apod.), resp. jejich realizace (%, s2, apod.), se pouZivaji k odhadu populaénich parametri (i, o2,
apod.). Jsou to bodové odhady.

= Intervalové odhady jsou lepsi nez bodové odhady v tom sméru, Ze umoZiuji stanovit rozmezi, v jakém muiZe hodnota
odhadovaného popula¢niho parametru leZet, a ,miru davéry” v tento interval.
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