Intervalové odhady parametrii

Petr Posik

Casti dokumentu jsou prevzaty (i doslovné)
z Mirko Navara: Pravdépodobnost a matematickd statistika,
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Intervalovy odhad

Vite, kolik statistikii je potfeba k vyméné zarovky?

1 az 3. Se spolehlivosti 95 %.
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Intervalové odhady

Dosud jsme skute¢nou hodnotu parametru 6 nahrazovali bodovym odhadem O (coz je ndhodna veli¢ina).

B Obvykle se snadno spotitd, ale
B kdo vi, jak dobry je to odhad? Jak moc se miiZe zménit, vypocteme-li jej z jiné realizace nah. vybéru?

Nyni budeme hledat intervalovy odhad, tzv. interval spolehlivosti I, coZ je minimdlni interval takovy, Ze
Ploell>1—ua,

tj. pravdépodobnost, Ze interval I pokryje skute¢nou (nezndmou) hodnotu parametru 6, je 1 — a, kde
B « € (0,1) je pravdépodobnost, Ze interval I nepokryje skutetnou hodnotu 6, a
B 1 — «je koeficient spolehlivosti.

Hleddme jednostranné odhady, dolni (levostranny), resp. horni (pravostranny), kdy
I=(qg(a),0), resp. I = (—o0,qg(1 —a)),

nebo (symetricky) oboustranny odhad

1= (0 (5).16 0-3))

K tomu potiebujeme znét rozdéleni odhadu ©.
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Normalni rozdélent: intervalovy odhad y p¥i zndmém o>

Mgjme realizaci ndhodného vybéru x, = (x1, ..., x,) z normélniho rozdéleni N(y, 02). Rozptyl ¢? zndme, chceme odhadnout y.

Stfedni hodnotu ¢ odhadneme vybérovym priimérem X s rozdélenim N(y, ‘;—2)
Pro kvantilovou funkci normélniho rozdéleni plati:

ANGoo2) (0) = 1+ G2 (&) = i+ 0@ ()

Z definice kvantilové funkce plati pro X

P{XE <—oo,qN(ﬂ,%)(1—a)>} :P{XSqN(Vﬁ)(l—zx) =l-a=

=P {X - qN(O ﬁ) (1-a)< 4 , coZ stali v dobé pocitacii, a dale

7

Pro dolni, horni, resp. oboustranny intervalovy odhad pak dostdvame

=P {X - =0 l1-a)< y} , coZ je nutné pro hledéni v tabulkéch.

<)7(7%<1>_1(17w),oo>, <700,X+ %‘D_1(1*“)>,

resp. (X = o1 (1-5) X+ Lo (1-5)).

P¥i vypottu pak nahradime vybérovy pramér X jeho realizaci x.
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Interpretace intervalovych odhadi

Piiklad: Ndhodnd veli¢ina X ~ N(y, 02), 0 zndme, chceme odhadnout ¢ pomoci ndhodného vybéru X,,. Definujme maximalni
chybu odhadu Ajako A = -Z@~1 (1 4).
Vi
Interval, v némZ se bude nachézet (1 — «) - 100 % hodnot n.v. X:
u—/nA H WA+ /nA

Interval, v némz se bude nachézet (1 — a) - 100 % hodnot vybérovych primért X:

w—A H ptA
............... P
Pro m rtiznych realizaci n. vybért x: m rliznych realizaci intervalu spolehlivosti:
n—~A nx n+A x—A " x X+A
............... e @] < e e f———
p-A% p et A i-A X HI+A
............... | @] - e — ] e
u—A x p n+A x—A x B ox+A
............... e @] < G ———
u—A M nt+a x Box—A x T+A
............... R ] ——
n—A HooxX p+A X—-A M x X+A
............... P e ——
Cca v am ptipadech bude x leZet uvnit# tohoto intervalu. Interval spolehlivosti je “ndhodny” v tom smyslu, Ze je uréen

. s 1
Toto neni interval spolehlivosti! nahodnou veli¢inou X!

Toto jsou intervaly spolehlivosti!
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Interpretace intervalovych odhada (pokr.)

Piiklad (pokr.): Pro intervalovy odhad stfedni hodnoty miiZzeme pfed provedenim experimentu (ziskanim realizace ndhodného
vybéru) fci:
B “Vysledny 95% interval spolehlivosti bude skute¢nou (nezndmou, ale konstantni) sttedni hodnotu rozdéleni obsahovat
(pfekryvat) s pravdépodobnosti 95 %.”

Po provedeni experimentu mtiZeme dostat vysledek napf.:
“95% interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu je (0.1,0.4)”. Plati nasledujici vyroky?

B “Skutetna stfedni hodnota leZi mezi 0.1 a 0.4 s 95% pravdépodobnosti.”“Skuteéna-stiedni-hodnotatezimezi-6-1-a64s95%
Lepodel [
B “MuzZeme sibytna 95 % jisti, Ze skute¢na stiedni hodnota lezi mezi 0.1 a 0.4.”“
B “Kdybychom opakovali experiment znovu a znovu, pak by v 95 % pifipadhi skute¢na stfedni hodnota leZela mezi 0.1 a
0.4.”“Keybyehom-op vali-experimentzno aznovi-pak-by-v-95-% piipadiskuteénd-stfedni-hodnotalezelamezi 04"

Pro¢ neplati?

B Skute¢nd hodnota parametru je konstantni; bud’ uvnitf intervalu jist¢ je nebo jisté neni, Zddn4 jind moZnost neexistuje. Nem4
smysl mluvit o pravdépodobnosti.

Interval spolehlivosti
B neni vlastnosti parametru (abychom mohli fict, Ze skuteénd-hodneta-parametri-se-nachézi-uvniti-intervaluspsti—), ale
B je vlastnosti procedury odhadu (estimétoru).
B Spise umoziuje posoudit chybu odhadu.
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Souvislost rozsahu vybéru, max. chyby odhadu a spolehlivosti

Ve vztahu pro oboustranny interval spolehlivosti
PX-A<u<X+A=1-g
kde A = %qfl (1— %), vystupuji nasledujici proménné:
B Kkoeficient spolehlivosti P = 1 — &, tj. mira nasf davéry ve vyrok o poloze y,
B chyba A odhadu stfedni hodnoty p (pro oboustranny interval spolehlivosti |I| = 2A), tj. nejistota p¥i uréeni hodnoty parametru

H,a
B rozsah vybéru n.

Tyto proménné spolu souvisi nasledujicim zptisobem:

P konstantni n = A\
Akonstatntni | n /<= P
n konstatntni | P <= AN
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Vypocet potfebného rozsahu vybéru

Pro oboustranny interval spolehlivosti I = (X — A, X+ A) plati, 2e P [X — A< py < X+A] >1—a,kde A = %@’1 1-14%).

Stanovime-li maximalni pfipustnou chybu odhadu Apax, miizeme urdit potfebny rozsah vybéru np,i, pfi poZadované spolehlivosti
1—a:

Doz 8= Lo (1-%),

N

> (50 (-3)) e

Pro jednostranné intervaly spolehlivosti 1ze postupovat obdobng, napt. pro horni intervalovy odhad I = (—o0, X 4 A) plati, Ze

Pu<X+A]>1-akdeA= %qu (1—a).

Stanovime-li maximalni pifpustnou chybu odhadu Apax, miizeme urcit potfebny rozsah vybéru npi, pfi poZadované spolehlivosti
1—a:

g _
Amasz:WCD T1-a),

2
n2< g @’1(1704)) = Nmin-

Amax
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Normalni rozdéleni: intervalovy odhad y p¥i neznimém o>

Stfedni hodnotu y# odhadneme vybérovym priimérem X s rozdélenim N(p, ﬁ).

n
_ 2
Rozptyl 0? odhadneme vybérovym rozptylem S%; (HU% mé rozdélenf x2(n —1).

PouZiti odhadu rozptylu misto skute¢né hodnoty rozptylu je dalst zdroj neurcitosti; abychom zachovali koeficient spolehlivosti 1 — a,
musime rozsifit interval spolehlivosti, tj. pouZit kvantily jiného rozdélent:

Studentovo t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti, t(n —1).

Z toho vyplyvaji nasledujici intervalové odhady:

_ Sx = Sx
X - —= 1-— —o00, X + —= 1-—

< \/ﬁ‘h(n—l)( “)/ 00) ’ < 00, X + ﬁQt(;z—l)( 06)> ’
— Sx o = Sx 3

<X T /n e (1 - 5) X+ N (1 - E)>

P¥i vypoctu nahradime vybérovy priimér X jeho realizaci ¥ a vybérovou smérodatnou odchylku Sy jeji realizaci sx.
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Studentovo rozdéleni

Studentovo t-rozdéleni s 17 stupni volnosti, (1) je rozd&leni Hustota:
nahodné Veli(:iny 04 Normélni rozdéleni vs. t-rozdélent
u 0.35f
v
1 0.3f
kde 025
B U maérozdéleni N(0,1), o
£ ~ z 2 g 02 F
BV ma rozdéleni x*(17) a 3
B U a V jsou nezavislé. 0.15¢
Pro velky pocet stupiiti volnosti se nahrazuje normalnim ol
rozdélenim. '
0.05f
%

V piipadé odhadu stftedni hodnoty pfi nezndmém rozptylu

N

u= 7()? — 1) maN(0,1),
V= (n=1)Sx —01)55( mé x*(n—1), n=n-1,
lv = m = S—ﬁ (X — ) mé t(n — 1), z tehoZ vyplyvaji odhady na pfedchozim slidu.
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Ptiklad: intervalové odhady y p¥i nezndmém o2

Zadani: Vliv alkoholismu matky na inteligenci ditéte. Nalezeno 6 Zen, které byly v dobé téhotenstvi chronickymi alkoholi¢kami. IQ
jejich déti bylo zméfeno v 7 letech: n = 6, x = 78, Y- (x; — %)% = 1805. Vypoctéte horni a oboustranny 95% interval spolehlivosti
pro stfedni hodnotu rozdéleni IQ déti alkoholicek.

Regeni: Predpoklédame, Ze vybér alkoholi¢ek byl ndhodny. ProtoZe vybérovy rozptyl odhadujeme a rozsah vybéru je maly,
pouZijeme kvantily Studentova rozdéleni.

Pro vybérovou smérodatnou odchylku a oboustranny interval spolehlivosti plati

1
=78+ —92.57 =78 £19.94 = (58.06,97.94),

V6

~ _ _ . Sx 19
< — 1—a)=784+ —=2.02=78+15.63 = 93.63.
Bt =) (1-0) + 7 +

3. Kdybychom experiment provadéli opakované a intervaly spolehlivosti konstruovali vyse uvedenym zpiisobem, pak by v cca
95 % ptipadi interval obsahoval skute¢nou stiedni hodnotu.
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Intervalovy odhad rozptylu

_1ye2
Rozptyl 0% odhadneme vybérovym rozptylem S%; n.v. % mé rozdéleni x2(n —1).

n—1)82
p {% € (=00, 0,2(4—1)(1 fa)>} =1—-a=

(n—1)8% (n—1)8%
=P {% < q)cz(n—l)(l 7“):| =P |:1’]X2(1’/21)(1X“) < (72 =

_ 2 (n— 1)5§( o
=P |:(T S <q)(2(n1)(1 70‘), >}

Dostali jsme dolni odhad, ostatni obdobné.

Dolni, horni a oboustranny intervalové odhady rozptylu jsou
(n—1)S% o) oo, (n—1)S% ’
qxz(nfl)(l - “) qxz(n—l) (“)

< (n—1)S% (n—1)8% >
Ax2(n—1) (1 - %) Ax2(n—1) (%)
2

Pti vypottu nahradime vybérovy rozptyl S% jeho realizaci s2.

Viimnéte si: oboustranny odhad rozptylu nen symetricky kolem bodového odhadu S%!

P. Posik (© 2017 A6MB33SSL: Statistika a spolehlivost v 1ékafstvi—13 / 16

Alternativni rozdéleni: odhad populacni pravdépodobnosti g
Mgjme nahodny vybér rozsahu n, X, = {X3,..., X}, kde X; € {0,1}, X; ~ Ber(q).

Populaéni pravdépodobnost g odhadneme vybérovou relativni getnosti X = % Y X

Pro dostate¢né velky rozsah vybéru (n > 100) 1ze rozdéleni vybérovych relativnich cetnosti X aproximovat normalnim rozdélenim,

Xon (5,000 oy (;, X050,

n

a pouZit intervaly spolehlivosti pro stfedni hodnotu norméalniho rozdéleni:

(x Xu—m¢lu@w), (&X+ X0 Xg10-),

n

resp.<X— @qfl (1—%>,X+ @qp*l (1_;)>.

P¥i vypottu pak nahradime vybérovou relativni etnost X jejf realizaci .

Pfi malém rozsahu vybéru (n < 100) je tfeba hledat kvantily rozdéleni vybérovych relativnich ¢etnosti ve specidlnich tabulkéch.
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Ptiklad: Odhad populaéni pravdépodobnosti g

_ 3700
M = g0 = 04458
1500

vy = —— = (0.34
%7 = Jang = 0-3488
~ 1 o« JZM(l—JZ}V[) .
s ot (1)l

= 0.4458 +1.96 04458(1 — 0.4458) _ 4458 +1.07%

8300

~ Sy aN [Xz(1—%7)
io—sret (1) 20

= 0.3488 = 1.96 w = 34.88 +1.42%

Zadani: V roce 1973 bylo na Berkeley pfijato 3700 z 8300 uchaze¢ti muZského pohlavi a 1500 z 4300 uchazett Zenského pohlavi.
Vypoctete 95% oboustranné intervaly spolehlivosti (¢ = 0.05) pro pravdépodobnosti pfijeti u muzf, gy a u Zen qz.

Regent: Intervaly spolehlivosti pro populaén{ pravdépodobnosti pfijeti u muzi a u Zen:

Co miiZete Fict o rozdilu mezi pravdépodobnostmi pfijeti? Je to dtikaz pohlavni diskriminace? Odpovédi v piistich pfedndskéach.
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Shrnuti: Odhady parametr

apod.). Jsou to bodové odhady.

B Vybérové statistiky (napt. X, S%, apod.), resp. jejich realizace (%, 52, apod.), se pouZivaji k odhadu populaénich parametrt (i, 02,

B Intervalové odhady jsou lepsi nez bodové odhady v tom smyslu, Ze umoZziuji posoudit nepfesnost procedury odhadu.
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