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Intervalový odhad

Vı́te, kolik statistiků je potřeba k výměně žárovky?

1 až 3. Se spolehlivostı́ 95 %.
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Intervalové odhady

Dosud jsme skutečnou hodnotu parametru θ nahrazovali bodovým odhadem Θ̂ (což je náhodná veličina).

■ Obvykle se snadno spočı́tá, ale

■ kdo vı́, jak dobrý je to odhad? Jak moc se může změnit, vypočteme-li jej z jiné realizace náh. výběru?

Nynı́ budeme hledat intervalový odhad, tzv. interval spolehlivosti I, což je minimálnı́ interval takový, že

P[θ ∈ I] ≥ 1 − α,

tj. pravděpodobnost, že interval I pokryje skutečnou (neznámou) hodnotu parametru θ, je 1 − α, kde

■ α ∈ (0, 1) je pravděpodobnost, že interval I nepokryje skutečnou hodnotu θ, a

■ 1 − α je koeficient spolehlivosti.

Hledáme jednostranné odhady, dolnı́ (levostranný), resp. hornı́ (pravostranný), kdy

I = 〈q
Θ̂
(α), ∞), resp. I = (−∞, q

Θ̂
(1 − α)〉,

nebo (symetrický) oboustranný odhad

I =
〈

q
Θ̂

( α

2

)
, q

Θ̂

(
1 − α

2

)〉
.

K tomu potřebujeme znát rozdělenı́ odhadu Θ̂.
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Normálnı́ rozdělenı́: intervalový odhad µ při známém σ2

Mějme realizaci náhodného výběru xn = (x1, . . . , xn) z normálnı́ho rozdělenı́ N(µ, σ2). Rozptyl σ2 známe, chceme odhadnout µ.

Střednı́ hodnotu µ odhadneme výběrovým průměrem X s rozdělenı́m N(µ, σ2

n ).
Pro kvantilovou funkci normálnı́ho rozdělenı́ platı́:

qN(µ,σ2)(α) = µ + qN(0,σ2)(α) = µ + σΦ−1(α)

Z definice kvantilové funkce platı́ pro X

P

[
X ∈

(
−∞, q

N
(

µ, σ2
n

)(1 − α)

〉]
= P

[
X ≤ q

N
(

µ, σ2
n

)(1 − α)

]
= 1 − α =

= P

[
X − q

N
(

0, σ2
n

)(1 − α) ≤ µ

]
, což stačı́ v době počı́tačů, a dále

= P

[
X − σ√

n
Φ−1(1 − α) ≤ µ

]
, což je nutné pro hledánı́ v tabulkách.

Pro dolnı́, hornı́, resp. oboustranný intervalový odhad pak dostáváme

〈
X − σ√

n
Φ−1(1 − α), ∞

)
,

(
−∞, X +

σ√
n

Φ−1(1 − α)

〉
,

resp.

〈
X − σ√

n
Φ−1

(
1 − α

2

)
, X +

σ√
n

Φ−1
(

1 − α

2

)〉
.

Při výpočtu pak nahradı́me výběrový průměr X jeho realizacı́ x.
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Interpretace intervalových odhadů

Přı́klad: Náhodná veličina X ∼ N(µ, σ2), σ2 známe, chceme odhadnout µ pomocı́ náhodného výběru Xn. Definujme maximálnı́
chybu odhadu ∆ jako ∆ = σ√

n
Φ−1

(
1 − α

2

)
.

Interval, v němž se bude nacházet (1 − α) · 100 % hodnot n.v. X:

µµ −√
n∆ µ +

√
n∆

Interval, v němž se bude nacházet (1 − α) · 100 % hodnot výběrových průměrů X:

µµ − ∆ µ + ∆

Pro m různých realizacı́ n. výběrů x:
µµ − ∆ µ + ∆x

µµ − ∆ µ + ∆x

µµ − ∆ µ + ∆x

µµ − ∆ µ + ∆ x

µµ − ∆ µ + ∆x

Cca v αm přı́padech bude x ležet uvnitř tohoto intervalu.

Toto nenı́ interval spolehlivosti!

m různých realizacı́ intervalu spolehlivosti:
µx − ∆ x + ∆x

µx − ∆ x + ∆x

µx − ∆ x + ∆x

µ x − ∆ x + ∆x

µx − ∆ x + ∆x

Interval spolehlivosti je “náhodný” v tom smyslu, že je určen
náhodnou veličinou X!

Toto jsou intervaly spolehlivosti!
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Interpretace intervalových odhadů (pokr.)

Přı́klad (pokr.): Pro intervalový odhad střednı́ hodnoty můžeme před provedenı́m experimentu (zı́skánı́m realizace náhodného
výběru) řı́ci:

■ “Výsledný 95% interval spolehlivosti bude skutečnou (neznámou, ale konstantnı́) střednı́ hodnotu rozdělenı́ obsahovat
(překrývat) s pravděpodobnostı́ 95 %.”

Po provedenı́ experimentu můžeme dostat výsledek např.:
“95% interval spolehlivosti pro střednı́ hodnotu je (0.1, 0.4)”. Platı́ následujı́cı́ výroky?

■ “Skutečná střednı́ hodnota ležı́ mezi 0.1 a 0.4 s 95% pravděpodobnostı́.”“Skutečná střednı́ hodnota ležı́ mezi 0.1 a 0.4 s 95%
pravděpodobnostı́.”

■ “Můžeme si být na 95 % jistı́, že skutečná střednı́ hodnota ležı́ mezi 0.1 a 0.4.”“Můžeme si být na 95 % jistı́, že skutečná střednı́
hodnota ležı́ mezi 0.1 a 0.4.”

■ “Kdybychom opakovali experiment znovu a znovu, pak by v 95 % přı́padů skutečná střednı́ hodnota ležela mezi 0.1 a
0.4.”“Kdybychom opakovali experiment znovu a znovu, pak by v 95 % přı́padů skutečná střednı́ hodnota ležela mezi 0.1 a 0.4.”

Proč neplatı́?

■ Skutečná hodnota parametru je konstantnı́; bud’ uvnitř intervalu jistě je nebo jistě nenı́, žádná jiná možnost neexistuje. Nemá
smysl mluvit o pravděpodobnosti.

Interval spolehlivosti

■ nenı́ vlastnostı́ parametru (abychom mohli řı́ct, že skutečná hodnota parametru se nacházı́ uvnitř intervalu s pstı́ . . . ), ale

■ je vlastnostı́ procedury odhadu (estimátoru).

■ Spı́še umožňuje posoudit chybu odhadu.
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Souvislost rozsahu výběru, max. chyby odhadu a spolehlivosti

Ve vztahu pro oboustranný interval spolehlivosti

P
[
X − ∆ ≤ µ ≤ X + ∆

]
= 1 − α,

kde ∆ = σ√
n

Φ−1
(
1 − α

2

)
, vystupujı́ následujı́cı́ proměnné:

■ koeficient spolehlivosti P = 1 − α, tj. mı́ra našı́ důvěry ve výrok o poloze µ,

■ chyba ∆ odhadu střednı́ hodnoty µ (pro oboustranný interval spolehlivosti |I| = 2∆), tj. nejistota při určenı́ hodnoty parametru
µ, a

■ rozsah výběru n.

Tyto proměnné spolu souvisı́ následujı́cı́m způsobem:

P konstantnı́ n ր ⇐⇒ ∆ց
∆ konstatntnı́ n ր ⇐⇒ Pր
n konstatntnı́ P ր ⇐⇒ ∆ր
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Výpočet potřebného rozsahu výběru

Pro oboustranný interval spolehlivosti I = 〈X − ∆, X + ∆〉 platı́, že P
[
X − ∆ ≤ µ ≤ X + ∆

]
≥ 1 − α, kde ∆ = σ√

n
Φ−1

(
1 − α

2

)
.

Stanovı́me-li maximálnı́ přı́pustnou chybu odhadu ∆max, můžeme určit potřebný rozsah výběru nmin při požadované spolehlivosti
1 − α:

∆max ≥ ∆ =
σ√
n

Φ−1
(

1 − α

2

)
,

n ≥
(

σ

∆max
Φ−1

(
1 − α

2

))2

= nmin.

Pro jednostranné intervaly spolehlivosti lze postupovat obdobně, např. pro hornı́ intervalový odhad I = (−∞, X + ∆〉 platı́, že
P
[
µ ≤ X + ∆

]
≥ 1 − α, kde ∆ = σ√

n
Φ−1 (1 − α).

Stanovı́me-li maximálnı́ přı́pustnou chybu odhadu ∆max, můžeme určit potřebný rozsah výběru nmin při požadované spolehlivosti
1 − α:

∆max ≥ ∆ =
σ√
n

Φ−1 (1 − α) ,

n ≥
(

σ

∆max
Φ−1 (1 − α)

)2

= nmin.
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Normálnı́ rozdělenı́: intervalový odhad µ při neznámém σ2

Střednı́ hodnotu µ odhadneme výběrovým průměrem X s rozdělenı́m N(µ, σ2

n ).

Rozptyl σ2 odhadneme výběrovým rozptylem S2
X

;
(n−1)S2

X

σ2 má rozdělenı́ χ2(n − 1).

Použitı́ odhadu rozptylu mı́sto skutečné hodnoty rozptylu je dalšı́ zdroj neurčitosti; abychom zachovali koeficient spolehlivosti 1 − α,
musı́me rozšı́řit interval spolehlivosti, tj. použı́t kvantily jiného rozdělenı́:

Studentovo t-rozdělenı́ s n − 1 stupni volnosti, t(n − 1).

Z toho vyplývajı́ následujı́cı́ intervalové odhady:

〈
X − SX√

n
qt(n−1)(1 − α), ∞

)
,

(
−∞, X +

SX√
n

qt(n−1)(1 − α)

〉
,

〈
X − SX√

n
qt(n−1)

(
1 − α

2

)
, X +

SX√
n

qt(n−1)

(
1 − α

2

)〉
.

Při výpočtu nahradı́me výběrový průměr X jeho realizacı́ x a výběrovou směrodatnou odchylku SX jejı́ realizacı́ sX .
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Studentovo rozdělenı́

Studentovo t-rozdělenı́ s η stupni volnosti, t(η) je rozdělenı́
náhodné veličiny

U√
V
η

,

kde

■ U má rozdělenı́ N(0, 1),

■ V má rozdělenı́ χ2(η) a

■ U a V jsou nezávislé.

Pro velký počet stupňů volnosti se nahrazuje normálnı́m
rozdělenı́m.

Hustota:

−3 −2 −1 0 1 2 3
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

x

f
t
(n

)
(x

)

Normálńı rozděleńı vs. t-rozděleńı

 

 

N (0, 1)
t(1)
t(2)
t(3)
t(5)
t(10)
t(50)

V přı́padě odhadu střednı́ hodnoty při neznámém rozptylu

U =

√
n

σ
(X − µ) má N(0, 1),

V =
(n − 1)S2

X

σ2
má χ2(n − 1), η = n − 1,

U√
V
η

=

√
n

σ (X − µ)√
S2

X

σ2

=

√
n

SX

(X − µ) má t(n − 1), z čehož vyplývajı́ odhady na předchozı́m slidu.
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Přı́klad: intervalové odhady µ při neznámém σ2

Zadánı́: Vliv alkoholismu matky na inteligenci dı́těte. Nalezeno 6 žen, které byly v době těhotenstvı́ chronickými alkoholičkami. IQ
jejich dětı́ bylo změřeno v 7 letech: n = 6, x = 78, ∑

n
i=1(xi − x)2 = 1805. Vypočtěte hornı́ a oboustranný 95% interval spolehlivosti

pro střednı́ hodnotu rozdělenı́ IQ dětı́ alkoholiček.

Řešenı́: Předpokládáme, že výběr alkoholiček byl náhodný. Protože výběrový rozptyl odhadujeme a rozsah výběru je malý,
použijeme kvantily Studentova rozdělenı́.

Pro výběrovou směrodatnou odchylku a oboustranný interval spolehlivosti platı́

sx =

√
1

n − 1

n

∑
i=1

(xi − x)2 =

√
1805

5
= 19

µ̂ = x ± sx√
n

qt(n−1)

(
1 − α

2

)
= 78 ± 19√

6
2.57 = 78 ± 19.94 = 〈58.06, 97.94〉,

a pro hornı́ odhad

µ̂ ≤ x +
sx√

n
qt(n−1) (1 − α) = 78 +

19√
6

2.02 = 78 + 15.63 = 93.63.

Závěry:

1. S pravděpodobnostı́ 95 % střednı́ hodnota µ rozdělenı́ IQ dětı́ alkoholiček ležı́ v 〈58.06, 97.94〉.
2. S pravděpodobnostı́ 95 % střednı́ hodnota µ rozdělenı́ IQ dětı́ alkoholiček nepřekročı́ 93.96.

3. Kdybychom experiment prováděli opakovaně a intervaly spolehlivosti konstruovali výše uvedeným způsobem, pak by v cca
95 % přı́padů interval obsahoval skutečnou střednı́ hodnotu.
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Intervalový odhad rozptylu

Rozptyl σ2 odhadneme výběrovým rozptylem S2
X

; n.v.
(n−1)S2

X

σ2 má rozdělenı́ χ2(n − 1).

P

[
(n − 1)S2

X

σ2
∈ (−∞, qχ2(n−1)(1 − α)〉

]
= 1 − α =

= P

[
(n − 1)S2

X

σ2
≤ qχ2(n−1)(1 − α)

]
= P

[
(n − 1)S2

X

qχ2(n−1)(1 − α)
≤ σ2

]
=

= P

[
σ2 ∈

〈
(n − 1)S2

X

qχ2(n−1)(1 − α)
, ∞

)]

Dostali jsme dolnı́ odhad, ostatnı́ obdobně.

Dolnı́, hornı́ a oboustranný intervalové odhady rozptylu jsou

〈
(n − 1)S2

X

qχ2(n−1)(1 − α)
, ∞

)
,

(
−∞,

(n − 1)S2
X

qχ2(n−1)(α)

〉
,

〈
(n − 1)S2

X

qχ2(n−1)

(
1 − α

2

) ,
(n − 1)S2

X

qχ2(n−1)

(
α
2

)
〉

.

Při výpočtu nahradı́me výběrový rozptyl S2
X

jeho realizacı́ s2
x.

Všimněte si: oboustranný odhad rozptylu nenı́ symetrický kolem bodového odhadu S2
X

!
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Alternativnı́ rozdělenı́: odhad populačnı́ pravděpodobnosti q

Mějme náhodný výběr rozsahu n, Xn = {X1, . . . , Xn}, kde Xi ∈ {0, 1}, Xi ∼ Ber(q).

Populačnı́ pravděpodobnost q odhadneme výběrovou relativnı́ četnostı́ X = 1
n ∑

n
i=1 Xi .

Pro dostatečně velký rozsah výběru (n > 100) lze rozdělenı́ výběrových relativnı́ch četnostı́ X aproximovat normálnı́m rozdělenı́m,

X ∼ N

(
q,

q(1 − q)

n

)
≈ N

(
q,

X(1 − X)

n

)
,

a použı́t intervaly spolehlivosti pro střednı́ hodnotu normálnı́ho rozdělenı́:

〈
X −

√
X(1 − X)

n
Φ−1(1 − α), ∞


 ,


−∞, X +

√
X(1 − X)

n
Φ−1(1 − α)

〉
,

resp.

〈
X −

√
X(1 − X)

n
Φ−1

(
1 − α

2

)
, X +

√
X(1 − X)

n
Φ−1

(
1 − α

2

)〉
.

Při výpočtu pak nahradı́me výběrovou relativnı́ četnost X jejı́ realizacı́ x.

Při malém rozsahu výběru (n < 100) je třeba hledat kvantily rozdělenı́ výběrových relativnı́ch četnostı́ ve speciálnı́ch tabulkách.
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Přı́klad: Odhad populačnı́ pravděpodobnosti q

Zadánı́: V roce 1973 bylo na Berkeley přijato 3700 z 8300 uchazečů mužského pohlavı́ a 1500 z 4300 uchazečů ženského pohlavı́.
Vypočtete 95% oboustranné intervaly spolehlivosti (α = 0.05) pro pravděpodobnosti přijetı́ u mužů, qM a u žen qZ .

Řešenı́: Intervaly spolehlivosti pro populačnı́ pravděpodobnosti přijetı́ u mužů a u žen:

xM =
3700

8300
= 0.4458

xZ =
1500

4300
= 0.3488

q̂M = xM ± Φ−1
(

1 − α

2

)√
xM(1 − xM)

nM
=

= 0.4458 ± 1.96

√
0.4458(1 − 0.4458)

8300
= 44.58 ± 1.07%

q̂Z = xZ ± Φ−1
(

1 − α

2

)√
xZ(1 − xZ)

nZ
=

= 0.3488 ± 1.96

√
0.3488(1 − 0.3488)

4300
= 34.88 ± 1.42%

Co můžete řı́ct o rozdı́lu mezi pravděpodobnostmi přijetı́? Je to důkaz pohlavnı́ diskriminace? Odpovědi v přı́štı́ch přednáškách.
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Shrnutı́: Odhady parametrů

■ Výběrové statistiky (např. X, S2
X

, apod.), resp. jejich realizace (x, s2
x, apod.), se použı́vajı́ k odhadu populačnı́ch parametrů (µ, σ2,

apod.). Jsou to bodové odhady.

■ Intervalové odhady jsou lepšı́ než bodové odhady v tom smyslu, že umožňujı́ posoudit nepřesnost procedury odhadu.
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