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Testovani hypotéz

Mnoho statistikii trpi nejriiznéjsimi psychickymi poruchami, protoZe v mlddi bylo
mnoho jejich hypotéz zamitnuto.

)
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Motiva¢ni piiklad: Jasnovidec?
Experiment, kterym chceme ovéfit, zda osoba ma (vétsi ¢i mensi) jasnovidecké schopnosti:

= Mame bali¢ek karet o 4 barvach (kéry, piky, ...) se stejnym poctem karet kazdé barvy.

m  Vytdhneme z bali¢ku 1 kartu, poloZime rubem nahoru, testovand osoba fekne svijj tip, my jej zkontrolujeme, kartu vratime do
balicku, balicek zamichame.

s Opakujeme n-krét, napt. 25krét.
= Vysledek experimentu: testovana osoba se “trefila” v X p¥ipadech z n.

Jaké rozhodovaci pravidlo byste pouZili?
= Rekli byste, Ze osoba je jasnovidec, kdyZ se trefila v 25 p¥ipadech z 25?
m Rekli byste, Ze osoba je jasnovidec, kdy# se trefila v 6 nebo 7 piipadech z 25?
m  Co kdy?z se trefila v 10, 15, 20 pfipadech?
m Jak postupovat systematicky?

Osoba muiZe byt v jednom ze dvou skute¢nych “stavi”:
1. oby¢ejny clovék, pak pravdépodobnost, Ze kartu uréi spravné, je p = po = %, nebo

2. jasnovidec, pak p > %.

Vysledkem vaseho testu mohou byt 2 rozhodnuti:

1. prohlésite osobu za “obycejného” ¢lovéka, nebo
2. prohlésite osobu za jasnovidce (zamitnete “obycejnost”).
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Motivaéni piiklad: Jasnovidec? (Pokr.)

Pouzijme test: Osobu oznacime za jasnovidce (zamitneme “obycejnost”), trefi-li se v 25 piipadech z 25.

= MuzZeme s timto pravidlem oznacit obycejného ¢lovéka za jasnovidce? Ano.
m Jaka je pravdépodobnost, Ze se to stane?

NS
P[zamitdme “obycejnost” |ve skutetnosti “obycejny”] = P[X = 25|p = po| = <Z> =105

Pro obecny test: Osobu oznacime za jasnovidce (zamitneme “obycejnost”), trefi-li se alespoii v c pripadech z n.

m  Jaké rozdéleni ma X pro “oby¢ejného” &lovéka? X ~ Bi(n, po) 02
m  Pravdépodobnost, Ze obycejného ¢lovéka oznacime za x 048
jasnovidce & o1
® 005
P[zam. “oby¢”|skut. “oby¢”] = P[X > c|p = po] = o1 T T | N
n 5 10 M 15 20 25
= Z PBi(n,p) (l) =1- FBi(n,pO) (C - 1) 1 ! . +
1=c Ef
205
5
o é 16 1‘5 éO 25
X
c 8 9 10 11 12 13 14 15 20 25

PIX>clp=po] 027 015 007 003 001 0003 00009 00002 1078 10°15

= Pravdépodobnost, Ze by “obycejny” ¢lovék (ndhodou) uhodl 14 nebo vice karet z 25 je cca 1/1000.

o

m  Sta¢i vam to jako dtikaz toho, Ze onen ¢lovék neni “oby¢ejny” (Ze je jasnovidec)?
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Pojmy
Hypotéza H je tvrzeni o vlastnostech rozdéleni pravdépodobnosti pozorované nahodné veli¢iny X s distribu¢ni funkci Fx (x, ) nebo
néhodného vektoru (X, Y) se sdruZenou distribu¢ni funkci Fxy (x,y|6), napi:

= Stfedni hodnota poloméru vyrdbénych hiideli se shoduje s nominalni hodnotou.

m  Umrtnost pii stejném druhu operace na 3 rtiznych pracovistich je stejna.

m Pacienti s AIDS maji ¢ervené krvinky mensi neZ zdravi lidé.

® Rozdéleni vysky dospélych muzi v CR je normalni.

m  Pouzivéani 1éku XY zvysuje riziko nezddoucich téinki alespori 0 5 %.

Test statistické hypotézy je matematicky postup, jimz ovéfujeme hypotézu.
®  Nulova hypotéza Hy je ta, jejiz platnost ovéfujeme.
m  Alternativni hypotézu H, stavime proti Hp.

POZOR: Nelze prokizat platnost statistické hypotézy! Na zékladé realizace nadhodného vybéru bud
m  [ze rozhodnout, Ze hypotéza Hy neni vérohodnd (pak zamitdme Hy a védomeé podstupujeme malé riziko chybného rozhodnuti), nebo
® nelze zamitnout Hy, ale v tom p¥ipadé nevime, zda je to proto, Ze
m  Hj skute¢né plati, nebo
m jen nemdme dostatek dat (dostate¢ny rozsah vybéru) na jeji zamitnuti.
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Priibéh testu
Typicky postup pii testu hypotézy:
1. Formulujeme Hypa Hy.
2. Zvolime vhodnou testovou statistiku T (kritérium) takovou, Ze
®  jeji hodnoty co nejtésnéji souviseji s platnosti hypotézy Hy,
m jeji realizaci jsme schopni spocitat z realizace ndhodného vybéru a
m jeji rozdéleni za pfedpokladu platnosti Hy zndme nebo jsme schopni odvodit.

3. Zvolime prah x € R (kritickou hodnotu), pomoci néhoZ dokdZeme rozhodnout o Hy:

pro T > x zamitdme Hy,

pro T < x nezamitdme Hj.

4. Ziskdme realizaci ndhodného vybéru x a provedeme test.

Test hypotézy lze povazovat za bindrni klasifikitor: jeho tukolem je bud

m  zafadit realizaci x do ,normdIni” populace (nezamitne Hy), nebo
m zafadit realizaci x do ,anomélni” populace (zamitne Hy ve prospéch Hj).

Testova statistika T je ndhodnou velicinou (je to funkce ndhodného vybéru). Rozhodovéni se proto neobejde bez chyb.
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Chyby I. a II. druhu
Rozhodnuti (vysledek testu)
Stav svéta Hp nezamitnuta \ Hjy zamitnuta
Hy plati OK Chyba I. druhu
True negative (TN) | False positive (FP)

Hy neplati Chyba II. druhu OK
False negative (FN) | True positive (TP)

hladinou vyznamnosti testu.

m  Specificita (jinak také true negative rate, TNR):

Rikéme, ze vysledek testu je pozitivni, kdyZ mtiZeme zamitnout Hy, a negativni, kdyZ nemtiZzeme.

Chyba I. druhu: zamitneme Hy, kterd ve skute¢nosti plati. Jeji pravdépodobnost a(x) je nerostouci funkce prahu « a nazyvame ji

Chyba IL druhu: nezamitneme Hy, ktera neplati. Jeji pravdépodobnost () je neklesajici funkci prahu . Cislo 1 — 8 pak nazgvéme
silou testu. Hodnotu f 1ze stanovit jen tehdy, zname-li rozdéleni T za pfedpokladu platnosti Hy!

V lékaiské literatute se ¢asto mluvi o nasledujicich veli¢inach:

spec = TNR = _PIN P[Hp neni zamitnuta|Hy plati] =1 — a.
PTN + PFP
m  Senzitivita (jinak také true positive rate, TPR, nebo recall):
senz=TPR=—FPIP P[Hj je zamitnuta|Hy neplati] = 1 — B.
pTP + PEN
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ROC kfivka

Reciever operating characteristic (ROC): zdvislost vyznamnosti testu & (vodorovna osa) a sily testu 1 — 8 (svisla osa). Parametrem
ktivky je kritickd hodnota «.
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Volba kritické hodnoty

Volbou kritické hodnoty « sniZujeme riziko jedné chyby, ale zarover zvySujeme riziko druhé.

= Hodnotu x obecné volime tak, abychom se ptibliZili bezchybné klasifikaci (x = 0, § = 0), tj. bodu (0,1) v grafu ROC.
® Jedinou mozZnosti, jak sniZit riziko obou chyb zarover, je ziskat vice dat!

MozZna kritéria pro volbu prahu «:
= a(x) = B(x)
= ming(a(x) + B(x))
= min, e(a(x), B(x)), napk. min, (aa(x) + bp(x)), tj. minimalizace vyplatni funkce,
= a(k) = ptedem zvolend mald hodnota.
Vétsinou se pouZiva posledni moZnost:
= nalezeni « je nejsnazsi,
® nepotiebujeme znét rozdéleni anomalni skupiny (tj. rozdéleni, pokud Hy neplati).

Kritickd hodnota testu x se voli tak, aby chyba I. druhu nastavala s pravdépodobnosti « nebo mensi (nelze-li dosdhnout rovnosti).
Tradi¢né se voli « = 0.05 nebo & = 0.01.

m Hodnoty T > x (odpovidaji vysledkiim mélo pravdépodobnym za pfedpokladu platnosti Hy) povaZujeme za statisticky
vyznamné (a zamitdme Hy).

s Hodnoty T < « (odpovidaji vysledkiim, jejichZ pravdépodobnost neni dostate¢né mala pfi platnosti Hy) nejsou statisticky
vyznamné (a Hp proto nezamitdme, ani nepotvrzujeme).
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Formulace hypotéz
Obvyklym cilem testovani hypotéz je stanovit, zda né&jaka spekulativni hypotéza o pozorovaném jevu ma podporu v datech. O Hy se
predpokladd, Ze plati, dokud data neposkytnou dostatek ,dtikaz{i” pro jeji zamitnuti ve prospéch H,. Proto obvykle:

= Hj vyjadiuje shodu s pfedpoklady, neexistenci rozdilu mezi skupinami, neexistenci vlivu, nezavislost, apod. (protoze v téchto
piipadech jsme obvykle schopni odvodit rozdéleni testové statistiky), zatimco

®  Hj, vyjadfuje nasi spekulativni hypotézu, pro niz hleddme podporu v datech; vyjadiuje odchylku od pfedpokladii, vyznamny
rozdjil, existenci vlivu, zavislosti, apod.

Hp i H4 mohou byt

m jednoducha hypotéza, jiZ odpovidé jedind hodnota parametru, nebo

m sloZena hypotéza, jiz odpovidd vice hodnot parametru.
U sloZené hypotézy H poZadujeme, aby pravdépodobnost chyby L. druhu byla nejvyse a pfes vSechny hodnoty parametru
vyhovujici H.
Hy a Hy se Casto formuluji tak, Ze nejsou navzajem svymi negacemi a nepokryvaji cely prostor moznych hodnot parametru =
chaos. Snadno se mu vyhneme, kdyZ budeme formulovat nulovou hypotézu jako negaci alternativni.

m JeliHy : 0 > ¢, nevolime Hy : § = ¢, aleradéji Hp : 60 < c.

m  Nejveétsi riziko chyby I. druhu obvykle odpovida p¥ipadu 6 = c, takZe postup testu je stejny.
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Klasicky a alternativni postup testu

Piedpoklad: Mdme testovou statistiku T, kterd roste s parametrem 6 (jehoZ hodnota je pfedmétem testu) a ma znamé rozdéleni pii
platné Hy.

Klasicky test hypotézy: Typicky postup:
1. Zvolime pozadovanou hladinu vyznamnosti a.
2. Ze znalosti rozdéleni T pro piipad, Ze plati Hy, uréime kritickou hodnotu « tak, aby P[T > k] < «, §j. « je pFisludny kvantil
rozdéleni T: x = g7(1 —a).
3. Porovnédme realizaci t a kritickou hodnotu x a zamitneme Hy, pokud ¢ > «.

Ekvivalentni postup: Hy zamitdme, pokud hodnota parametru 6 platna pro Hy nepadne do (1 — «) intervalu spolehlivosti.

Alternativni postup: zji$téni mezni hladiny vyznamnosti, pfi niZ by pozorovana hodnota ¢ byla kritickd, tj.
1. Ze znalosti rozdéleni T zjistime pravdépodobnost, s jakou statistika T nabyva hodnot jesté extrémnéjsich nez t za pfedpokladu,
Ze plati Hy. Této pravdépodobnosti fikdme dosaZena hladina vyznamnosti a obvykle se zna¢i P (nebo p-value, p-hodnota).
2. Dosazenou hladinu vyznamnosti P
m  prosté zvefejnime (aby si kazdy udélal zavér sim), nebo
® porovndme se stanovenou poZadovanou hladinou vyznamnosti a zamitneme Hy, pokud P < «.

Dosazenou hladinu vijznamnosti P 1ze interpretovat jako miru nasi diivéry v platnost Hy. (Cim niZzsi, tim je vysledek vyznamnéjsi a tim
vétsi mame “pravo” Hy zamitnout.)
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Statistickd vyznamnost vs. fakticka vyznamnost

= I sebemensi odchylka od pfedpokladii se s dostateénym rozsahem vybéru ukaze jako statisticky vyznamna.

®  Oznaéme A jistou minimalni odchylku, kterd pro nds bude uz fakticky vyznamna.

Interval Vyznamnost
spolehlivosti statistickd ~ skute¢na
0 A
—t———— Ne Mozna
0 A
t o Ne Mozné
0 A
sl ——— Ano Mozna
0 A
R | —— Ano Ano
0 A
Cepm— e} Ne Ne
0 A
RN R ki EEEEEREREE Ano Ne

m  Zdaleka ne kazdy efekt, ktery je statisticky vyznamny, je vyznamny i redlné.
m Pojem statistickd vijznamnost je tak lépe chapat jako statistickou rozeznatelnost.
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Kuchatka pro testovani hypotéz 14 / 23
Typicky tvar testu

Realizaci t testovaci statistiky T, kterd roste s parametrem 6 a pro Hy ma zndmé rozdéleni, porovndme s kvantily p¥islusného
rozdéleni a Hy zamitneme pfi extrémnich hodnotach (nepravdépodobnych pfi platnosti Hp).

Hy | Ha | Hj zamitdme, kdyz | dosazena vyznamnost P
0<c | O>c t>gr(1—a) 1—Fr(t)
0>c | 6<c t < gr(a) Fr(t)
0=c | 0#c | t>qr(1—5%)nebot<qr(5) 2min(Fr(t),1— Fr(t))

V literatufe se Casto setkdme i s nasledujicimi formulacemi hypotéz, které se ale fesi stejné jako prvni dva vyse uvedené piipady:

Hy | Ha
0=c | 6>c
b=c | O<c
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Recept: Test sttedni hodnoty N(u, 0?) pfi zndmém o>

Realizaci testové statistiky

xX—c
t =
o Vi

porovname s kvantily normovaného normdlniho rozdélent:

Hy | Ha | Hy zamitame, kdyz | dosazena vyznamnost P
u<c | u>c >0 (1-a) 1-d(¢t)

p>c | p<c t< ®1(a) D(t)

p=c | p#c | > 11— %) nebot < (%) 2(1— ®(|t)))

P. Posik © 2015
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Recept: Test sttedni hodnoty N(y,0?) pfi neznamém ¢

Realizaci testové statistiky

="/

Sx

porovname s kvantily Studentova rozdéleni s n — 1 stupni volnosti:

Hy ‘ Hy ‘ Hy zamitame, kdyZz ‘ dosaZend vyznamnost P
p<c | u>c t> Gyu—1) (1 — @) 1= Fypu-1y(t)
p>c | p<c < Gpn—1) (@) Fiu—1) (1)
p=c | pFc | t>gypu_1)(1—5)nebot < qy,_1)(3) 2(1 = Fy—1y (I£1))

P. Posik © 2015
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Piiklad: Oboustranny test stfedni hodnoty

Zadani: 216 pacientim jsme zméf¥ili koncentraci bilkovin v krevnim séru: ¥ = 34.46 g/1, s, = 5.835 g/1. Ovéfte hypotézu, Ze sttedni
hodnota koncentrace bilkovin u pacientti tohoto typu je g = 33.5 g/1, proti moZnosti, Ze se od této hodnoty lisi.

Poznamka: ProtoZe nezndme skuteény rozptyl o2, méli bychom pouZit Studentovo rozdéleni. ProtoZe ale mdme dostatedné velky
vzorek, miiZeme jej aproximovat normalnim rozdélenim.

Regeni 1: Interval spolehlivosti. Nepokryje-li 95% interval Rozdéleni vyb. primeéri X: N (34.46,0.158)
spolehlivosti I hodnotu pg, zamitneme Hy: 1r
gt Tl o
I=x+ \/ﬁq) (1 2)
0.81
=3446+ @1 9 g/1
V216
=3446+0.78g/1 0.6
I = (33.68,35.24) g/1 .
2
Predpokladana hodnota yy = 33.5 g/1 nepatii do tohoto 0.4l

intervalu, coZ je vysledek, ktery bychom pozorovali v méné
nez 5 % piipadii, kdyby skute¢né platilo u = 33.5 g/1. Proto
zamitime Hj na hladiné vyznamnosti 5 %.

0 33 33.5 34 34.5 35 355 36

Reseni 2: Oboustranny test hypotézy. Formulujeme Rozdélent testové statistiky T: N(0,1)
hypotézy: 0.4
Hy: p=335g/l a Hyg: pu#335g/l 0.35
Realizace testové statistiky
0.3
x —
b= Evi= 0.25
Sx :
34.46 — 33.5
= —V216 =241
5,835 V216 8 0.2
T ma pFiblizné rozdéleni ® = N(0,1). Dosazen4 hladina 0.15
vyznamnosti:

0.1
p=2(1—®(|t])) = 0.0156 b
0.05?

94 -2 0 2 4

Pravdépodobnost, Ze bychom pozorovali hodnotu f = 2.418 nebo vétsi, kdyby platila Hy, je pouze 1.56%. Na hladiné vyznamnosti
5 % bychom Hj zamitli. Na hladiné vyznamnosti 1 % bychom Hy zamitnout nemohli.
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Recept: Test rozptylu N(u,0?)

Realizaci testové statistiky

(n—1)s3
c

t =

porovname s kvantily x? rozdéleni s n — 1 stupni volnosti:

Hy | Ha | Hpzamitéme kdyz | dosazend vyznamnost P
c?<c|o?>c E> gy20,1)(1— ) 1—Fea,_1)(t)
?>c | ?<c F< G201 (@) F(f)()
o?=c | ?#c | t> T2m-1)(1 — ) nebo | 2min(Fya(,_1)(t),1 — F,_q)(f))
F< 21y ()
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Neparametrické testy

20 /23

Neparametrické?

m  jsou pouZitelné bez ohledu na typ rozdéleni, ale

Neparametrické testy nejsou zaloZeny na néjaké parametrizované rodiné rozdélent, tj.

m jsou slabsi (ke stejnému zavéru potiebujeme vice dat neZ u parametrickych testti, jsou-li aplikovatelné oba druhy).
= Narozdil od parametrickych testti jsou ¢asto pouZitelné i na kvalitativni data, tj. pro ordinalni ¢i nominalni skélu.

P. Posik © 2015
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Znaménkovy test

hodnota existuje)?

m  Otestujme median: Hy: gx(0.5) = ¢

Jak otestovat hypotézu o poloze rozdéleni, kdyZ nemtiZzeme pouZit test sttedni hodnoty (ktery vyZaduje rozdéleni, u néhoZ st¥edni

s Plati-li Hy, pak jsou kladné i zdporné odchylky od c stejné pravdépodobné.

Testovaci statistikou T je pocet kladnych odchylek, které testujeme na rozdéleni Bi(#,0.5). (Z vybéru jsme pfedem vyloucili nulové

odchylky.)
Hy ‘ Hy ‘ Hy zamitame, kdyz ‘ dosaZena vyznamnost P
qx(05) <c | gx(0.5) > ¢ t>L]Bl<n2)(l—(x) 1— Fy n%>()
qx(05) > ¢ | gx(0.5) <c t< i, %)( «) (1) (#)
qx(05) =c | gx(0.5) #c | t> i, (1 $) Zmin(FBlm%)( ) 1= Fsitn %)(t))
nebo t < ’713( %)(%)

Pro velka n pouZivdme CLV a testujeme

2T —n
Ty =
0 N
na rozdéleni N(0,1).

P. Posik © 2015
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Jednovybérovy Wilcoxonuv test
Testuje Hy: X md rozdéleni symetrické kolem hodnoty c.
m  Ma-li X rozdéleni symetrické kolem c, pak je ¢ medidnem i stfedni hodnotou.
m  Casto se pouZiva se jako neparametrické alternativa testu stfedni hodnoty, je silngjsi ne% znaménkovy test.
m  Zrealizace x = (x1,...,x,) vypocteme posloupnost (z1, .. .,z,), kde zj = Xj—cC.
= Sefadime ji vzestupné podle |z;|, &imZ j-tému prvku pfitadime pofadi r;. Je-li vice stejnych rozdild, ptitadime jim stejné pofadi
rovné aritmetickému priméru.
m  Testovou statistikou je

T1: Zr]

Jizj>0

nebo

Tz—min( Z ti, 2 rj>.

jizj>0  jizj<0

m  Porovndvdme s tabulkou kritickych hodnot pro tento test.

V dalsich ptednaskach uvidite piiklady dalsich neparametrickych testti.
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