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Petr Pošı́k
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Formulace hypotéz. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
p-hodnota. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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Testovánı́ hypotéz

Mnoho statistiků trpı́ nejrůznějšı́mi psychickými poruchami, protože v mládı́ bylo
mnoho jejich hypotéz zamı́tnuto.

:-)
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Motivačnı́ přı́klad: Jasnovidec?

Experiment, kterým chceme ověřit, zda osoba má (většı́ či menšı́) jasnovidecké schopnosti:

■ Máme balı́ček karet o 4 barvách (káry, piky, ...) se stejným počtem karet každé barvy.

■ Vytáhneme z balı́čku 1 kartu, položı́me rubem nahoru, testovaná osoba řekne svůj tip, my jej zkontrolujeme, kartu vrátı́me do
balı́čku, balı́ček zamı́cháme.

■ Opakujeme n-krát, např. 25krát.

■ Výsledek experimentu: testovaná osoba se “trefila” v X přı́padech z n.

Jaké rozhodovacı́ pravidlo byste použili?

■ Řekli byste, že osoba je jasnovidec, když se trefila v 25 přı́padech z 25?

■ Řekli byste, že osoba je jasnovidec, když se trefila v 6 nebo 7 přı́padech z 25?

■ Co když se trefila v 10, 15, 20 přı́padech?

■ Jak postupovat systematicky?

Osoba může být v jednom ze dvou skutečných “stavů”:

1. obyčejný člověk, pak pravděpodobnost, že kartu určı́ správně, je p = p0 = 1
4 , nebo

2. jasnovidec, pak p >
1
4 .

Výsledkem vašeho testu mohou být 2 rozhodnutı́:

1. prohlásı́te osobu za “obyčejného” člověka, nebo

2. prohlásı́te osobu za jasnovidce (zamı́tnete “obyčejnost”).
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Motivačnı́ přı́klad: Jasnovidec? (Pokr.)

Použijme test: Osobu označı́me za jasnovidce (zamı́tneme “obyčejnost”), trefı́-li se v 25 přı́padech z 25.

■ Můžeme s tı́mto pravidlem označit obyčejného člověka za jasnovidce? Ano.

■ Jaká je pravděpodobnost, že se to stane?

P[zamı́táme “obyčejnost”|ve skutečnosti “obyčejný”] = P[X = 25|p = p0] =

(

1

4

)25
.
= 10−15

Pro obecný test: Osobu označı́me za jasnovidce (zamı́tneme “obyčejnost”), trefı́-li se alespoň v c přı́padech z n.

■ Jaké rozdělenı́ má X pro “obyčejného” člověka? X ∼ Bi(n, p0)

■ Pravděpodobnost, že obyčejného člověka označı́me za
jasnovidce

P[zam. “obyč”|skut. “obyč”] = P[X ≥ c|p = p0] =

=
n

∑
i=c

pBi(n,p0)
(i) = 1 − FBi(n,p0)

(c − 1)
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c 8 9 10 11 12 13 14 15 20 25
P[X ≥ c|p = p0] 0.27 0.15 0.07 0.03 0.01 0.003 0.0009 0.0002 10−8 10−15

■ Pravděpodobnost, že by “obyčejný” člověk (náhodou) uhodl 14 nebo vı́ce karet z 25 je cca 1/1000.

■ Stačı́ vám to jako důkaz toho, že onen člověk nenı́ “obyčejný” (že je jasnovidec)?
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Pojmy

Hypotéza H je tvrzenı́ o vlastnostech rozdělenı́ pravděpodobnosti pozorované náhodné veličiny X s distribučnı́ funkcı́ FX(x, θ) nebo
náhodného vektoru (X, Y) se sdruženou distribučnı́ funkcı́ FXY(x, y|θ), např:

■ Střednı́ hodnota poloměru vyráběných hřı́delı́ se shoduje s nominálnı́ hodnotou.

■ Úmrtnost při stejném druhu operace na 3 různých pracovištı́ch je stejná.

■ Pacienti s AIDS majı́ červené krvinky menšı́ než zdravı́ lidé.

■ Rozdělenı́ výšky dospělých mužů v ČR je normálnı́.

■ Použı́vánı́ léku XY zvyšuje riziko nežádoucı́ch účinků alespoň o 5 %.

Test statistické hypotézy je matematický postup, jı́mž ověřujeme hypotézu.

■ Nulová hypotéza H0 je ta, jejı́ž platnost ověřujeme.

■ Alternativnı́ hypotézu HA stavı́me proti H0.

POZOR: Nelze prokázat platnost statistické hypotézy! Na základě realizace náhodného výběru bud’

■ lze rozhodnout, že hypotéza H0 nenı́ věrohodná (pak zamı́táme H0 a vědomě podstupujeme malé riziko chybného rozhodnutı́), nebo

■ nelze zamı́tnout H0, ale v tom přı́padě nevı́me, zda je to proto, že

■ H0 skutečně platı́, nebo

■ jen nemáme dostatek dat (dostatečný rozsah výběru) na jejı́ zamı́tnutı́.
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Průběh testu

Typický postup při testu hypotézy:

1. Formulujeme H0 a HA.

2. Zvolı́me vhodnou testovou statistiku T (kritérium) takovou, že

■ jejı́ hodnoty co nejtěsněji souvisejı́ s platnostı́ hypotézy H0,

■ jejı́ realizaci jsme schopni spočı́tat z realizace náhodného výběru a

■ jejı́ rozdělenı́ za předpokladu platnosti H0 známe nebo jsme schopni odvodit.

3. Zvolı́me práh κ ∈ R (kritickou hodnotu), pomocı́ něhož dokážeme rozhodnout o H0:

pro T > κ zamı́táme H0,

pro T ≤ κ nezamı́táme H0.

4. Zı́skáme realizaci náhodného výběru x a provedeme test.

Test hypotézy lze považovat za binárnı́ klasifikátor: jeho úkolem je bud’

■ zařadit realizaci x do
”
normálnı́“ populace (nezamı́tne H0), nebo

■ zařadit realizaci x do
”
anomálnı́“ populace (zamı́tne H0 ve prospěch HA).

Testová statistika T je náhodnou veličinou (je to funkce náhodného výběru). Rozhodovánı́ se proto neobejde bez chyb.
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Chyby I. a II. druhu

Rozhodnutı́ (výsledek testu)
Stav světa H0 nezamı́tnuta H0 zamı́tnuta

H0 platı́ OK Chyba I. druhu
True negative (TN) False positive (FP)

H0 neplatı́ Chyba II. druhu OK
False negative (FN) True positive (TP)

Řı́káme, že výsledek testu je pozitivnı́, když můžeme zamı́tnout H0, a negativnı́, když nemůžeme.

Chyba I. druhu: zamı́tneme H0, která ve skutečnosti platı́. Jejı́ pravděpodobnost α(κ) je nerostoucı́ funkce prahu κ a nazýváme ji
hladinou významnosti testu.

Chyba II. druhu: nezamı́tneme H0, která neplatı́. Jejı́ pravděpodobnost β(κ) je neklesajı́cı́ funkcı́ prahu κ. Čı́slo 1 − β pak nazýváme
sı́lou testu. Hodnotu β lze stanovit jen tehdy, známe-li rozdělenı́ T za předpokladu platnosti HA!

V lékařské literatuře se často mluvı́ o následujı́cı́ch veličinách:

■ Specificita (jinak také true negative rate, TNR):

spec = TNR =
pTN

pTN + pFP
= P[H0 nenı́ zamı́tnuta|H0 platı́] = 1 − α.

■ Senzitivita (jinak také true positive rate, TPR, nebo recall):

senz = TPR =
pTP

pTP + pFN
= P[H0 je zamı́tnuta|H0 neplatı́] = 1 − β.
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ROC křivka

Reciever operating characteristic (ROC): závislost významnosti testu α (vodorovná osa) a sı́ly testu 1 − β (svislá osa). Parametrem
křivky je kritická hodnota κ.
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Volba kritické hodnoty

Volbou kritické hodnoty κ snižujeme riziko jedné chyby, ale zároveň zvyšujeme riziko druhé.

■ Hodnotu κ obecně volı́me tak, abychom se přiblı́žili bezchybné klasifikaci (α = 0, β = 0), tj. bodu (0,1) v grafu ROC.

■ Jedinou možnostı́, jak snı́žit riziko obou chyb zároveň, je zı́skat vı́ce dat!

Možná kritéria pro volbu prahu κ:

■ α(κ) = β(κ)

■ minκ(α(κ) + β(κ))

■ minκ e(α(κ), β(κ)), např. minκ(aα(κ) + bβ(κ)), tj. minimalizace výplatnı́ funkce,

■ α(κ) = předem zvolená malá hodnota.

Většinou se použı́vá poslednı́ možnost:

■ nalezenı́ κ je nejsnazšı́,

■ nepotřebujeme znát rozdělenı́ anomálnı́ skupiny (tj. rozdělenı́, pokud H0 neplatı́).

Kritická hodnota testu κ se volı́ tak, aby chyba I. druhu nastávala s pravděpodobnostı́ α nebo menšı́ (nelze-li dosáhnout rovnosti).
Tradičně se volı́ α = 0.05 nebo α = 0.01.

■ Hodnoty T > κ (odpovı́dajı́ výsledkům málo pravděpodobným za předpokladu platnosti H0) považujeme za statisticky
významné (a zamı́táme H0).

■ Hodnoty T ≤ κ (odpovı́dajı́ výsledkům, jejichž pravděpodobnost nenı́ dostatečně malá při platnosti H0) nejsou statisticky
významné (a H0 proto nezamı́táme, ani nepotvrzujeme).
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Formulace hypotéz

Obvyklým cı́lem testovánı́ hypotéz je stanovit, zda nějaká spekulativnı́ hypotéza o pozorovaném jevu má podporu v datech. O H0 se
předpokládá, že platı́, dokud data neposkytnou dostatek

”
důkazů“ pro jejı́ zamı́tnutı́ ve prospěch HA. Proto obvykle:

■ H0 vyjadřuje shodu s předpoklady, neexistenci rozdı́lu mezi skupinami, neexistenci vlivu, nezávislost, apod. (protože v těchto
přı́padech jsme obvykle schopni odvodit rozdělenı́ testové statistiky), zatı́mco

■ HA vyjadřuje naši spekulativnı́ hypotézu, pro nı́ž hledáme podporu v datech; vyjadřuje odchylku od předpokladů, významný
rozdı́l, existenci vlivu, závislosti, apod.

H0 i HA mohou být

■ jednoduchá hypotéza, jı́ž odpovı́dá jediná hodnota parametru, nebo

■ složená hypotéza, jı́ž odpovı́dá vı́ce hodnot parametru.

U složené hypotézy H požadujeme, aby pravděpodobnost chyby I. druhu byla nejvýše α přes všechny hodnoty parametru
vyhovujı́cı́ H.

H0 a HA se často formulujı́ tak, že nejsou navzájem svými negacemi a nepokrývajı́ celý prostor možných hodnot parametru =⇒
chaos. Snadno se mu vyhneme, když budeme formulovat nulovou hypotézu jako negaci alternativnı́.

■ Je-li HA : θ > c, nevolı́me H0 : θ = c, ale raději H0 : θ ≤ c.

■ Největšı́ riziko chyby I. druhu obvykle odpovı́dá přı́padu θ = c, takže postup testu je stejný.
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Klasický a alternativnı́ postup testu

Předpoklad: Máme testovou statistiku T, která roste s parametrem θ (jehož hodnota je předmětem testu) a má známé rozdělenı́ při
platné H0.

Klasický test hypotézy: Typický postup:

1. Zvolı́me požadovanou hladinu významnosti α.

2. Ze znalosti rozdělenı́ T pro přı́pad, že platı́ H0, určı́me kritickou hodnotu κ tak, aby P[T > κ] ≤ α, tj. κ je přı́slušný kvantil
rozdělenı́ T: κ = qT(1 − α).

3. Porovnáme realizaci t a kritickou hodnotu κ a zamı́tneme H0, pokud t > κ.

Ekvivalentnı́ postup: H0 zamı́táme, pokud hodnota parametru θ platná pro H0 nepadne do (1 − α) intervalu spolehlivosti.

Alternativnı́ postup: zjištěnı́ meznı́ hladiny významnosti, při nı́ž by pozorovaná hodnota t byla kritická, tj.

1. Ze znalosti rozdělenı́ T zjistı́me pravděpodobnost, s jakou statistika T nabývá hodnot ještě extrémnějšı́ch než t za předpokladu,
že platı́ H0. Této pravděpodobnosti řı́káme dosažená hladina významnosti a obvykle se značı́ P (nebo p-value, p-hodnota).

2. Dosaženou hladinu významnosti P

■ prostě zveřejnı́me (aby si každý udělal závěr sám), nebo

■ porovnáme se stanovenou požadovanou hladinou významnosti a zamı́tneme H0, pokud P < α.

Dosaženou hladinu významnosti P lze interpretovat jako mı́ru našı́ důvěry v platnost H0. (Čı́m nižšı́, tı́m je výsledek významnějšı́ a tı́m
většı́ máme “právo” H0 zamı́tnout.)

P. Pošı́k c© 2015 A6M33SSL: Statistika a spolehlivost v lékařstvı́ – 12 / 23
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Statistická významnost vs. faktická významnost

■ I sebemenšı́ odchylka od předpokladů se s dostatečným rozsahem výběru ukáže jako statisticky významná.

■ Označme ∆ jistou minimálnı́ odchylku, která pro nás bude už fakticky významná.

Interval Významnost
spolehlivosti statistická skutečná

0 ∆

Ne Možná
0 ∆

Ne Možná
0 ∆

Ano Možná
0 ∆

Ano Ano
0 ∆

Ne Ne
0 ∆

Ano Ne

■ Zdaleka ne každý efekt, který je statisticky významný, je významný i reálně.

■ Pojem statistická významnost je tak lépe chápat jako statistickou rozeznatelnost.
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Kuchařka pro testovánı́ hypotéz 14 / 23

Typický tvar testu

Realizaci t testovacı́ statistiky T, která roste s parametrem θ a pro H0 má známé rozdělenı́, porovnáme s kvantily přı́slušného
rozdělenı́ a H0 zamı́tneme při extrémnı́ch hodnotách (nepravděpodobných při platnosti H0).

H0 HA H0 zamı́táme, když dosažená významnost P

θ ≤ c θ > c t > qT(1 − α) 1 − FT(t)
θ ≥ c θ < c t < qT(α) FT(t)
θ = c θ 6= c t > qT(1 − α

2 ) nebo t < qT(
α
2 ) 2 min(FT(t), 1 − FT(t))

V literatuře se často setkáme i s následujı́cı́mi formulacemi hypotéz, které se ale řešı́ stejně jako prvnı́ dva výše uvedené přı́pady:

H0 HA

θ = c θ > c
θ = c θ < c
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Recept: Test střednı́ hodnoty N(µ, σ2) při známém σ2

Realizaci testové statistiky

t =
x − c

σ

√
n

porovnáme s kvantily normovaného normálnı́ho rozdělenı́:

H0 HA H0 zamı́táme, když dosažená významnost P

µ ≤ c µ > c t > Φ−1(1 − α) 1 − Φ(t)
µ ≥ c µ < c t < Φ−1(α) Φ(t)
µ = c µ 6= c t > Φ−1(1 − α

2 ) nebo t < Φ−1( α
2 ) 2(1 − Φ(|t|))
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Recept: Test střednı́ hodnoty N(µ, σ2) při neznámém σ2

Realizaci testové statistiky

t =
x − c

sx

√
n

porovnáme s kvantily Studentova rozdělenı́ s n − 1 stupni volnosti:

H0 HA H0 zamı́táme, když dosažená významnost P

µ ≤ c µ > c t > qt(n−1)(1 − α) 1 − Ft(n−1)(t)
µ ≥ c µ < c t < qt(n−1)(α) Ft(n−1)(t)
µ = c µ 6= c t > qt(n−1)(1 − α

2 ) nebo t < qt(n−1)(
α
2 ) 2(1 − Ft(n−1)(|t|))
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8



Přı́klad: Oboustranný test střednı́ hodnoty

Zadánı́: 216 pacientům jsme změřili koncentraci bı́lkovin v krevnı́m séru: x = 34.46 g/l, sx = 5.835 g/l. Ověřte hypotézu, že střednı́
hodnota koncentrace bı́lkovin u pacientů tohoto typu je µ0 = 33.5 g/l, proti možnosti, že se od této hodnoty lišı́.

Poznámka: Protože neznáme skutečný rozptyl σ2, měli bychom použı́t Studentovo rozdělenı́. Protože ale máme dostatečně velký
vzorek, můžeme jej aproximovat normálnı́m rozdělenı́m.

Řešenı́ 1: Interval spolehlivosti. Nepokryje-li 95% interval
spolehlivosti I hodnotu µ0, zamı́tneme H0:

I = x ± sx√
n

Φ−1(1 − α

2
) =

= 34.46 ± 5.835√
216

1.96 g/l

= 34.46 ± 0.78 g/l

I = (33.68, 35.24) g/l

Předpokládaná hodnota µ0 = 33.5 g/l nepatřı́ do tohoto
intervalu, což je výsledek, který bychom pozorovali v méně
než 5 % přı́padů, kdyby skutečně platilo µ = 33.5 g/l. Proto
zamı́táme H0 na hladině významnosti 5 %.

33 33.5 34 34.5 35 35.5 36
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

p

2
= 0.0078p

2
= 0.0078

α

2
= 0.025α

2
= 0.025 1 − α = 0.95

Rozděleńı výb. pr̊uměr̊u X̄: N(34.46, 0.158)

Řešenı́ 2: Oboustranný test hypotézy. Formulujeme
hypotézy:

H0 : µ = 33.5 g/l a HA : µ 6= 33.5 g/l

Realizace testové statistiky

t =
x − µ

sx

√
n =

=
34.46 − 33.5

5.835

√
216 = 2.418

T má přibližně rozdělenı́ Φ = N(0, 1). Dosažená hladina
významnosti:

p = 2(1 − Φ(|t|)) = 0.0156

−4 −2 0 2 4
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

p

2
= 0.0078p

2
= 0.0078

α

2
= 0.025α

2
= 0.025 1 − α = 0.95

Rozděleńı testové statistiky T : N(0, 1)

Pravděpodobnost, že bychom pozorovali hodnotu t = 2.418 nebo většı́, kdyby platila H0, je pouze 1.56%. Na hladině významnosti
5 % bychom H0 zamı́tli. Na hladině významnosti 1 % bychom H0 zamı́tnout nemohli.
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Recept: Test rozptylu N(µ, σ2)

Realizaci testové statistiky

t =
(n − 1)s2

x

c

porovnáme s kvantily χ2 rozdělenı́ s n − 1 stupni volnosti:

H0 HA H0 zamı́táme, když dosažená významnost P

σ2 ≤ c σ2
> c t > qχ2(n−1)(1 − α) 1 − Fχ2(n−1)(t)

σ2 ≥ c σ2
< c t < qχ2(n−1)(α) Fχ2(n−1)(t)

σ2 = c σ2 6= c t > qχ2(n−1)(1 − α
2 ) nebo 2 min(Fχ2(n−1)(t), 1 − Fχ2(n−1)(t))

t < qχ2(n−1)(
α
2 )
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Neparametrické testy 20 / 23

Neparametrické?

Neparametrické testy nejsou založeny na nějaké parametrizované rodině rozdělenı́, tj.

■ jsou použitelné bez ohledu na typ rozdělenı́, ale

■ jsou slabšı́ (ke stejnému závěru potřebujeme vı́ce dat než u parametrických testů, jsou-li aplikovatelné oba druhy).

■ Narozdı́l od parametrických testů jsou často použitelné i na kvalitativnı́ data, tj. pro ordinálnı́ či nominálnı́ škálu.
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Znaménkový test

Jak otestovat hypotézu o poloze rozdělenı́, když nemůžeme použı́t test střednı́ hodnoty (který vyžaduje rozdělenı́, u něhož střednı́
hodnota existuje)?

■ Otestujme medián: H0 : qX(0.5) = c

■ Platı́-li H0, pak jsou kladné i záporné odchylky od c stejně pravděpodobné.

Testovacı́ statistikou T je počet kladných odchylek, které testujeme na rozdělenı́ Bi(n, 0.5). (Z výběru jsme předem vyloučili nulové
odchylky.)

H0 HA H0 zamı́táme, když dosažená významnost P

qX(0.5) ≤ c qX(0.5) > c t > q
Bi(n, 1

2 )
(1 − α) 1 − F

Bi(n, 1
2 )
(t)

qX(0.5) ≥ c qX(0.5) < c t < q
Bi(n, 1

2 )
(α) F

Bi(n, 1
2 )
(t)

qX(0.5) = c qX(0.5) 6= c t > q
Bi(n, 1

2 )
(1 − α

2 ) 2 min(F
Bi(n, 1

2 )
(t), 1 − F

Bi(n, 1
2 )
(t))

nebo t < q
Bi(n, 1

2 )
( α

2 )

Pro velká n použı́váme CLV a testujeme

T0 =
2T − n√

n

na rozdělenı́ N(0, 1).
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Jednovýběrový Wilcoxonův test

Testuje H0: X má rozdělenı́ symetrické kolem hodnoty c.

■ Má-li X rozdělenı́ symetrické kolem c, pak je c mediánem i střednı́ hodnotou.

■ Často se použı́vá se jako neparametrická alternativa testu střednı́ hodnoty, je silnějšı́ než znaménkový test.

■ Z realizace x = (x1, . . . , xn) vypočteme posloupnost (z1, . . . , zn), kde zj = xj − c.

■ Seřadı́me ji vzestupně podle |zj|, čı́mž j-tému prvku přiřadı́me pořadı́ rj. Je-li vı́ce stejných rozdı́lů, přiřadı́me jim stejné pořadı́
rovné aritmetickému průměru.

■ Testovou statistikou je

T1 = ∑
j:zj>0

rj

nebo

T2 = min



 ∑
j:zj>0

rj, ∑
j:zj<0

rj



 .

■ Porovnáváme s tabulkou kritických hodnot pro tento test.

V dalšı́ch přednáškách uvidı́te přı́klady dalšı́ch neparametrických testů.
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