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Porovnánı́ dvou skupin

Vı́te, jaký je rozdı́l mezi socialismem a kapitalismem?

V socialismu jeden člověk využı́vá druhého.
V kapitalismu je to přesně naopak.

:-)

P. Pošı́k c© 2014 A6M33SSL: Statistika a spolehlivost v lékařstvı́ – 2 / 16

Porovnánı́ dvou normálnı́ch rozdělenı́ 3 / 16

Recept: Test rozptylů dvou normálnı́ch rozdělenı́

Předpoklad: Máme 2 nezávislé výběry

(X1, . . . , Xm) z rozdělenı́ N(E X, D X) a

(Y1, . . . , Yn) z rozdělenı́ N(E Y, D Y).

Je-li D X = D Y, pak také S2
X

.
= S2

Y .
Realizaci testové statistiky

t =
s2

X

s2
Y

porovnáme s kvantily Fisherova rozdělenı́ F(m − 1, n − 1):

H0 HA H0 zamı́táme, když dosažená významnost P

D X ≤ D Y D X > D Y t > qF(m−1,n−1)(1 − α) 1 − FF(m−1,n−1)(t)
D X ≥ D Y D X < D X t < qF(m−1,n−1)(α) FF(m−1,n−1)(t)
D X = D Y D X 6= D Y t > qF(m−1,n−1)(1 − α

2 ) nebo 2 min(FF(m−1,n−1)(t),
t < qF(m−1,n−1)(

α
2 ) 1 − FF(m−1,n−1)(t))
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F-rozdělenı́

Fisherovo-Snedecorovo rozdělenı́ F(ξ, η) s ξ a η stupni volnosti je rozdělenı́ náhodné veličiny

F =
U
ξ

V
η

,

kde U a V jsou nezávislé náhodné veličiny s rozdělenı́m χ2(ξ), resp. χ2(η).

V našem přı́padě, je-li D X = D Y = σ2, pak

U :=
(m − 1)S2

X

σ2
má rozdělenı́ χ2(m − 1),

V :=
(n − 1)S2

Y

σ2
má rozdělenı́ χ2(n − 1),

ξ := m − 1,

η := n − 1,

F =
U
ξ

V
η

=

(m−1)S2
X

(m−1)σ2

(n−1)S2
Y

(n−1)σ2

=
S2

X

S2
Y

= T,

kde T je testová statistika testu z předchozı́ho slidu.
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Test rozptylů: praktické poznámky

Pro každou hladinu významnosti potřebujeme 2D tabulku kvantilů indexovanou ξ a η. Obvykle je tabelována jen polovina, druhou
je třeba dopočı́tat podle vzorce

qF(ξ,η)(α) =
1

qF(η,ξ)(1 − α)
.

POZOR na opačné pořadı́ indexů!

V praxi se často použı́vá alternativnı́ postup:

1. Pro s2
x ≥ s2

y testujeme t = s2
x

s2
y
≥ 1 na rozdělenı́ F(m − 1, n − 1):

H0 HA H0 zamı́táme, když dosažená významnost P

D X ≤ D Y D X > D Y t > qF(m−1,n−1)(1 − α) 1 − FF(m−1,n−1)(t)
D X ≥ D Y D X < D X nezamı́táme žádná
D X = D Y D X 6= D Y t > qF(m−1,n−1)(1 − α

2 ) 2(1 − FF(m−1,n−1)(t))

2. Pro s2
x ≤ s2

y testujeme t =
s2
y

s2
x
≥ 1 na rozdělenı́ F(n − 1, m − 1):

H0 HA H0 zamı́táme, když dosažená významnost P

D X ≤ D Y D X > D Y nezamı́táme žádná
D X ≥ D Y D X < D X t > qF(n−1,m−1)(1 − α) 1 − FF(n−1,m−1)(t)
D X = D Y D X 6= D Y t > qF(n−1,m−1)(1 − α

2 ) 2(1 − FF(n−1,m−1)(t))
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Test stř. hodnot dvou normálnı́ch rozdělenı́ se známým rozptylem

Předpoklad: Máme 2 nezávislé výběry

(X1, . . . , Xm) z rozdělenı́ N(E X, σ2) a

(Y1, . . . , Yn) z rozdělenı́ N(E Y, σ2).

Platı́, že

Xm má rozdělenı́ N

(

E X,
σ2

m

)

,

Yn má rozdělenı́ N

(

E Y,
σ2

n

)

, takže

Xm − Yn má rozdělenı́ N

(

E X − E Y, σ2

(

1

m
+

1

n

))

.

Za předpokladu E X = E Y

T :=
Xm − Yn

σ
√

1
m + 1

n

má rozdělenı́ N(0, 1).

Testujeme realizaci t na rozdělenı́ N(0, 1), jako jsme to dělali v testu střednı́ hodnoty N(µ, σ2) při známém σ2.
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Test stř. hodnot dvou normálnı́ch rozdělenı́ s neznámým rozptylem

Předpoklad: D X = D Y = σ2.
Nejprve je nutné tento předpoklad ověřit, provedeme test rovnosti rozptylů.
(Ve skutečnosti nemůžeme předpoklad ověřit, jedině vyvrátit. Pokusı́me se o to, a pokud se nám to nepodařı́, pokračujeme. Bez tohoto předpokladu
by byl dalšı́ postup složitějšı́.)

Máme 2 odhady (S2
X a S2

Y ) téhož parametru σ2. Vytvořı́me z nich 1 sdružený odhad S2 parametru σ2: použijeme jejich průměr
vážený rozsahy výběrů (−1 kvůli výpočtu výběrového průměru):

S2 =
(m − 1)S2

X + (n − 1)S2
Y

m + n − 2

Při výpočtu testové statistiky pak mı́sto skutečné směrodatné odchylky σ použijeme jejı́ odhad S. To ale vnášı́ do výpočtu dalšı́ zdroj
neurčitosti, je proto třeba použı́t mı́sto normálnı́ho rozdělenı́ Studentovo.

Za předpokladu E X = E Y

T :=
Xm − Yn

S
√

1
m + 1

n

má rozdělenı́ t(m + n − 2).

Testujeme realizaci t na rozdělenı́ t(m + n − 2), jako jsme to dělali v testu střednı́ hodnoty N(µ, σ2) při neznámém σ2.
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Test stř. hodnot s neznámým rozptylem: Odvozenı́

Ukažme nejprve, že sdružený odhad rozptylu S2 je nestranným odhadem σ2. Vı́me, že

(m − 1)S2
X

σ2
má rozdělenı́ χ2(m − 1),

(n − 1)S2
Y

σ2
má rozdělenı́ χ2(n − 1), takže jejich součet

(m − 1)S2
X + (n − 1)S2

Y

σ2
má rozdělenı́ χ2(m + n − 2) se střednı́ hodnotou m + n − 2. Proto

(m − 1)S2
X + (n − 1)S2

Y

(m + n − 2)σ2
=

S2

σ2
má střednı́ hodnotu 1, takže

S2 =
(m − 1)S2

X + (n − 1)S2
Y

(m + n − 2)
je nestranný odhad rozptylu σ2.

Nynı́ ukažme, že testová statistika T má rozdělenı́ t(m + n − 2). Vı́me, že

Xm − Yn

σ
√

1
m + 1

n

má rozdělenı́ N(0, 1) a že

(m + n − 2)S2

σ2
=

(m − 1)S2
X + (n − 1)S2

Y

σ2
má rozdělenı́ χ2(m + n − 2), takže

T :=
Xm − Yn

S
√

1
m + 1

n

=

Xm−Yn

σ
√

1
m + 1

n
√

S2

σ2

má rozdělenı́ t(m + n − 2).
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Přı́klad: test střednı́ch hodnot při neznámém rozptylu

Zadánı́: Vliv alkoholismu matky na inteligenci dı́těte. Ověřte hypotézu, že alkoholismus matek nijak nesnižuje IQ dětı́.
Skupina 1: matky chronické alkoholičky, m = 6, x = 78, ∑

m
i=1(xi − x)2 = 1805.

Skupina 2: kontrolnı́,
”
normálnı́“ matky, n = 46, y = 99, ∑

n
j=1(yj − y)2 = 11520.

Řešenı́: Jednostranný test střednı́ch hodnot 2 norm. rozdělenı́ s neznámým rozptylem.

Krok 1: Ověřenı́ rovnosti rozptylů. Otestujme H0 : D X = D Y. Realizace testové statistiky:

t =
s2

x

s2
y

=
1

m−1 ∑
m
i=1(xi − x)2

1
n−1 ∑

n
j=1(yj − y)2

=
1805

5
11520

45

= 1.41.

Dosažená hladina významnosti:

p = 2 min(FF(m−1,n−1)(t), 1 − FF(m−1,n−1)(t)) =

= 2 min(FF(5,45)(1.41), 1 − FF(5,45)(1.41)) = 2 min(0.76, 0.24) = 0.48.

Rozdı́l rozptylů mezi skupinami nenı́ statisticky významný, nezamı́táme H0 o rovnosti rozptylů, můžeme pokračovat.

Krok 2: Test střednı́ch hodnot. Testujeme H0 : E X ≥ E Y proti HA : E X < E Y. Sdružený odhad rozptylu:

s2 =
(m − 1)s2

x + (n − 1)s2
y

m + n − 2
=

∑
m
i=1(xi − x)2 + ∑

n
j=1(yj − y)2

m + n − 2
=

=
1805 + 11520

6 + 46 − 2
= 266.5 ⇒ s = 16.3248

Realizace testové statistiky:

t =
x − y

s
√

1
m + 1

n

=
78 − 99

16.3248
√

1
6 + 1

46

= −2.9636

Dosažená hladina významnosti: p = Ft(m+n−2)(t) = Ft(50)(−2.9636) = 0.0023.

Závěr: Na hladinách významnosti vyššı́ch než 0.23 % můžeme zamı́tnout hypotézu, že alkoholismus matky nesnižuje IQ dětı́.
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Párový pokus

Přı́klad: Porovnánı́ průměrných teplot na dvou mı́stech. Teploty měřı́me vždy současně na obou mı́stech.

■ Rozdı́l teplot (pokud nějaký existuje) může být malý v porovnánı́ s proměnlivostı́ teplot (v noci 0 st. Celsia, ve dne 20 st. Celsia).

■ Standardnı́ test střednı́ch hodnot je slabý kvůli velkému rozptylu.

■ Rozptyl má ale společnou přı́činu, která se projevuje v obou výběrech stejně: výběry nejsou navzájem nezávislé.

Předpoklad: Prvky náhodných výběrů Xn a Yn, tj. náhodné veličiny Xj, Yj, j = 1, . . . , n, majı́ normálnı́ rozdělenı́ N(µj, σ2)

s konstantnı́m rozptylem σ2 a proměnnými střednı́mi hodnotami µj = E Xj = E Yj.

■ Náhodné veličiny Uj := Xj − µj a Vj := Yj − µj, j = 1, . . . , n, jsou nezávislé a majı́ rozdělenı́ N(0, σ2).

■ Náhodné veličiny ∆j := Uj − Vj = Xj − Yj, j = 1, . . . , n, jsou nezávislé a majı́ rozdělenı́ N(0, 2σ2).

■ Výběrový průměr ∆ má rozdělenı́ N
(

0, 2σ2

n

)

.
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Testy střednı́ch hodnot: párový pokus

1. Pro známý rozptyl σ2:

■ Neznámé parametry sdruženého rozdělenı́ jsou µ1, . . . , µn, ale nepotřebujeme je.

■ Testujeme

T :=
∆

σ

√

n

2
=

X − Y

σ

√

n

2

na rozdělenı́ N(0, 1).

2. Pro neznámý rozptyl:

■ Neznámé parametry sdruženého rozdělenı́ jsou σ2, µ1, . . . , µn, ale potřebujeme z nich pouze σ2 = D X.

■ Můžeme pracovat přı́mo s výběrem (∆1, . . . , ∆n) z normálnı́ho rozdělenı́.

■ Testujeme

T :=
∆

S∆

√
n

na rozdělenı́ t(n − 1).
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Přı́klad: Test střednı́ch hodnot, párový pokus

Zadánı́: Vliv hydrochlorothiazidu na krevnı́ tlak. Skupině 11 hypertoniků byl nejprve změřen (systolický) tlak po podánı́ placeba a o
měsı́c později po podánı́ hydrochlorothiazidu (viz tabulka). Ověřte, že hydrochlorothiazid snižuje krevnı́ tlak.

Placebo (X) 211 210 210 203 196 190 191 177 173 170 163
Hydrochlorothiazid (Y) 181 172 196 191 167 161 178 160 149 119 156
Rozdı́l (∆) 30 38 14 12 29 29 13 17 24 51 7

Řešenı́: Zavedli jsme náhodnou veličinu ∆ = X − Y, z nı́ž máme k dispozici náhodný výběr ∆n rozsahu n, ∆i = Xi − Yi , i = 1, . . . , n.
Zkusı́me vyvrátit hypotézu H0 : E X ≤ E Y, tj. E ∆ ≤ 0.

■ n = 11, δ = 24, sδ = 13.092

■ Realizace testové statistiky:

t =
δ

sδ

√
n =

24

13.092

√
11 = 6.08

■ Dosažená hladina významnosti:

p = 1 − Ft(n−1)(t) = 1 − Ft(10)(6.08) = 5.94 × 10−5.

Závěr: Zamı́táme H0 a přijı́máme HA, tj. hydrochlorothiazid snižuje krevnı́ tlak.
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Recept: Testy parametrů dvou alternativnı́ch rozdělenı́

Předpoklad: Máme 2 nezávislé výběry Xm = (X1, . . . , Xm) z rozdělenı́ Ber(q1) a Yn = (Y1, . . . , Yn) z rozdělenı́ Ber(q2).

Platı́-li q1 = q2 = q, můžeme pro parametr q použı́t maximálně věrohodný odhad pomocı́ obou výběrů:

R =
mX + nY

m + n
.

Pro dostatečně velké rozsahy výběrů (m > 100, n > 100) lze rozdělenı́ výběrových relativnı́ch četnostı́ X a Y aproximovat normálnı́mi
rozdělenı́mi:

X má přibližně rozdělenı́ N

(

R,
R(1 − R)

m

)

,

Y má přibližně rozdělenı́ N

(

R,
R(1 − R)

n

)

, takže

X − Y má přibližně rozdělenı́ N

(

0,
R(1 − R)

m
+

R(1 − R)

n

)

.

Testovou statistiku

T :=
X − Y

√

R(1−R)
m + R(1−R)

n

=
X − Y

√

R(1 − R)
(

1
m + 1

n

)

testujeme na rozdělenı́ N(0, 1).
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Přı́klad: Test rovnosti populačnı́ch pravděpodobnostı́

Zadánı́: Přijı́macı́ řı́zenı́ na Berkeley v roce 1973. Z 8300 přihlášených mužů bylo přijato 3700, z 4300 přihlášených žen bylo přijato
1500. Ověřte hypotézu, že pravděpodobnost přijetı́ mužů a žen je stejná.

Řešenı́: Oboustranný test hypotézy o rovnosti pravděpodobnosti přijetı́ pro muže qm a ženy qz:

■ Počet přihlášených mužů je m = 8300 a žen n = 4300.

■ Realizace relativnı́ch výběrových četnostı́ (úspěšnost) je pro muže x = 3700
8300 = 0.4458 a pro ženy y = 1500

4300 = 0.3488.

■ Platı́-li qm = qz = q, můžeme q odhadnout pomocı́ r = mx+ny
m+n = 3700+1500

8300+4300 = 0.4127.

■ Realizace testové statistiky je

t =
x − y

√

r(1 − r)
(

1
m + 1

n

)

=
0.4458 − 0.3488

√

0.4127(1 − 0.4127)
(

1
8300 + 1

4300

)

= 10.4802

■ Dosažená hladina významnosti

p = 2(1 − Φ(t))
.
= 0.

Závěr: Zamı́táme H0, na základě těchto dat existuje jen mizivá šance, že by pravděpodobnosti přijetı́ muže a ženy mohly být shodné.

Je to důkaz pohlavnı́ diskriminace?
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Přı́klad: Test rovnosti populačnı́ch pravděpodobnostı́ (pokr.)

Zadánı́: Přijı́macı́ řı́zenı́ na Berkeley v roce 1973. Tentokrát zohledněme i to, na jaký směr (uměnı́ nebo věda) se zájemci hlásili.

Řešenı́: Kromě celkových výsledků z předchozı́ho slidu, nı́že uvedená tabulka obsahuje stejné výsledky také pro každý směr zvlášt’.

Muži Ženy Celkem Test
Přihl. Přij. Poměr Přihl. Přij. Poměr Poměr Stat. Dos. význ.

Směr m x n y r t p

Uměnı́ 2300 700 0.3043 3200 900 0.2813 0.2909 1.8604 0.0628
Věda 6000 3000 0.5000 1100 600 0.5455 0.5070 -2.7720 0.0056

Celkem 8300 3700 0.4458 4300 1500 0.3488 0.4127 10.4802 0.0000

Závěry:

■ V uměleckých směrech nelze zamı́tnout hypotézu o stejné pravděpodobnosti přijetı́ mužů a žen.

■ Ve vědeckých směrech tuto hypotézu zamı́tnout lze, dosažená hladina významnosti je cca 0.5 %.

■ Zajı́mavé ovšem je, že na uměleckých směrech, kam se hlásı́ vı́ce žen, majı́ vyššı́ pravděpodobnost přijetı́ muži, zatı́mco na
vědeckých směrech, kam se hlásı́ vı́ce mužů, majı́ vyššı́ pravděpodobnost přijetı́ ženy. Docházı́ tedy spı́še k pozitivnı́ diskriminaci.

Simpsonův paradox: Co platı́ pro části, nemusı́ platit pro celek.

■ Muži a ženy jsou přijı́máni přibližně shodně. Ženy ovšem majı́ tendenci hlásit se na umělecké směry, kde je výběr přı́snějšı́, což
vysvětluje jejich celkově nižšı́ úspěšnost v přijı́mačkách.

■ Z celkových čı́sel nelze správně pochopit efekt pohlavı́ na přijetı́ kvůli matoucı́mu faktoru (směr), který nebyl řı́zen. Když se
zařadil do studie, dostali jsme mnohem přesnějšı́ obrázek.
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