Testy pro porovnéni vlastnosti dvou skupin
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z Mirko Navara: Pravdépodobnost a matematickd statistika,
https://cw.felk.cvut.cz/lib/exe/fetch.php/courses/abm33ssl/pms_print.pdf
s laskavym svolenim autora.

Porovnani dvou normélnich rozdéleni 3
D X VS DY o e e e e 4
Forozd@lent. . . ... e e e 5
EXVSEY, 02 Z1. ittt et e e e e 7
EXVSEY, 02 NOZIN e et e e e e 8
PE E X VS E Y oottt e e e 10
PArovVY POKUS . ... 11
ParOVY t-test . .. 12
Pr: pATOVY f-test ..o 13
X VS Y« e et ettt ettt et 14
Do G VS Gy oo 15
SIMPSONTY PATAAOX . . .« vt ettt ettt ettt e e e 16


https://cw.felk.cvut.cz/lib/exe/fetch.php/courses/a6m33ssl/pms_print.pdf

Porovnini dvou skupin

Vite, jaky je rozdil mezi socialismem a kapitalismem?

V socialismu jeden ¢clovék vyuZivd druhého.
V kapitalismu je to presné naopak.

)
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Pfedpoklad: Mame 2 nezdvislé vybéry
(X1,...,Xm) zrozdéleniN(EX,D X) a
(Y1,...,Yy) zrozdéleni N(EY,DY).

Je-liDX = DY, pak také S% = S3.
Realizaci testové statistiky

Recept: Test rozptyld dvou normdlnich rozdéleni

porovname s kvantily Fisherova rozdéleni F(m —1,n — 1):

Hp \ Hp

Hy zamitame, kdyz

‘ dosaZend vyznamnost P

DX<DY | DX>DY
DX>DY | DX<DX
DX=DY | DX#DY

t> gpgu-1n-1)(1 —a) 1= Fegn-1n-1)(t)

t< qF(m—l,;z—l)(fx)
t> qF(m—l,nfl)(l - %) n
t< qF(mfl,nfl)(%)

Fegm-1,n-1) (t)
ebo 2min(Fg(—1,0-1)(t),

1- FF(mfl,nfl) (t)
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F-rozdéleni

Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni F(&, 77) s ¢ a ;7 stupni volnosti je rozd&leni ndhodné veli¢iny

F=

=<

kde U a V jsou rnezdvislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim x2(¢), resp. x>(17).

V nagem piipadé, je-liD X = DY = 02, pak

—1)8%
u:= (ma% mé rozdéleni x*(m — 1),

-1)s2
V.= (ng% mé rozdéleni x2(n — 1),
Gi=m—1,
ni=n-1,

(m—1)S%
1::%: (mfl)ﬁ = %:T
% (n-1)s% S2 ’

kde T je testovd statistika testu z pfedchoziho slidu.
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Test rozptyli: praktické poznamky

Pro kazdou hladinu vyznamnosti potiebujeme 2D tabulku kvantilt indexovanou ¢ a 7. Obvykle je tabelovana jen polovina, druhou
je tfeba dopotitat podle vzorce

1

@)= —7/"—64.
e (®) Trp,g) (1= )

POZOR na opa¢né poradi indext!

V praxi se ¢asto pouZiva alternativni postup:

2
1. Pros2 > s2 testujeme t = z% > 1narozdéleni F(m —1,n —1):
Y

x =y
Hy ‘ Hy ‘ Hy zamitame, kdyZz ‘ dosaZend vyznamnost P
DX <DY DX >DY > qF(m—1,n—1) (1 — IX) 1-— FF(mfl,nfl) (t)
DX>DY | DX<DX nezamitame zadna
DX =DY DX #DY t> ‘7F(m—1,n—1)(1 - %) 2(1 - FF(m—l,n—l)(t))
>
2. Pros2 < 55 testujeme t = % > 1narozdéleni F(n — 1,m — 1):
Sx
Hy | Hyu | Hozamitame, kdyz | dosaZena vyznamnost P
DX<DY | DX>DY nezamitame zadna
DX >DY DX<DX t> qF(n—l,mfl)(l - ‘X) 1- FF(n—l,mfl)(t)

DX =DY DX #DY £> qF(n—l,m—l)(l - %) 2(1 - FF(n—l,m—l)(t))
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Test stf. hodnot dvou normdlnich rozdéleni se znamym rozptylem

Piedpoklad: Mdme 2 nezivislé vybéry

(X1,...,Xm) zrozdéleni N(E X, 0?) a
(Y1,...,Y,) zrozdéleni N(EY, 02).

Plati, Ze

2
X, ma rozdéleni N (E X, %) ,

2
Y, ma rozdéleni N <E Y, %) , takze

- 1 1
X, — Y, mé rozdéleni N (EX—EY,aZ <ﬁ + ;>) )

Za predpokladu EX =EY
Xu—Y
T:= =" __" marozdéleni N(0,1).

1 1
O\t

Testujeme realizaci t na rozdéleni N(0, 1), jako jsme to délali v testu stfedni hodnoty N(p, 0?) p¥i znamém o?.
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Test stf. hodnot dvou normalnich rozdéleni s nezndmym rozptylem

Predpoklad: DX =DY = o2
Nejprve je nutné tento pfedpoklad ovéfit, provedeme test rovnosti rozptylii.
(Ve skutecnosti nemiiZeme predpoklad ovéfit, jediné vyvritit. Pokusime se o to, a pokud se ndm to nepodaii, pokracujeme. Bez tohoto predpokladu

Méme 2 odhady (5% a S2) téhoz parametru o2. Vytvotime z nich 1 sdruZeny odhad S? parametru ¢2: pouZijeme jejich pramér
vazeny rozsahy vybért (—1 kvili vypoétu vybérového priméru):

g _ (m—1)S% + (n—1)S3
m+n—2

Pii vypoctu testové statistiky pak misto skute¢né smérodatné odchylky o pouZijeme jeji odhad S. To ale vnasi do vypoctu dalsi zdroj
neurcitosti, je proto tfeba pouzit misto normalniho rozdéleni Studentovo.

Zaptedpokladu EX =EY

_ Xm —

= ma rozdéleni t(m +n — 2).

Y
+

E

141
m n

Testujeme realizaci t na rozdéleni t(m + n — 2), jako jsme to délali v testu stfedni hodnoty N(u, 02) p¥i nezndmém o2
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Test stf. hodnot s nezndmym rozptylem: Odvozeni

Ukazme nejprve, Ze sdruzeny odhad rozptylu S? je nestrannym odhadem ¢2. Vime, ze

—1)s2 -1)8?

(WZ(T% mé rozdéleni x?(m — 1), (na# mé rozdéleni x2(n — 1), takZe jejich soudet
—1)8% -1)8%

(m—1) X(:Z_ (n=1)Sy ma rozdéleni x?(m + n — 2) se stiedni hodnotou m + 1 — 2. Proto
—1)8% —1)s2 2

. (m) +Xn+_(;)gz Sy _ % mé stfedni hodnotu 1, takze

—1)8% —1)s2
S = (m = 1)Sk +(n —1)Sy je nestranny odhad rozptylu .

(m+n-2)

Nyni ukaZme, Ze testovd statistika T ma rozdé&leni t(m + n — 2). Vime, Ze

X = Yu ma rozdéleni N(0,1) a ze

—2)s? —1)S% —1)5%
m 7:72 )S = (m=1) X; (n=1)Sy mé rozdéleni x2(m +n — 2), takZe
Xlniyﬂ
T.— X — Yy ‘7\/1 i

— W+
/1 1 /s2
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ma4 rozdéleni t(m +n — 2).

Piiklad: test stfednich hodnot p¥i nezndmém rozptylu
Zadani: Vliv alkoholismu matky na inteligenci ditéte. Ovéfte hypotézu, Ze alkoholismus matek nijak nesniZzuje IQ déti.

Skupina 1: matky chronické alkoholi¢ky, m = 6, % = 78, Y (x; — %)% = 1805.
Skupina 2: kontrolni, ,normdlni“ matky, n = 46, § = 99, 1./ (y; — 7)? = 11520.

Resenti: Jednostranny test sttednich hodnot 2 norm. rozdéleni s nezndmym rozptylem.
Krok 1: Ovéfeni rovnosti rozptylt. Otestujme Hp : D X = DY Realizace testové statistiky:

1y (o 2 1805

t= St _ L= %) Lin (¥ — %) =5 _ 141
2 T v o o2 o 150 e
Sy a1 Ly —9) 45

DosazZend hladina vyznamnosti:

p = 2min(Fe(y_1,-1) (1), 1 = Fem_10—1)(t)) =
= 2min(Fi(s45)(141), 1 — Fr(s 45 (141)) = 2min(0.76,0.24) = 0.48.

Rozdil rozptylti mezi skupinami nenf statisticky vyznamny, nezamitdme Hy o rovnosti rozptylti, mizeme pokracovat.
Krok 2: Test sttednich hodnot. Testujeme Hy : EX > EY proti Hy : EX < EY. SdruZeny odhad rozptylu:

R e R U R Y RC Rt R v I/ Ui

m4+n—2 m+n—2
1805 + 11520

= eii6-2 — 266.5 = s = 16.3248
Realizace testové statistiky:

Xy =9 o636

y
syL+1 163248/l 4+ L

Dosazend hladina vyznamnosti: p = Fy(,,14—2)(t) = Fys0)(—2.9636) = 0.0023.

t =

Zavér: Na hladinach vyznamnosti vy$sich nez 0.23 % miiZeme zamitnout hypotézu, Ze alkoholismus matky nesniZzuje IQ déti.

P. Posik (© 2014 A6M33SSL: Statistika a spolehlivost v 1ékafstvi— 10 / 16



Péarovy pokus
Piiklad: Porovnédni primérnych teplot na dvou mistech. Teploty méfime vZdy soucasné na obou mistech.

m  Rozdil teplot (pokud néjaky existuje) miiZze byt maly v porovndni s proménlivosti teplot (v noci 0 st. Celsia, ve dne 20 st. Celsia).
m  Standardni test sttednich hodnot je slaby kviili velkému rozptylu.
m  Rozptyl md ale spolecnou pricinu, kterd se projevuje v obou vybérech stejné: vijbéry nejsou navzdjem nezdivislé.

Predpoklad: Prvky ndhodnych vybért X, a Y;, tj. ndhodné veli¢iny Xj, Yj, j=1,...,n, maji normalni rozd&leni N(u i (72)
s konstantnim rozptylem o2 a proménnymi stfednimi hodnotami uj=EX;=EY;

= Néhodné velitiny Uj := X; — pja Vi :=Y; — pj, j = 1,...,n, jsou nezivislé a maji rozdéleni N(0, 02).

= Naéhodné velitiny A; := U; — V; = X; — Yj,j = 1,...,n, jsou nezdvislé a maji rozdéleni N(0,20?).

= Vybérovy préimér A mé rozdéleni N (O, %) .
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Testy stfednich hodnot: parovy pokus
1. Pro zndmy rozptyl 2:
m  Nezndmé parametry sdruzeného rozdéleni jsou i1, . . ., 4y, ale nepotiebujeme je.
= Testujeme

T.,K\/W,X*Y n
T oV2 o V2

na rozdéleni N(0, 1).
2. Pro nezndmij rozptyl:
m  Neznamé parametry sdruzeného rozdéleni jsou 02, i1, .. ., iy, ale potfebujeme z nich pouze 02 = D X.
= MuiZeme pracovat pfimo s vybérem (Aq, ..., A,) z normélniho rozdéleni.
= Testujeme

T:= A\/ﬁ
Sa

na rozdéleni t(n — 1).
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Piiklad: Test stfednich hodnot, parovy pokus

Zadani: Vliv hydrochlorothiazidu na krevni tlak. Skupiné 11 hypertoniki byl nejprve zméten (systolicky) tlak po podéni placeba a o
mésic pozdéji po podani hydrochlorothiazidu (viz tabulka). Ovéfte, Ze hydrochlorothiazid sniZuje krevni tlak.

Placebo (X) 211 210 210 203 196 190 191 177 173 170 163
Hydrochlorothiazid (Y) 181 172 196 191 167 161 178 160 149 119 156
Rozdil (A) 30 38 14 12 29 29 13 17 24 51 7

Regeni: Zavedli jsme ndhodnou veli¢inu A = X — Y, z niZ mame k dispozici ndhodny vybér A, rozsahun, A; = X; — Y;,i=1,...,n.
Zkusime vyvrétit hypotézu Hy : EX <EY, tj. EA <0.

B n=11,8 = 24,55 = 13.092
= Realizace testové statistiky:

s 24
t_gﬁ—mﬁ—é.OS
m  DosaZend hladina vyznamnosti:
p=1=F_1)(t) =1 — Fy)(6.08) =594 x 10>

Zavér: Zamitdme Hy a piijimdme H 4, tj. hydrochlorothiazid sniZuje krevni tlak.
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Recept: Testy parametr dvou alternativnich rozdéleni
Pfedpoklad: Mame 2 nezivislé vybéry X, = (Xi,..., Xm) z rozdéleni Ber(q1) a Y, = (Y,...,Yy) z rozdéleni Ber(qz).

Plati-li 1 = g2 = g, miiZeme pro parametr q pouZit maximalné vérohodny odhad pomoci obou vybéra:

mX +nY
m4n

Pro dostatetné velké rozsahy vybért (m > 100, n > 100) lze rozdéleni vybérovych relativnich cetnosti X a Y aproximovat normalnimi
rozdélenimi:

_ R(1-R
X md pfiblizné rozdéleni N <R, %) ,

Y ma priblizné rozdéleni N (R, @) , takze

(0/ R(lI; R) , R(- R)> .

n

X — Y ma ptiblizné rozdéleni N

Testovou statistiku
_ X-Y _ X-Y
R(1-R R(1-R
VEIEE " o (5+3)

testujeme na rozdéleni N(0,1).
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Piiklad: Test rovnosti populacnich pravdépodobnosti

Zadani: Ptijimaci ¥izeni na Berkeley v roce 1973. Z 8300 ptihlasenych muzii bylo piijato 3700, z 4300 piihldsenych Zen bylo pfijato

1500. Ovéite hypotézu, Ze pravdépodobnost piijeti muZii a Zen je stejna.

Regeni: Oboustranny test hypotézy o rovnosti pravdépodobnosti ptijeti pro muze g, a Zeny gz:
m  Pocet pfihlaSenych muZzi je m = 8300 a Zen n = 4300.

m  Realizace relativnich vybérovych Zetnosti (dsp&snost) je pro muze ¥ = 200 — (.4458 a pro Zeny i = % = 0.3488.

=300 =
s Plati-li ,, = g, = g, mGiZeme g odhadnout pomoci r = m;izy = % = 0.4127.
m  Realizace testové statistiky je

;= X—y _ 0.4458 — 0.3488 — 10,4802

\/r(l —n(5+1) \/0.4127(1 ~0.4127) (o + 73 )

= DosaZend hladina vyznamnosti

p=2(1-d(t) =0.

Zavér: Zamitame Hy, na zakladé téchto dat existuje jen mizivd Sance, Ze by pravdépodobnosti ptijeti muZe a Zeny mohly byt shodné.

Je to ditkaz pohlavni diskriminace?
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Piiklad: Test rovnosti populatnich pravdépodobnosti (pokr.)

Zadani: Ptijimaci fizeni na Berkeley v roce 1973. Tentokrat zohlednéme i to, na jaky smér (uméni nebo véda) se zdjemci hlasili.
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Reseni: Kromé celkovych vysledki z pfedchoziho slidu, nize uvedena tabulka obsahuje stejné vysledky také pro kazdy smér zvlasf.

MuZzi Zeny Celkem Test
Piihl.  Pfij.  Pomér | Pfihl.  Pfij.  Pomér Pomér Stat. Dos. vyzn.
Smér m x n y r t p
Uméni 2300 700 03043 | 3200 900  0.2813 0.2909 1.8604 0.0628
Véda 6000 3000  0.5000 1100 600  0.5455 0.5070 -2.7720 0.0056
Celkem | 8300 3700 0.4458 | 4300 1500  0.3488 | 0.4127 | 10.4802 0.0000

Zavéry:
m  Vuméleckych smérech nelze zamitnout hypotézu o stejné pravdépodobnosti piijeti muzii a Zen.
m Ve védeckych smérech tuto hypotézu zamitnout Ize, dosaZena hladina vyznamnosti je cca 0.5 %.

m  Zajimavé ovSem je, Ze na uméleckych smérech, kam se hlasi vice Zen, maji vyssi pravdépodobnost piijeti muzi, zatimco na

védeckych smérech, kam se hlasi vice muz{, maji vy3si pravdépodobnost pfijeti Zeny. Dochézi tedy spiSe k pozitivni diskriminaci.

Simpsontv paradox: Co plati pro ¢asti, nemusi platit pro celek.

®  Muzi a Zeny jsou p¥ijiméni p¥iblizné shodn&. Zeny ovsem maji tendenci hl4sit se na um&lecké sméry, kde je vybér p¥isngjsi, coz

vysvétluje jejich celkové nizsi tspésnost v prijimackach.

m  Z celkovych &isel nelze spravné pochopit efekt pohlavi na piijeti kviili matoucimu faktoru (smér), ktery nebyl fizen. KdyZ se

zafadil do studie, dostali jsme mnohem piesnéjsi obrazek.
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