
Statistika a spolehlivost v lékařstv́ı

Markovovy modely

Markovovy modely

Výpočet spolehlivosti opravovaných soustav nebo soustav se zálohováńım bývá složitý. Pokud
maj́ı doby poruch a doby obnov exponenciálńı rozděleńı, je výhodné použ́ıt Markov̊uv mo-
del. V teorii Markovových proces̊u se omeźıme na základńı vlastnosti potřebné pro výpočet
spolehlivosti soustav, teorie Markovových proces̊u je popsána v početné literatuře.

Markovovy modely jsou funkce dvou náhodných proměnných, stavu soustavy a doby
nebo jiné veličiny, v závislosti na které stav sledujeme. Obě veličiny mohou být spojité nebo
diskrétńı, tomu odpov́ıdaj́ı čtyři druhy model̊u.
Def: Markov̊uv řetězec : model s diskrétńımi stavy a diskrétńım časem.
Def: Markov̊uv proces : model s diskrétńımi stavy a spojitým časem.
Def: Markov̊uv model : množina pravděpodobnost́ı udávaj́ıćıch pravděpodobnost přechodu
z nějakého výchoźıho stavu do nějakého následuj́ıćıho stavu. Pravděpodobnost záviśı pouze
na těchto dvou stavech a je zcela nezávislá na všech minulých stavech, kterými proces prošel.

Pro sestaveńı Markovova modelu se nejprve definuj́ı vzájemně se vylučuj́ıćı stavy soustavy.
Soustava Markovových stavových rovnic popisuje pravděpodobnostńı přechody z počátečńıch
stav̊u do konečných stav̊u. Za předpoklad̊u :

1. Pravděpodobnost přechodu z jednoho stavu do jiného v časovém intervalu ∆t je rovna
součinu λi(t) ·∆t, kde λi(t) je intenzita pravděpodobnosti přechodu (hazard) př́ıslušná
ke dvěma stav̊um, mezi kterými přechod prob́ıhá.

2. Pravděpodobnosti v́ıce než jednoho přechodu v časovém intervalu ∆t jsou řádově menš́ı
a lze je zanedbat.

Def: Homogenńı model : všechna λi(t) = λi jsou konstantńı.
Def: Nehomogenńı model : některá λi(t) je funkćı času.

Markovovy modely lze názorně vyjádřit orientovaným grafem (Markov̊uv graf). Uzly grafu
představuj́ı stavy soustavy, orientované hrany grafu označené pravděpodobnostmi přechodu
udávaj́ı možné přechody.
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Mějme soustavu s jediným neopravitelným prvkem. Pravděpodobnost bezporuchového
stavu x v čase t + ∆t označme Px(t + ∆t). Podobně pravděpodobnost, že soustava bude
v poruchovém stavu x označ́ıme Px(t+ ∆t).

t∆λ
t∆λ1−

X

1

X

Markov̊uv graf

Odvozeńı matice pravděpodobnost́ı přechodu

Pro pravděpodobnosti jednotlivých stav̊u naṕı̌seme rovnice

Px(t+ ∆t) = (1− λ(t)∆t) · Px(t),

Px(t+ ∆t) = λ(t)∆t · Px(t) + Px(t),
(1)

které přeṕı̌seme do maticové rovnice[
Px(t+ ∆t)
Px(t+ ∆t)

]
=

[
1− λ(t)∆t 0

λ(t)∆t 1

]
·
[
Px(t)
Px(t)

]
.

nebo zkráceně:
p(t+ ∆t) = Pp(t),

kde P je matice pravděpodobnost́ı přechodu, a vektor p(t) obsahuje pravděpodobnosti jednot-
livých stav̊u v čase t, tedy v tomto př́ıpadě

p(t) =

[
Px(t)
Px(t)

]
Matice pravděpodobnost́ı přechodu P má součet v každém sloupci roven 1.

Poznámka: Rovnice lze zapsat i obráceně, pomoćı řádkového vektoru pravděpodobnost́ı
p′(t) = [p1(t), . . . , pn(t)] (pi(t) je pravděpodobnost stavu i) a matice P′, pro kterou plat́ı P′ =
PT. V takovém př́ıpadě se následuj́ıćı stav poč́ıtá násobeńım zleva:

p′(t+ ∆t) = p′(t)P′

Pro matici P′ samozrejmě plat́ı, že součet pravděpodobnost́ı v řádćıch muśı být roven 1. Pro
výpočet s Markovovými modely je jedno, který zp̊usob zápisu matice pravděpodobnost́ı přechod̊u
se použije, je však třeba dbát na použit́ı správných vektor̊u a správného násobeńı matice.

Odvozeńı matice intenzit

Rovnice (1) lze dále upravit na tvar :

Px(t+ ∆t)− Px(t)

∆t
= −λ(t)Px(t),

Px(t+ ∆t)− Px(t)

∆t
= λ(t)Px(t).
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Zavedeńım limity pro ∆t→ 0

lim
∆t→0

Px(t+ ∆t)− Px(t)

∆t
= −λ(t)Px(t),

lim
∆t→0

Px(t+ ∆t)− Px(t)

∆t
= λ(t)Px(t),

źıskáme soustavu diferenciálńıch rovnic

Ṗx = −λ(t)Px(t),

Ṗx = λ(t)Px(t).

Obvyklé počátečńı podmı́nky jsou Px(0) = 1 a Px(0) = 0. Prvńı rovnici lze řešit samostatně

dPx
dt

= −λ(t)Px(t),

1

Px(t)
dPx = −λ(t)dt,

lnPx(t) = K

∫ t

0
−λ(t)dt,

Px(t) = Ke−
∫ t
0 λ(t)dt.

Dosazeńım Px(0) = 1 źıskáme vztah pro pravděpodobnost bezporuchového provozu

R(t) = Px(t) = e
∫ t
0 −λ(t)dt.

Řešeńım druhé rovnice dostaneme

Q(t) = Px(t) = 1− e
∫ t
0 −λ(t)dt.

Pro λ(t) = λ vyjádř́ıme soustavu diferenciálńıch rovnic maticovým zápisem[
˙Px(t)

Ṗx(t)

]
=

[
−λ 0
λ 0

] [
Px(t)
Px(t)

]
.

Źıskáme matici intenzit. Matice intenzit neńı stochastická, součet prvk̊u v každém sloupci je
roven nule. Matici intenzit lze také napsat př́ımo z Markovova grafu.

Limitńı vektor

Matice pravděpodobnost́ı P popisuje, jaké jsou pravděpodobnosti přechodu mezi jednotlivými
stavy. Toho můžeme využ́ıt k výpočtu budoućıch stav̊u p(t+∆t) na základě předchoźıch stav̊u.
Pro zjednodušeńı zápisu budeme značit následuj́ıćı stav p(k+ 1) = p(t+ ∆t). Následuj́ıćı stav
tedy může źıskat jako p(k + 1) = Pp(k), tedy:

p(1) = Pp(0)

p(2) = Pp(1) = PPp(0)

...

p(k) = Pkp(0)

Uvažujme jednoduchý model:
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Př́ıslušná matice pravděpodobnost́ı přechodu je

P =

[
0.9 0.9
0.1 0.1

]
a vektor pravdpodobnost́ı p(t) je

p(t) =

[
PA(t)
PB(t)

]
Jaké budou pravděpodobnosti stav̊u v čase k = 2, pokud p(0) = [1, 0]T ?

p(1) = Pp(0) = P =

[
0.9 0.9
0.1 0.1

] [
1
0

]
=

[
0.9
0.1

]

p(2) = Pp(1) = P =

[
0.9 0.9
0.1 0.1

] [
0.9
0.1

]
=

[
0.9
0.1

]
V čase k = 2 budou tedy pravděpodobnosti stav̊u p(2) = [0.9, 0.1]T. Vid́ıme, že tyto

pravděpodobnosti se nebudou se zvyšuj́ıćım časem k měnit. Vektor [0.9, 0.1]T je tedy li-
mitńım vektorem modelu. Pro limitńı vektor x(k) plat́ı, že v něm soustava setrvává, tedy
jeho následuj́ıćı stav x(k + 1) bude stejný jako x(k):

Limitńı vektor x tedy můžeme vypoč́ıtat jako řešeńı soustavy

x = Px

nebo též

ax = Px,

kde a je vlastńı č́ıslo matice P a x je jej́ı vlastńı vektor. Lititńı vektor Markovova modelu
můžeme je tedy vlastńım vektorem P, který nálež́ı vlastńımu č́ıslu a = 1.

V tomto př́ıpadě je x = [0.9, 0.1]T je vlastńım vektorem P a ř́ıká nám, že v 90% bude
model ve stavu A, což neńı předvapivé, nebot’ pravděpodobnost setrváńı ve stavu A je 0.9,
nav́ıc pravděpodobnost přechodu z B do A je taktéž 0.9.

I Př́ıklad 1 (Mı́če) Mějme tři hráče (A,B,C). Pokud má mı́č A, tak ho s pravděpodobnost́ı
0.2 hod́ı hráči B, pokud má mı́č B, tak ho hod́ı s pravděpodobnost́ı 0.6 hráči A. Hráč C háźı
mı́č ostatńım dvěma se stejnou pravděpodobnost́ı. Jaká je pravděpodobnost, že hráči maj́ı mı́če
v čase k = 1, pokud v čase k = 0 budou mı́t stejnou pravděpodobnost, že mı́č maj́ı? Jaký je
limitńı stav?

Řešeńı:
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Matice pravděpodobnost́ı předchodu je

P =

 0.8 0.6 0.5
0.2 0.4 0.5
0 0 0


a počátečńı vektor p(0) = [1/3, 1/3, 1/3]T.

p(1) = Pp(0) =

 0.8 0.6 0.5
0.2 0.4 0.5
0 0 0

 1/3
1/3
1/3

 =

 0.633
0.367

0


Limitńı vektor dostaneme jako vlastńı vektor matice P nálež́ıćı vlastńımu č́ıslu 1. V tomto

př́ıpadě je limitńı vektor x = [0.75, 0.25, 0]T. V 75% př́ıpad̊u bude mı́t mı́č hráč A.

I Př́ıklad 2 (Soustava 2 prvky, každý prvek 2 stavy) Mějme soustavu se dvěma neopra-
vitelnými prvky X a Y , každý prvek má dva stavy (bezporuchový stav, porucha), intenzita
poruch je pro oba prvky stejná a konstantńı λi(t) = λ. Přechod ze stavu XY do stavu X̄Ȳ se
nepředpokládá. Nakreslete Markov̊uv graf, sestavte matici pravděpodobnost́ı přechodu a matici
intenzit.

Markov̊uv graf

t∆λ

XY
t∆λ

t∆λ

t∆λ

t∆λ t∆λ1−

t∆λ1−

XY XY

XY

1−2

1

Matice pravděpodobnost́ı přechodu:
PXY
PXY
PXY
PXY

 =


1− 2λ∆t 0 0 0

λ∆t 1− λ∆t 0 0
λ∆t 0 1− λ∆t 0

0 λ∆t λ∆t 1



PXY
PXY
PXY
PXY

 .

5



Matice intenzit: 
˙PXY
˙PXY
˙PXY
˙PXY

 =


−2λ 0 0 0
λ −λ 0 0
λ 0 −λ 0
0 λ λ 0



PXY
PXY
PXY
PXY

 .
Slučováńı stav̊u

Složitost Markovova modelu záviśı na počtu stav̊u soustavy. Soustava s m stavy bude popsána
m diferenciálńımi rovnicemi prvńıho řádu. Pro soustavu s n dvoustavovými prvky je počet
stav̊u soustavy m = 2n. Obecně pro prvky s k možnými stavy je m = kn. Počet diferenciálńıch
rovnic roste velmi rychle. Při výpočtu bezporuchovosti soustavy můžeme rozlǐsovat pouze
stavy určené počtem porouchaných prvk̊u a nezaj́ımat se o to, které prvky maj́ı poruchu.
Počet stav̊u soustavy a počet diferenciálńıch rovnic se t́ım zmenš́ı z 2n na n+1. Zjednodušeńı
ukážeme na předchoźım př́ıkladě. Stavy XY , XY slouč́ıme do jediného stavu XY +XY .

t∆λ

XY
t∆λ

t∆λ

t∆λ

t∆λ t∆λ1−

t∆λ1−

XY

XY

1−2

1

XY

XY

XY

∆λ2      t

t∆λ

XY
∆λ      t

t∆λ1−2

XY

1−

1

Ze stavu XY do stavu XY +XY se lze dostat bud’ poruchou prvku X nebo poruchou prvku
Y , proto pravděpodobnosti přechodu sč́ıtáme. Ze stavu XY + XY do stavu XY se dostane
v př́ıpadě, že zbylý prvek budu mı́t poruchu, proto je pravděpodobnost přechodu rovna λ∆t
(pouze jeden z nich může mı́t poruchu). Snadno lze nahlédnout, že aby došlo k zjednodušeńı
musej́ı být intenzity ze stav̊u XY nebo XY do XY stejné. Intenzity ze stavu XY do stavu
XY a XY mohou být r̊uzné.

I Př́ıklad 3 (Zálohováńı s přeṕınáńım) Mějme soustavu se zálohováńım přeṕınáńım, pr-
vek v záloze nestárne. Při poruše prvku X dojde k přepnut́ı na prvek Y . U prvku Y tedy
nenastane porucha dř́ıve než u prvku X. Intenzita poruchy prvku X je λ1 a intenzita poruchy
prvku Y je λ2. Nakreslete Markov̊uv graf.

λ1

λ2

X

Y
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Řešeńı:

t∆2λ

XY

λ t∆1

λ1− t∆1

λ1− t∆2

XY XY

1

I Př́ıklad 4 (Soustava s opravou) Mějme jednoprvkovou soustavu s opravou. Porucha
nastává s intenzitou λ a porouchaný prvek je opraven s intenzitou µ. Nakreslete Markov̊uv graf,
sestavte matici intenzit a vypočtěte pravděpodobnost bezporuchového provozu a pravděpodobnost
poruchy Px(t) =? a Px =? pro počátečńı podmı́nky Px(0) = 1 a Px(0) = 0.

µ . . . oprava
λ . . . porucha

Řešeńı:

t∆λ
t∆λ1−

1− t∆µ

X

t∆µ

X

[
Ṗx
Ṗx

]
=

[
−λ µ
λ −µ

] [
Px
Px

]
= A

[
Px
Px

]
výpočet vlastńıch č́ısel det(A− S) = 0 :[

−λ− s µ
λ −µ− s

]
= 0⇒ s(s+ λ+ µ) = 0⇒ s1 = −(λ+ µ)

s2 = 0

výpočet vlastńıch vektor̊u
s1 : [

−λ+ µ+ λ µ
λ −µ+ µ− λ

]
∼
[
µ µ
λ λ

]
⇒ v1 =

[
1
−1

]
t.

s2 : [
−λ µ
λ −µ

]
⇒ v2 =

[
1
λ
µ

]
t.

Px(t) = C1e
−(µ+λ)t + C2

Px(t) = −C1e
−(µ+λ)t + C2

λ

µ

Počátečńı podmı́nky Px(0) = 0 a Px(0) = 1.
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Px(t) =
λ

µ+ λ
e−(µ+λ)t +

µ

µ+ λ

Px(0) = − λ

µ+ λ
e−(µ+λ)t +

λ

µ+ λ
.

I Př́ıklad 5 Máme paralelńı systém se dvěma prvky, pričemž poruchy obou prvk̊u podléhaj́ı ex-
ponenciálńımu rozděleńı s parametrem λ = 0.01. Sestavte Markov̊uv model pro tuto soustavu.
Odvod’te pravděpodobnosti v jednotlých stavech. Určete středńı dobu bezporuchového provozu.

Řešeńı:
Uvažujeme tři stavy: a) oba prvky funkčńı, b) jeden prvek rozbitý (a druhý funkčńı), c) oba

prvky rozbité Soustava funguje tehdy, pokud funguje alespoň jeden prvek (čemuž odpov́ıdaj́ı
stavy 1 a 2).

2

1−2 1− 1λ

λ λ

λ

stav 2 stav 3stav 1

Model lze popsat soustavou Matice intenzit je

 ṗ1(t)
ṗ2(t)
ṗ3(t)

 = P

 p1(t)
p2(t)
p3(t)


=

 −2λ 0 0
2λ −λ 0
0 λ 0

 p1(t)
p2(t)
p3(t)


Řešeńı této soustavy je p1(t)

p2(t)
p3(t)

 = c1 ~v1eλ1t + c2 ~v2eλ2t + c3 ~v3eλ3t,

kde ~v1, . . . , ~v3 jsou vlastńı vektory matice intenzit P, a λ1, . . . , λ3 jsou odpov́ıdaj́ıćı vlastńı
č́ısla, a c1, . . . , c3 jsou konstanty. Vlastńı vektory a vlastńı č́ısla jsou λ1 = −2λ, ~v1 = [1,−2, 1]T

λ2 = −λ, ~v2 = [0, 1,−1]T λ3 = 0, ~v3 = [0, 0, 1]T .
Pravděpodobnosti výskytu jednotlivých stav̊u jsou: p1(t)

p2(t)
p3(t)

 = c1

 1
−2
1

 e−2λt + c2

 0
1
−1

 e−λt + c3

 0
0
1

 e0t
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Počátečńı podmı́nky jsou: p1(0) = 1, p2(0) = p3(0) = 0 (systém startuje ve funkčńım
stavu (ve stavu 1)). Z těchto počátačńıch podmı́nek lze určit konstatny:

 p1(0)
p2(0)
p3(0)

 =

 1
0
0

 = c1

 1
−2
1

 e−2λ0 + c2

 0
1
−1

 e−λ0 + c3

 0
0
1

 e0t

 1
0
0

 = c1

 1
−2
1

+ c2

 0
1
−1

+ c3

 0
0
1


Vyjde c1 = 1, c2 = 2, c3 = 1.
Pravděpodobnosti v jednotlivých stavech jsou tedy popsány p1(t)

p2(t)
p3(t)

 =

 1
−2
1

 e−2λt + 2

 0
1
−1

 e−λt + 1

 0
0
1


Spolehlivost soustavy je pravděpodobnost, že je soustava v 1. nebo 2. stavu

R(t) = p1(t) + p2(t) = e−2λt − 2e−2λt + 2e−λt = 2e−λt − e−2λt,

což je zároveň pravděpodonost bezporuchového provozu paralelńı soustavy se dvěma stejnými
prvky.

Středńı doba bezporuchového provozu tohoto systému je

Ts =

∫ ∞
0

R(t) dt =

∫ ∞
0

(
2e−λt − e−2λt

)
dt =

3

2λ
.

I Př́ıklad 6 Modulárńı robot typu ”had”je složen ze 4 modul̊u. Krajńı moduly (označené k)
jsou vybaveny kamerou a mohou tak sloužit k navigace směrem k napájećım zásuvkám. Robot
je schopen pohybovat se v prostřed́ı i bez těchto modul̊u, ale pro navigaci směrem k napájećım
zásuvkám (=zdroj energie) je nezbytný alespoň jeden k-modul. Moduly jsou dvou-stavové (fun-
fuje/nefunguje). Vytvořte Markov̊uv graf a určete

• Jaká je pravděpodobnost, že se robot m̊uže hýbat (muśı být funkčńı alespon 2 moduly)?

• Jaká je pravděpodobnost, že robot m̊uže dosáhnout zásuky (muśı být funkčńı alespoň 2
moduly a alespoň jeden z nich muśı být k-modul)?

K KV V

Řešeńı:
V tomto př́ıpadě stač́ı rozlǐsovat mezi vnitřńımi v-moduly a krajńımi moduly k-moduly.

Každý stav Markova grafu bude obsahovat počet funkčńıch modulu každého typu, stavy
oznáč́ıme stylem ”počet k-modul̊u/ počet v-modul̊u”, např. stav 2/1 znač́ı, že funguj́ı 2 krajńı
roboty a 1 vnitřńı robot. Graf pak bude vypadat takto:
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λv λv

λv

λkλk

λv

λv

λk λk λk
λv

λk

1/01/11/2

0/2 0/1 0/0

2/2 2/1 2/0

2

2

22

2

2

Pravděpodobnost, že se robot hýbe: P (t) = P2/2(t) + P2/1(t) + P2/0(t) + P1/2(t) + P1/1(t) +
P0/2(t). Pravděpodobnost, že může dosáhnout zásuvky: P (t) = P2/2(t) +P2/1(t) +P2/0(t) +
P1/2(t) + P1/1(t)

I Př́ıklad 7 V mı́stnosti jsou tři radiátory (λr je intenzita poruchy jednoho radiátoru). Do
mı́stnosti chod́ı vrátný. V př́ıpadě, že je některý radiátor rozbitý, provede záznam v knize
závad. Tuto knihu čte opravář a v př́ıpadě, kdy je v knize záznam, jde do mı́stosti radiátory
opravit.

• Sestavte Markov̊uv graf pro př́ıpad, že opravář opravuje radiátory postupně s intenzitou µ

• Sestavte Markov̊uv graf s uvažováńım hromadných oprav (s intenzitou µh).

Řešeńı:
Neńı třeba rozlǐsovat mezi jednotlivými radiátory, můžeme tedy jen poč́ıtat, kolik je

funkčńıch a kolik rozbitých. Označ́ıme stavy bud’ jen č́ıslem, které vyjadřuje počet funkčńıch
radiátor̊u, nebo přidáme ’z’, což znač́ı, že jsou existuje záznam v knize závad. Např. 2z
označuje stav, ve které jsou 2 radiátory funkčńı a existuje záznam v knize závad.
Poznámky:
1. při postupných opravách (levý obrázek) se zvyšuje pravděpodobnost opravy při v́ıce roz-
bitých radiátorech (3µ, 2µ), což lze interpretovat tak, že pravděpodobnost, že opravář přijde
do mı́stnosti je závislá na počtu záznamů (relevantńıch k dané mı́stnosti) v knize závad.
2. při hromadné opravě jsou vyměněny všechny rozbité radiátory najednou, pravděpodobnost
opravy je tedy nezávislá na jejich počtu (proto jsou na hranách pouze µh).

λ r λ r λ r

λ rλ r

λv
λv λv

02 13

2z 1z 0z

3 2

2

3µ2µ

µ

λ r λ r λ r

λ rλ r

λv
λv λv

02 13

2z 1z 0z

3 2

2

µ

µ
h

h

µh

Postupné opravy Hromadné opravy
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I Př́ıklad 8 Jedinou možnost́ı pro útěk z vězeńı je ventilačńı šachta, ve které jsou umı́stěny
dva ventilátory. Utéci lze pouze v př́ıpadě, kdy oba ventilátory stoj́ı. Každý z ventilátor̊u se
s intenzitou λ, nezávisle na druhém ventilátoru zastavuje a poté se s intenzitou µ zase ro-
zeběhne (zastavováńı a rozběh je dáno potřebou regulovat výměnu vzduchu v celách na základě
teploty a obsahuje CO2). Běž́ıćı ventilátor se m̊uže s intenzitou β porouchat, tj. trvale zasta-
vit. Ventilátory jsou opravovány technikem, který s intenzitou ω oprav́ı všechny porouchané
ventilátory najednou.

• Sestrojte Markov̊uv graf.

• Napǐstě soustavu diferenciálńıch rovnic.

• Vyjádřete pravděpodobnost, že je jeden ventilátor funkčńı (tj, že běž́ı).

• Jaká je pravděpodobnost, že je vězn̊um podař́ı utéct ventilačńı šachtou, pokud v́ıme, že
pravděpodobnost útěku z areálu veznice je putek = 0.01?

Řešeńı:
Před řešeńım je dobré si ujasnit, jaké stavy může jeden ventilátor nabývat: bud’ je funkčńı

a bež́ı (fouká vzduch), nebo je funkčńı a je pozastaven (nefouká vzduch), nebo je rozbitý.
Ventilátor, který je funkčńı, ale nefouká, se nemuže rozb́ıt. Opravář opravuje jen rozbité
ventilátory, tedy ne ty pozastavené.
K řešeńı můžeme přistoupit bud’ tak, že budeme mezi ventilátory rozlǐsovat, nebo budeme
pouze uvažovat počet ventilátor̊u v daném stavu. Druhý zp̊usob vede na menš́ı počet stav̊u
a současně stač́ı k zodpovězeńı otázek, proto jej použijeme. Stavy budeme značit (A/B/C),
kde A je počet běž́ıćıch ventilátor̊u, B je počet pozastavených a C je počet rozbitých.
Ze zadáńı neńı jasné, jak se s opravenými ventilátory nalož́ı. Můžeme tedy uvažovat dvě
situace: a) po opravě budou oba dva ventilátory zapnuty (budou foukat), b) po opravě se zapne
jen ten, který byl před opravou zapnut. Těmto uvažovaným scénář̊um odpov́ıdaj́ı následuj́ıćı
grafy:

2/0/0 1/1/0 0/2/0

λ λ2

2µµ
β2

1/0/1

0/0/2

λ

µ

0/1/1

β

β
ω

ω

ω

2/0/0 1/1/0 0/2/0

λ λ2

2µµ
β2

1/0/1

0/0/2

λ

µ

0/1/1

β

β

ω

ω

ω

Sitauce a Sitauce b

Pravděpodobnost, že je jeden ventilátor funkčńı je pak pravděpodobnost stav̊u P1/1/0(t) +
P1/0/1(t) + P0/1/1(t).
Vězni mohou ventilačńı šachtou utéct pouze tehdy, stoj́ı-li oba ventilátory, což nastane s
pravděpodobnost́ı P0/2/0(t) +P0/1/1(t) +P0/0/2(t). Tato pravděpodobnost však vyjadřuje jen
možnost úniku šachtou. Vezni mohou uniknout z celého vezeńı s pravděpodobnost́ı: (P0/2/0(t)+
P0/1/1(t) + P0/0/2(t)) · Putek.
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I Př́ıklad 9 Povrch Marsu brázd́ı statečné marsovské voźıtko FEL, které je poháněno dvěma
pásy (levým a pravým), přičemž každý pás je ovládán dvěma motory. Každý motor je zod-
povědný za pohyb jedńım směrem (tj. pokud funguj́ı oba motory, pás m̊uže konat dopředný i
zpětný pohyb; pokud funguje jen jeden motor, pás m̊uže konat jen ten pohyb, který odpov́ıdá
funčkńımu motoru). Pravděpodobnost poruchy jednoho motoru je pm. V př́ıpadě, že pás nelze
ovládat (tj. oba motory daného pásu jsou rozbité), zkouš́ı voźıtko resetovat ř́ıdićı desku roz-
bitého pásu. To se s pravděpodobnost́ı pr povede a v takovém př́ıpadě jsou oba motory zase
funkčńı.

• Sestrojte Markov̊uv graf tak, abyste dokázali odpovědět na následuj́ıćı otázky:

• Jaká je pravděpodobnost, že ani jeden z pás̊u se nem̊uže hýbat?

• Jaká je pravděpodobnost, že se jeden pás m̊uže hýbat oběma směry, zat́ımco druhý jenom
jedńım směrem?

pr

pr

pr

pr
pr

pr

2/2 2/1 2/0

0/2

1/11/2 1/0

0/00/1

2pm

2pm

p

2p2p

2p

p

p2p

m

m m

m

m

m

p

p

m

m
p
m

m

2/2

1/1

2/0

0/2

0/1

1/0
0/0

2/1

1/2

4pm

2p r

2p

2p
m

m

2pm

2p r

4p m

2pm

rp

Rozlǐsujeme levý/pravý pás Sloučené stavy

Řešeńı:
Model lze vytvořit dvěma zp̊usoby:

• Budeme rozlǐsovat jednotlivé pásy. V tom př́ıpadě použijeme zápis A/B, kde A je počet
funkčńıch motor̊u na levém pásu a B vyjadřuje počet funkčńıch na pravém pásu. To-
muto modelu odpov́ıdá graf vlevo. V tomto př́ıstupu je stav ”2/1”jiný, než stav ”1/2”.

• Nebudeme rozlǐsovat mezi pásy, tedy např. stavy 2/1 a 1/2 budou stejné. Tohoto modelu
můžeme dosáhnout sloučeńım př́ıslušných stav̊u předchoźıho modelu. Model je na obr.
vpravo. Všimněte si, že přechody do sloučených stav̊u jsou maj́ı vyšš́ı ohodnoceńı, jelikož
se do nich můžeme dostat z v́ıcero vstupńıch stav̊u. Např.

Oba modely jsou zakresleny bez zpětných smyček.

Jaká je pravděpodobnost, že ani jeden z pás̊u se nem̊uže hýbat? V př́ıpadě obou model̊u
je odpověd P0/0(t), což je pravděpodobnost stavu 0/0.

Jaká je pravděpodobnost, že se jeden pás m̊uže hýbat oběma směry, zat́ımco druhý jenom
jedńım směrem? V př́ıpadě prvńıho modelu, který rozlǐsuje mezi levým a pravým pásem, je
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odpoved’: P1/2(t) + P2/1(t). Odpoved’ na základě druhého modelu je P2/1 1/2(t).
Tyto pravděpodobnosti bychom źıskali řešeńım soustavy rovnic.

I Př́ıklad 10 (Markovovy modely) Mějme systém s 5 ventilátory (A, B, C, D, E). Aby
systém fungoval muśı fungovat alespoň 3 ventilátory. Pro správnou funkčnost je také nutný
bezporuchový stav ventilátoru A. Intenzita poruch ventilátoru A je λA, ostatńı ventilátory
maj́ı intenzitu poruch stejnou (λ).

Řešeńı:

3A 2A 0A1A4A

1234 0

λ λ λ

λλλλ

λ λ λ

λ

λ

λ

a a a a a

4 3 2

4 3 2

I Př́ıklad 11 (Markovovy modely) Mějme dva prvky v paralelńı záloze. Jeden prvek je nověǰśı
s intenzitou poruch λ1, druhý prvek je starš́ı a intenzita poruchy je λ2 > λ1. Protože prvky
vyžaduj́ı pro opravu speciálńı školeńı, opravuje každý prvek jeden specializovaný opravář. Prvńı
prvek chod́ı opravovat opravář s intezitou µ1. Druhý opravář chod́ı kontrolovat druhý prvek s
intenzitou µ2. Nakreslete př́ıslušný markovov̊uv graf a napǐste soustavu diferenciálńıch rovnic.

Řešeńı:

XY

t∆λ1

t∆λ1

t∆λ2 t∆λ2

t∆µ1

t∆µ2

1− −t∆λ1 t∆λ2

1− −t∆λ2 t∆µ1

1− −t∆λ1 t∆µ2

1− −t∆µ1 t∆µ2

t∆µ2

t∆µ1

XY

XY

XY


ṖXY (t)

ṖXY (t)

ṖXY (t)

ṖXY (t)

 =


−λ1 − λ2 µ1 µ2 0

λ1 −λ2 − µ1 0 µ2

λ2 0 −λ1 − µ2 µ1

0 λ2 λ1 −µ1 − µ2

 ·

PXY (t)
PXY (t)
PXY (t)
PXY (t)
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I Př́ıklad 12 (Markovovy modely) Výrobńı hala je osvětlena 3 reflektory 1kW s intenzi-
tou poruch λ1 a 4 reflektory 500W s intenzitou poruch λ2. Reflektory jsou hromadně opra-
vovány s intenzitou µ (celková doba opravy je zanedbatelně malá k době provozu). Nakreslete
markovov̊uv graf a napǐste k němu př́ıslušnou soustavu rovnic, ze které bude možné vyjadřit
pravděpodobnost, že hala je osv́ıcena reflektory o celkovém př́ıkonu alespoň 3.9kW. Tuto prav-
dwpodobnost symbolicky vyjádřete (soustavu nepoč́ıtejte).

Řešeńı:

1−(µ+2λ  +4λ  )∆

(2λ  +4λ  )∆

1−(µ+3λ  +2λ  )∆

(3λ  +2λ  )∆

1−(µ+3λ  +4λ  )∆

1−(µ+3λ  +3λ  )∆

t λ  ∆13

µ∆t

µ∆t

µ∆t

t λ  ∆13

t λ  ∆23

t λ  ∆24

µ∆t

t1−µ∆
10

4

(2,4) 4kW

(3,4) 5kW

2

3 (3, 2) 4kW

(3, 3) 4.5kW

x−(2, 3) 3.5kW, (1,4) 3kW

21

21

1 t2

21 t

21

t

21

t

t

t

I Př́ıklad 13 Pro obvod se tř́ıstavovými diodami vytvořete Markov̊uv model. Intenzita přerušeńı
je λp a intenzita zkratu je λz. Jaká je pravděpodobnost, že se obvod chová jako dioda?

Řešeńı:
Pro každou diodu urč́ıme, jak se obvod bude chovat po zkratu nebo přerušeńı této di-

ody. Stavy znač́ıme pro jednoduchost schématem vzniklého obvodu. Zpětné smyčky nejsou
zaresleny.

λz

λz

λp
λz

λp

λp

λp
λz

λz

λp

2

2
2

2

2

2

6

2

5
3

4

1
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Stavy 1,2,3 a 4 odpov́ıdaj́ı tomu, že se obvod chová jako dioda. Pravděpodobnost tedy je
P1(t)+P2(t)+P3(t)+P4(t). Pravděpodobnosti Pi(t) bychom dostali řešeńım soustavy rovnic.

I Př́ıklad 14 Letecká společnost má dvě nákladńı letadla (inzenzita poruch jednoho letadla je
λn), a dvě osobńı letadla (intenzita poruch je λo). Sestavte Markov̊uv graf.

Řešeńı:Stavy znač́ıme X/Y, kde X je počet funkčńıch osobńıch letadel a Y je počet funkčńıch
nákladńıch letadel. Pozor, stavy nelze slučovat (např. 2/0 a 0/2), nebot’ inzenzita poruch se
lǐśı pro osobńı a nákladńı letadla!.
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