Statistika a spolehlivost v 1ékarstvi
Markovovy modely

Markovovy modely

Vypocet spolehlivosti opravovanych soustav nebo soustav se zalohovanim byva slozity. Pokud
maji doby poruch a doby obnov exponencialni rozdéleni, je vyhodné pouzit Markoviuv mo-
del. V teorii Markovovych procesu se omezime na zakladni vlastnosti potifebné pro vypocet
spolehlivosti soustav, teorie Markovovych procesu je popsana v pocetné literatufe.
Markovovy modely jsou funkce dvou nahodnych proménnych, stavu soustavy a doby
nebo jiné velic¢iny, v zdvislosti na které stav sledujeme. Obé veli¢iny mohou byt spojité nebo
diskrétni, tomu odpovidaji ¢tyti druhy modelu.
Def: Markovuv retézec : model s diskrétnimi stavy a diskrétnim casem.
Def: Markoviv proces : model s diskrétnimi stavy a spojitym Casem.
Def: Markoviv model : mnozina pravdépodobnosti udavajicich pravdépodobnost piechodu
z néjakého vychoziho stavu do néjakého nasledujiciho stavu. Pravdépodobnost zavisi pouze
na téchto dvou stavech a je zcela nezavisla na vSech minulych stavech, kterymi proces prosel.
Pro sestaveni Markovova modelu se nejprve definuji vzajemné se vylucujici stavy soustavy.
Soustava Markovovych stavovych rovnic popisuje pravdépodobnostni prechody z poc¢atecnich
stavil do koneénych stavi. Za predpoklad :

1. Pravdépodobnost prechodu z jednoho stavu do jiného v ¢asovém intervalu At je rovna
soucinu \;(t) - At, kde \;(t) je intenzita pravdépodobnosti prechodu (hazard) piislusna
ke dvéma stavim, mezi kterymi pfechod probiha.

2. Pravdépodobnosti vice nez jednoho prechodu v ¢asovém intervalu At jsou fadové mensi
a lze je zanedbat.

Def: Homogenni model : viechna \;(t) = \; jsou konstantni.
Def: Nehomogenni model : néktera \;(¢) je funkei ¢asu.

Markovovy modely lze ndzorné vyjadiit orientovanym grafem (Markovuv graf). Uzly grafu
predstavuji stavy soustavy, orientované hrany grafu oznacené pravdépodobnostmi piechodu
udavaji mozné prechody.



Méjme soustavu s jedinym neopravitelnym prvkem. Pravdépodobnost bezporuchového
stavu x v Case t + At oznatme Py(t + At). Podobné pravdépodobnost, ze soustava bude
v poruchovém stavu T oznacéime Pgz(t + At).
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Markovuv graf

Odvozeni matice pravdépodobnosti prechodu

Pro pravdépodobnosti jednotlivych stavi napiSeme rovnice
P.(t+At) = (1= Xt)AL) - Pu(t),
Pr(t + At) = A(t)At - Py(t) + Pg(t),

které prepiSseme do maticové rovnice

] = [ ) (]

nebo zkracené:

p(t + At) = Pp(t),

kde IP je matice pravdépodobnosti prechodu, a vektor p(t) obsahuje pravdépodobnosti jednot-
livych stavu v ¢ase t, tedy v tomto pripadé

Py(t)
t) =
plt) [ Px(t)
Matice pravdépodobnosti pfechodu P m& soucet v kazdém sloupci roven 1.
Poznamka: Rownice lze zapsat i obrdcené, pomoci tadkového vektoru pravdépodobnosti

P (t) = [pi(t),...,pn(t)] (pi(t) je pravdépodobnost stavu i) a matice P, pro kterou plati P’ =
PT. V takovém pripadé se ndsledujici stav pocitd ndsobenim zleva:

p(t+ At) =p' ()P
Pro matici P’ samozrejmé plati, Ze soucet pravdépodobnosti v Fddcich musi bijt roven 1. Pro
vipocet s Markovoviimi modely je jedno, kteriy zpusob zdpisu matice pravdépodobnosti prechodi
se pouZije, je vak tieba dbdt na pouZiti spravniych vektori a sprdvného ndsobeni matice.

Odvozeni matice intenzit

Rovnice (1) 1ze déle upravit na tvar :

Py(t + At) — Py(t)

Po(t + At) — Po(t)
N = AR



Zavedenim limity pro At — 0
P.(t + At) — P,(t)

Aim At = —AOP),
. Pr(t+ At) — Px(t) B
Am A = AOP(),

ziskame soustavu diferencidlnich rovnic

Px = _)‘(t)Px(t)a
Pr = M\t)Pu(t).

Obvyklé pocateéni podminky jsou P,(0) =1 a Pz(0) = 0. Prvni rovnici lze fesit samostatné

apr,
1

mP(t) = K /0 ",
Py(t) = Ke Jor0id
Dosazenim P,(0) = 1 ziskdme vztah pro pravdépodobnost bezporuchového provozu
R(t) = Py(t) = eho A0t
Resenim druhé rovnice dostaneme
Q) = Pi(t) = 1 = elo 20,
Pro A(t) = A vyjadiime soustavu diferencidlnich rovnic maticovym zapisem
EARRUIET
Pi(t) X ol
Ziskdme matici intenzit. Matice intenzit neni stochastickd, soucet prvku v kazdém sloupci je
roven nule. Matici intenzit lze také napsat piimo z Markovova grafu.

Limitni vektor

Matice pravdépodobnosti P popisuje, jaké jsou pravdépodobnosti prechodu mezi jednotlivymi
stavy. Toho muzeme vyuzit k vypoctu budoucich stavu p(t+At) na zakladé predchozich stavi.
Pro zjednoduseni zapisu budeme znacit néasledujici stav p(k+ 1) = p(t + At). Nésledujici stav
tedy muze ziskat jako p(k + 1) = Pp(k), tedy:

Uvazujme jednoduchy model:



Piislusna matice pravdépodobnosti prechodu je

0.9 0.9
P_[Oloi]

a vektor pravdpodobnosti p(t) je

P0=| oot |

Jaké budou pravdépodobnosti stavii v éase k = 2, pokud p(0) = [1,0]7 ?

MU:PM@ZP:[%?S?}[%]Z[&?]

w=o=r=[2 31 22] 31

V case k = 2 budou tedy pravdépodobnosti stavii p(2) = [0.9,0.1]T. Vidime, ze tyto
pravdépodobnosti se nebudou se zvysujicim ¢asem k ménit. Vektor [0.9,0.1]T je tedy li-
mitnim vektorem modelu. Pro limitni vektor z(k) plati, Zze v ném soustava setrvava, tedy
jeho nésledujici stav z(k + 1) bude stejny jako z(k):

Limitni vektor x tedy muzeme vypocitat jako feSeni soustavy

r = Px

nebo téz

axr = Pz,

kde a je vlastni ¢islo matice P a x je jeji vlastni vektor. Lititni vektor Markovova modelu
muzeme je tedy vlastnim vektorem PP, ktery nalezi vlastnimu ¢islu a = 1.

V tomto pifpadé je z = [0.9,0.1]T je vlastnim vektorem P a #ikd nam, ze v 90% bude
model ve stavu A, coZz neni pfedvapivé, nebot pravdépodobnost setrvani ve stavu A je 0.9,
navic pravdépodobnost prechodu z B do A je taktéz 0.9.

Priklad 1 (Mice) Méjme tri hrdce (A, B,C). Pokud md mi¢ A, tak ho s pravdépodobnosti
0.2 hodi hraci B, pokud md mi¢ B, tak ho hodi s pravdépodobnosti 0.6 hraci A. Hra¢ C hdzi
mic ostatnim dvéma se stejnou pravdépodobnosti. Jakd je pravdépodobnost, Ze hrdci magji mice
v éase k = 1, pokud v ¢ase k = 0 budou mit stejnou pravdépodobnost, Ze mi¢ maji? Jaky je
limitni stav?

Reseni:



Matice pravdépodobnosti predchodu je

0.8 0.6 0.5
P=1]02 04 05
0 0 O

a pocatecni vektor p(0) = [1/3,1/3,1/3]T.

08 06 057 [ 1/3 0.633
p(1)=Pp(0)= | 0.2 04 05 | | 1/3 | = 0.367
0 0 0 1/3 0

Limitni vektor dostaneme jako vlastni vektor matice P nalezici vlastnimu ¢islu 1. V tomto
pifpadé je limitni vektor 2 = [0.75,0.25,0]*. V 75% piipadi bude mit mi¢ hrac A.

Priklad 2 (Soustava 2 prvky, kazdy prvek 2 stavy) Méjme soustavu se dvéma neopra-
vitelngmi proky X oY, kazdy prvek md dva stavy (bezporuchovy stav, porucha), intenzita
poruch je pro oba prvky stejnd a konstantni \;(t) = \. Prechod ze stavu XY do stavu XY se
neptedpoklddd. Nakreslete Markoviv graf, sestavte matici pravdépodobnosti prechodu a matici
intenzit.

Markovuv graf

Matice pravdépodobnosti pfechodu:

Pxy 1—2)\A¢ 0 0 07 [ Pxy
Pgy | AAE 1 - AAE 00 || Pgy
Py | AAL 0 1—MAt 0 | | Pyy
Pry 0 A AAL 1 | Py



Matice intenzit:

Pxy —2X 0 0 07 [ Pxy
Peyv | | A =X 0 0[] Pgy
P | | A 0 =X 0| Pyy
Pgy 0 A XA 0]| Pgy

Slucovani stavua

Slozitost Markovova modelu zavisi na po¢tu stavi soustavy. Soustava s m stavy bude popsana
m diferencidlnimi rovnicemi prvniho fadu. Pro soustavu s n dvoustavovymi prvky je pocet
stavil soustavy m = 2". Obecné pro prvky s k moznymi stavy je m = k™. Pocet diferencialnich
rovnic roste velmi rychle. Pii vypoctu bezporuchovosti soustavy muzeme rozliSovat pouze
stavy urcené poctem porouchanych prvkia a nezajimat se o to, které prvky maji poruchu.
Pocet stavu soustavy a pocet diferencidlnich rovnic se tim zmensi z 2™ na n+ 1. Zjednoduseni
ukézeme na pifedchozim pifkladé. Stavy XY, XY slouéime do jediného stavu XY + XY

1-2\ At 1A

Ze stavu XY do stavu XY + XY se lze dostat bud poruchou prvku X nebo poruchou prvku
Y, proto pravdépodobnosti pfechodu séitdme. Ze stavu XY + XY do stavu XY se dostane
v pripadé, ze zbyly prvek budu mit poruchu, proto je pravdépodobnost prechodu rovna AAt
(pouze jeden z nich muze mit poruchu). Snadno lze nahlédnout, ze aby doslo k zjednoduseni
museji byt intenzity ze stavii XY nebo XY do XY stejné. Intenzity ze stavu XY do stavu
XY a XY mohou byt rizné.

Priklad 3 (Zalohovani s prepinanim) Méjme soustavu se zdlohovanim prepindnim, pr-
vek v zdloze nestdrne. Pri poruse prvku X dojde k prepnuti na prvek Y. U prvku Y tedy
nenastane porucha drive nez u prvku X . Intenzita poruchy prvku X je A1 a intenzita poruchy
prvku Y je Ao. Nakreslete Markoviv graf.
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ResSeni:
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Priklad 4 (Soustava s opravou)  Méjme jednoprvkovou soustavu s opravou. Porucha

nastdvd s intenzitou A a porouchany prvek je opraven s intenzitou p. Nakreslete Markoviv graf,

sestavte matici intenzit a vypoctéte pravdeépodobnost bezporuchového provozu a pravdépodobnost
poruchy Py(t) =7 a Pz =7 pro poédteéni podminky Py(0) =1 a P5(0) = 0.

—Q— ... oprava

A ... porucha

Reseni:
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vypocet vlastnich ¢isel det(A —S)=0:

A-soow ] o si= ()
[ ) _M_S}—O:s(s+)\+u)—0:> 55— 0
vypocet vlastnich vektoru
S1
A+ p+A I W 1
[ A —u+u—)\] [)\ ATt
S9
_ 1
3 4] 3
—u a
P.(t) = 0167(‘“+)\)t+02
Ps(t) = —016_(“+’\)t+02:

Pocédtecni podminky Pz(0) =0 a P,(0) = 1.



A Iz
P(t) = —— (N+/\)t+7
®) u+)\€ A
A A
Pr(0) = ——C e WMt T
© u+)\e Jr/Hr/\

» Priiklad 5 Mdme paralelni systém se dvéma proky, pricemz poruchy obou prvkiu podléhaji ex-
ponencialnimu rozdéleni s parametrem A = 0.01. Sestavte Markoviv model pro tuto soustavu.
Odvod’te pravdépodobnosti v jednotlych stavech. Uréete stredni dobu bezporuchového provozu.

Reseni:
Uvazujeme tii stavy: a) oba prvky funkéni, b) jeden prvek rozbity (a druhy funkéni), c) oba

prvky rozbité Soustava funguje tehdy, pokud funguje alespon jeden prvek (Cemuz odpovidaji
stavy 1 a 2).

stav 1 2 stav 2 A stav 3
N

O O

122 1-A 1

Model lze popsat soustavou Matice intenzit je

pi(t) pi(t)
pa(t) = P | pat)
p3(t) p3(t)

—2\ 0 0 pi(t)

Reseni této soustavy je

pi(t)
pa(t) | = crvieM’ + covpe?! + cyuzet,
ps(t)
kde v1,...,03 jsou vlastni vektory matice intenzit P, a A1,..., A3 jsou odpovidajici vlastni
¢isla, a cq, . . ., c3 jsou konstanty. Vlastni vektory a vlastni éisla jsou Ay = —2\, 91 = [1,—2,1]7
A=\, 13 =1[0,1,-1]7 A3 =0, v3 = [0,0,1]7.
Pravdépodobnosti vyskytu jednotlivych stava jsou:
pi(t) 1 0 0
pa(t) | =c1 | —2 e M 4 ¢y 1 |eMgeg| 0|
Pa(t) 1 -1 1



Pocatecni podminky jsou: pi(0) = 1, p2(0) = p3(0) = 0 (systém startuje ve funkénim
stavu (ve stavu 1)). Z téchto pocatacnich podminek lze urcit konstatny:

p1(0) 1 1 0 0
p2(0) | =10 = | =2 |eqe| 1 |eMteg| 0|
p3(0) | 0 ] | 1] —1 1
(1] 1 ] 0 0
0 = c| -2 | +4+ce 1 +c3| O
| 0 ] | 1 ] -1 1

Vyjdecy =1,c0=2,c3=1.
Pravdépodobnosti v jednotlivych stavech jsou tedy popsany

p1(t) 1 0 0
p) | = 2 |eP4r2] 1 [eM+1]0
p3(t) 1 -1 1

Spolehlivost soustavy je pravdépodobnost, ze je soustava v 1. nebo 2. stavu

R(t) = p1(t) + pa(t) = e PN — 267 2M 907 A — 9= _ =22

coz je zaroven pravdépodonost bezporuchového provozu paralelni soustavy se dvéma stejnymi
prvky.
Stiedni doba bezporuchového provozu tohoto systému je

o [e.e] 3
_ _ Xt —2Xt _
T, —/0 R(t)dt —/0 <2e e ) dt o

Priklad 6 Moduldrni robot typu "had”je sloZen ze 4 moduli. Krajni moduly (oznacené k)
jsou vybaveny kamerou a mohou tak slouZit k navigace smérem k napdjecim zdsuvkam. Robot
je schopen pohybovat se v prostredi i bez téchto moduli, ale pro navigaci smérem k napdjecim
zasuvkdm (=zdroj energie) je nezbytny alesponi jeden k-modul. Moduly jsou dvou-stavové (fun-
fuje/nefunguge). Vytvorte Markoviv graf a urcete

e Jakd je pravdépodobnost, Ze se robot mize hybat (musi byt funkcni alespon 2 moduly)?

e Jakd je pravdépodobnost, Ze robot muze dosdhnout zdsuky (musi byt funkcni alespori 2
moduly a alespori jeden z nich musi byt k-modul)?

Reseni:

V tomto pfipadé staci rozliSovat mezi vnitinimi v-moduly a krajnimi moduly k-moduly.
Kazdy stav Markova grafu bude obsahovat pocet funkénich modulu kazdého typu, stavy
oznécime stylem ”pocet k-moduli/ pocet v-moduli”, napf. stav 2/1 znaéi, ze funguji 2 krajni
roboty a 1 vnitini robot. Graf pak bude vypadat takto:



Pravdépodobnost, ze se robot hybe: P(t) = Pyo(t) + Po/1(t) + Pojo(t) + Prja(t) + P (t) +
Py/(t). Pravdépodobnost, ze muze dosdhnout zdsuvky: P(t) = Py/s(t) + P2/1(t) + Pyo(t) +
Pyjo(t) + Prj(t)

Priklad 7 V mistnosti jsou tri radidgtory (A, je intenzita poruchy jednoho radidtoru). Do
mistnosti chodi vrdtny. V pripadé, Ze je méktery radidtor rozbity, provede zdznam v knize
zavad. Tuto knihu ¢éte opravdr a v pripadé, kdy je v knize zdznam, jde do mistosti radidtory
opravit.

e Sestavte Markoviv graf pro pFipad, Ze opravar opravuje radidtory postupné s intenzitou

o Sestavte Markoviv graf s uvaZovdanim hromadngch oprav (s intenzitou up).

Reseni:

Neni tieba rozliSovat mezi jednotlivymi radidtory, muzeme tedy jen pocitat, kolik je
funkénich a kolik rozbitych. Oznac¢ime stavy bud jen éislem, které vyjadiuje pocet funkénich
radiatoru, nebo pridame ’z’, coz znaci, ze jsou existuje zdznam v knize zavad. Napf. 2z
oznacuje stav, ve které jsou 2 radiatory funkéni a existuje zdznam v knize zavad.
Poznamky:

1. pii postupnych opravéich (levy obréazek) se zvysuje pravdépodobnost opravy pii vice roz-
bitych radidtorech (3u, 2u), coz lze interpretovat tak, ze pravdépodobnost, ze opravar piijde
do mistnosti je zavisld na poc¢tu zéznamu (relevantnich k dané mistnosti) v knize zdvad.

2. pfi hromadné opravé jsou vymeénény vSechny rozbité radidtory najednou, pravdépodobnost
opravy je tedy nezavisla na jejich po¢tu (proto jsou na hrandch pouze up).

Postupné opravy Hromadné opravy

10



Priklad 8 Jedinou moznosti pro uték z vézeni je ventilacni Sachta, ve které jsou umistény
dva ventildatory. Utéci lze pouze v pripadé, kdy oba ventildtory stoji. KaZdy z ventildtori se
s intenzitou A\, nezdvisle na druhém ventildtoru zastavuje a poté se s intenzitou pu zase ro-
zebéhne (zastavovdni a rozbéh je ddno potrebou regulovat vimeénu vzduchu v celdch na zdkladé
teploty a obsahuje COs). Bézici ventilator se miZe s intenzitou B porouchat, tj. trvale zasta-
vit. Ventildtory jsou opravovdny technikem, ktery s intenzitou w opravi vSechny porouchané
ventildtory najednou.

o Sestrojte Markovuv graf.

e Napiste soustavu diferencidlnich rovnic.

o Vyjddrete pravdépodobnost, Ze je jeden ventildtor funkéni (tj, Ze bézi).
e Jakd je pravdépodobnost, Ze je véznum podaii utéct ventilacni Sachtou, pokud vime, Ze
pravdépodobnost utéku z aredlu veznice je putek = 0.017

Reseni:

Pfed feSenim je dobré si ujasnit, jaké stavy muzZe jeden ventildtor nabyvat: bud je funkén{
a bezi (foukd vzduch), nebo je funkéni a je pozastaven (nefoukd vzduch), nebo je rozbity.
Ventilator, ktery je funkéni, ale nefoukd, se nemuze rozbit. Opravai opravuje jen rozbité
ventilatory, tedy ne ty pozastavené.
K feSeni muzeme piistoupit bud tak, Ze budeme mezi ventildtory rozliSovat, nebo budeme
pouze uvazovat pocet ventilatoru v daném stavu. Druhy zptsob vede na mensi pocet stavu
a soucasné staci k zodpovézeni otazek, proto jej pouzijeme. Stavy budeme znacit (A/B/C),
kde A je pocet bézicich ventilatoru, B je pocet pozastavenych a C je pocet rozbitych.
Ze zadani neni jasné, jak se s opravenymi ventildtory nalozi. Muzeme tedy uvazovat dvé
situace: a) po opravé budou oba dva ventilatory zapnuty (budou foukat), b) po opravé se zapne
jen ten, ktery byl pfed opravou zapnut. Témto uvazovanym scéndium odpovidaji nasledujici

grafy:
2\ 2\
,@ CO J
2B 2[3 H co
“

Sitauce a Sltauce b

Pravdépodobnost, ze je jeden ventilator funkéni je pak pravdépodobnost stavii Py /o(t) +
P1jon(t) + Posayi(t).

Vézni mohou ventila¢ni Ssachtou utéct pouze tehdy, stoji-li oba ventilatory, coz nastane s
pravdépodobnosti FPy/2/0(t) + Po/1/1(t) + Fojo/2(t). Tato pravdépodobnost viak vyjadiuje jen
moznost tiniku Sachtou. Vezni mohou uniknout z celého vezeni s pravdépodobnosti: (F/2/0(t)+
Poj11(t) + Pojoya(t)) - Putek-

11



Piiklad 9 Povrch Marsu brdzdi statecné marsovské vozitko FEL, které je pohdnéno dvéma
pasy (levgm a pravym), pricemz kaZdy pds je ovldddin dvéma motory. Kazdy motor je zod-
povédny za pohyb jednim smérem (tj. pokud funguji oba motory, pds mize konat dopredny i
zpétny pohyb; pokud funguje jen jeden motor, pas muze konat jen ten pohyb, ktery odpovidd
funéknimu motoru). Pravdépodobnost poruchy jednoho motoru je p,,. V pripadé, Ze pds nelze
ovlddat (tj. oba motory daného pdsu jsou rozbité), zkousi vozitko resetovat tidici desku roz-
bitého pdsu. To se s pravdépodobnosti p, povede a v takovém pripadé jsou oba motory zase
funkénd.

e Sestrojte Markovuv graf tak, abyste dokdzali odpovédét na ndsledujici otdzky:
e Jakd je pravdépodobnost, Ze ani jeden z pdsu se nemuze hiybat?

o Jakd je pravdépodobnost, Ze se jeden pds muze hybat obéma sméry, zatimco druhy jenom
jednim smérem?

Rozlisujeme levy /pravy pés Sloucené stavy

Reseni:
Model 1ze vytvorit dvéma zpusoby:
e Budeme rozlisovat jednotlivé pasy. V tom piipadé pouzijeme zépis A/B, kde A je pocet

funkénich motort na levém pédsu a B vyjadiuje pocet funkénich na pravém pésu. To-
muto modelu odpovida graf vlevo. V tomto piistupu je stav ”2/1”jiny, nez stav ”1/2”.

e Nebudeme rozliSovat mezi pasy, tedy napt. stavy 2/1 a 1/2 budou stejné. Tohoto modelu
muzeme dosdhnout sloucenim piislusnych stavu predchoziho modelu. Model je na obr.
vpravo. V§imnéte si, ze piechody do slouc¢enych stavu jsou maji vyssi ohodnoceni, jelikoz
se do nich muzeme dostat z vicero vstupnich stavi. Napf.

Oba modely jsou zakresleny bez zpétnych smycek.

Jakd je pravdépodobnost, ze ani jeden z pasu se nemiize hybat? V piipadé obou modelt
je odpovéd Fyo(t), coz je pravdépodobnost stavu 0/0.

Jakd je pravdépodobnost, Ze se jeden pas muze hybat obéma sméry, zatimco druhy jenom
jednim smérem? V piipadé prvniho modelu, ktery rozliSuje mezi levym a pravym pésem, je
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odpoved: P /5(t) + Pa1(t). Odpoved na zéklade druhého modelu je Py /q1/9(t).
Tyto pravdépodobnosti bychom ziskali feSenim soustavy rovnic.

Priklad 10 (Markovovy modely) Méjme systém s 5 ventildtory (A, B, C, D, E). Aby
systém fungoval musi fungovat alesponi 8 ventildtory. Pro sprdvnou funkénost je také nutng
bezporuchovy stav ventildtoru A. Intenzita poruch ventildtoru A je Aa, ostatni ventildtory
magi intenzitu poruch stejnou ().

ji i xa
O On O

Priklad 11 (Markovovy modely) Méjme dva prvky v paralelni zdloze. Jeden prvek je novéjsi
s intenzitou poruch \i, druhy prvek je starsi a intenzita poruchy je Ao > Ai. Protoze prvky
vyZaduji pro opravu specidlni skolent, opravuje kazdy prvek jeden specializovany opravdr. Proni
prvek chodi opravovat opravdr s intezitou p1. Druhy opravdr chodi kontrolovat druhy prvek s
intenzitou po. Nakreslete prislusny markovoviuv graf a napiste soustavu diferencidlnich rovnic.

Reseni:

£

Reseni:
10, At A, At mA
C 1A -, A
XY
U, At u, At
10, At 41, At
C 10, A 1, A
A A
]:DXY(t) A1 — X2 J7A 12 0 Pxy(t)
Pxy(t) | _ Al —Ae—m 0 pe | Pxy(®)
Pyy(t) A2 0 —A1— 2 pa Pyy(t)
P (1) 0 A2 A1 —p1 — 2 P ()
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» Priklad 12 (Markovovy modely)  Vyrobni hala je osvétlena 3 reflektory 1kW s intenzi-
tou poruch A1 a 4 reflektory 500W s intenzitou poruch A\o. Reflektory jsou hromadné opra-
vovdny s intenzitou u (celkovd doba opravy je zanedbatelné mald k dobé provozu). Nakreslete
markovovuv graf a napiste k nému prislusnou soustavu rovnic, ze které bude mozZné vyjadrit
pravdépodobnost, Ze hala je osvicena reflektory o celkovém prikonu alespori 8.9kW. Tuto prav-
dwpodobnost symbolicky vyjadrete (soustavu nepocitejte).

Reseni:

UAt

1—(u+3%, +44,)A t

(2,4) 4kW (21, +41 At
x—(2, 3) 3.5kW, (1,4) 3kW

OB

(3N 424 At

(3,4) SkW 1—(H2A 4 +45 )AL

(3, 2) 4kW
1—(u+3%,+21, )At

» Priklad 13 Pro obvod se tristavovymi diodami vytvorete Markoviv model. Intenzita prerusent
je Ap a intenzita zkratu je \,. Jakd je pravdépodobnost, Ze se obvod chovd jako dioda?

Reseni:

Pro kazdou diodu uréime, jak se obvod bude chovat po zkratu nebo preruseni této di-
ody. Stavy znacime pro jednoduchost schématem vzniklého obvodu. Zpétné smycky nejsou
zaresleny.
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Stavy 1,2,3 a 4 odpovidaji tomu, ze se obvod chova jako dioda. Pravdépodobnost tedy je
Py (t)+ Pa(t) + Ps(t) + Pa(t). Pravdépodobnosti P;(t) bychom dostali feSenim soustavy rovnic.

Priklad 14 Leteckd spoleénost md dvé ndkladnd letadla (inzenzita poruch jednoho letadla je
An), a dvé osobni letadla (intenzita poruch je \,). Sestavte Markoviv graf.

Reseni:Stavy znacime X /Y, kde X je pocet funkénich osobnich letadel a Y je pocet funkénich
nékladnich letadel. Pozor, stavy nelze slucovat (napi. 2/0 a 0/2), nebot inzenzita poruch se
lisi pro osobni a nakladni letadlal.
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