Statistika a spolehlivost v 1ékarstvi
Charakteristiky spolehlivosti prvku II

1 Rayleighovo rozdéleni

Zakladni charakteristiky:

A(t) kt k>0,t>0
R(t) = of ktdt _ o—5t°
Q) = 1-e2"
f(t) = kte 2!
D = 2-9}

» Priklad 1 Naleznéte vztah pro viypocet stredni doby bezporuchového provozu Ts.

Reseni:Postup, pii kterém bychom se snazili aplikovat per partes neni shiidny, nebot mocnina
, , _ki?
t se nesnizi. Proto vyraz upravime na vztah f e 2.

_ [ _ [T, 0A—-RQE) ., [T 5
Ts_/o tf(t)dt_/o bt dt = /Otht_

= —[tR(t)] + /OOO R(t)dt = — [te_2]zo + /OOO ot

Prvni zavorka je nulovd pro oba limitni piipady (t — 0,¢ — o0). K vypoctu integrélu
pouzijeme nasledujici vztah:

1 2
N(0,1) = ez
(0,1) o
e o0 z2 1 T
/ N(O,l)dlej/ 6_7:7\/27(: —
oo 0 2 2
Vit =a
Abychom mohli tento vysledek pouzit, musime provést ndsledujici substituci: | t = ﬁ
dt = —=da

Potom
1 o0 a? 1 i T
Ty = — e 2da=—=\/75 =1/
x/E/o \/E\E V 2k

» Priklad 2 Jsou ddny ¢asy poruchty, ..., t,, t; > 0. Odvod'te metodou mazimdlni vérohodnosti
parametr k pro Rayleighovo rozdélenti.



Reseni:
Hustota pravdépodobnosti Rayleighova rozdéleni je

.2
F(t) = kte 5~
Vérohodnostni funkce L je
i —k n
L(klt1,...,tn) = f(t1) f(ta) ... f(tn) = kn(Hti)eT it

i=1

Hleddme takové k, které maximalizuje L. Vyuzijeme logaritmus vérohodnostni funkce

n n
k
log L =nlogk + log (th> ) g t?
i=1

i=1

dlogL n 1 Zn:tQ
=1

ok k24
Olog L
=0
ok
a odtud
]% _ 2n

2 Weibullovo rozdéleni

Zakladni charakteristiky:

At) = 2"t m> 0,6 > 0,t >0,

kde t¢ je tzv. scale, normalizaéni konstanta (Casovd) a m je bezrozmérny parametr, reprezen-
tujici tvar charakteristiky, tzv. shape (viz. Obr. 1).

R(t) = e &,
Q) = 1-¢ ',

f) = pelew,

T, = tyT(L+1),

D o= 4y [P(Z+1) -T2 (L +1)],

kde ~
I'(z) = / e T dt.
0

Pro x € N plati:
I(z) = (z—1)!
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Obrazek 1: Piiklady Weibullova rozdéleni pro rizné hodnoty m

Pro m=1 — exponencialni rozdéleni.
Pro m=2 — Rayleighovo rozdéleni,

Pro m<1 — prubéh A(t) klesajici prubéh, coz je vhodné pro popis pocéteénich fazi provozu.

Priklad 3 Mame systém s intenzitou poruch danou Weibullovym rozdélenim s m = i. In-
tenzita poruch v ¢ase t =1 je (1) = % Urcete stredni dobu poruch tohoto systému.

Reseni:Nejprve je nutné uréit parametr tg Weibullova rozdélent:

1 1 1 5
M) = ——1it=_ =t =",
=gl =570y

Stredni doba bezporuchového provozu je potom dana

4
T, = I'l—+1)=1(-) I'(b) = —4! = 58.6.
L=t <m+ ) <4> (5) = 5o = 58.6

Piiklad 4 Intenzita poruch je popsina funkci \(t) = at® + (%)C kde a,b,c > 0 jsou parametry
at je ¢as (v hodindch).

1. Odvod’te R(t) a f(t).
2. Vypocéitejte, jakd je pravdépodobnost poruchy v obdobi od t = 10 hod do t = 11 hod,
hodnotu vyéislete pro a = 1076, b = 1000 a ¢ = 3.
Reseni:

3 c+1
t t 2 at® 4 1t
R(t) = e Jo A@)dr _ e~ Jo ar?+3%dr _ e_(azs +3e or1)

f(t) spocitame jako:

i = =200 e (s 1)




Pravdépodobnost poruchy v daném ¢asovém intervalu lze spocitat jako
Q(11) — Q(10) = (1 — R(11)) — (1 — R(10)) = R(10) — R(11)

nebo
11

Q(11) = Q(10) = [  f(¢)dt

10

Po dosazeni:
R(10) — R(11) = 0.99966 — 0.99955 = 0.011%

3 Kombinace rozdéleni

Prubéh intenzity poruch u redlnych prvki vétsinou nenf bud’ jen konstantni nebo jen rostouci.
Slozitéjsi intenzity poruch lze modelovat kombinaci zékladnich rodéleni.

3.1 Superpozice dvou exponencidlnich rozdéleni

Vyuziti: popis poc¢atetniho + normaélniho provozu

Ri(H)=e" Ra(t)=e R(t)=0.1e ¥+ 036"
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Obrazek 2: Superpozice dvou exponencialnich rozdéleni

R(t) = cle ™Mt 4 cpe M2t
Priklad 5 Naleznéte vztah pro vypocet f(t)
Reseni:

_OR(t)

En = )\10167)\11‘/ + )\20267)\2t

ft) =
Priklad 6 Naleznéte vztah pro vypocet A(t).

Reseni:Vychédzime z definice intenzity



tedy

Clklef)‘lt + 02)\267)‘%
cre~ Mt 4 cge— A2t

A(t) =

» Priklad 7 Jestlize plati fooo f(t) =1, pak plati ¢; + co = 1. Dokazte.

Reseni:

/ fOdt =[QMIFX =1 —RMIF = |1 —cre ™M — cze*m]zo =1-(1—c1—c3) = c1+ea = 1.
0

Lze také z R(0) = 1.
» Priklad 8 Naleznéte vztah pro vypocet T.

Reseni: c c
1 2
Ty = — + —
A A2

3.2 Kombinace Weibullovych rozdéleni

Uvazujme inzenzitu poruch, ktera je popsana kombinaci dvou Weibullovych rozdéleni:

At) = ZLgmit g 2 ymo
t1 [

Uvazujme, ze t; = 1, to = 10% a shape konstanty m; = 0.1 a mg = 5. Odpovidajici
inzenzita poruch je zobrazena na Obr. 3 Pro tuto intenzitu odvoddte R(t) a f(t).
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Obrazek 3: Intenzita poruch slozend z exp. a Weibullova rozdéleni

-t - m1ﬂ+1076m2ﬁ ' mi —6yma]t _(4m1 —64mog
R(t) = e fo )\(T)dT —e my mg |q t +10 t ]O —e (t -+10 t )

= e_[ =
Obdobné lze odvodit hustotu pravdépodobnosti poruch:

(= ~240

Prubéh R(t) a f(t) je zobrazen na Obr.4.

= (mat™ ! 10 Oyt 1) o (71410700
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Obrazek 4: R(t) a f(t) pro slozeni dvou Weibullovych rozdélent

4 Rozdéleni poruch s intenzitou po usecich linearni

Prubéh intenzity redlnych prvku dobfe vystihuje tzv. vanova kiivka (Obr. 5). Pro vypocty
spolehlivosti je vhodné jednotlivé tseky aproximovat linedrni funkci.

e obdobi zahofovani (oblast I) t<ty,\(t) = Ao+ kqt <k1 = Al%ﬁ“’)
e obdobi normélniho pouzivani (oblast IT) t <t<ty At) =M\
e obdobi doziti (oblast IH) t > 1o, )\(t) =\ + kz(t — tQ)

Priklad 9 Intenzita poruch daného systému je po castech linedrni (Obr. 6), pricemz A(0) =
3.1073, A(50) = 1073, A(180) = 8.1073. Spocitejte pravdépodobnost bezporuchového provozu
R(t) v ¢ase t=150.
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Obrazek 5: Obecny tvar ,vanové kiivky“ vlevo, vpravo jeji parametrizace.
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Obrdzek 6: Vanova charakteristika

Reseni:
Pravdépodobnost bezporuchového provozu R(t) je ddna

R(t) = R(0)e~ Jo A4

Integrél v exponentu muzeme spocitat jako soucet ti{ integralu (v dalsim uvazujme R(0) =
1):
150 8 90 150
/ Ar)dr = / A(T)dr + / A(T)dr + / A(T)dr
0 0 8 90
a R(t) je pak

150 150 8 90 150
e Jo AT —e fO T—fo0. M7 —effo )\(‘r)dTeff8 A(r)dr ,fg AT

Integral v exponentu odpovida ploSe pod grafem intenzity poruch A(t), proto muzeme
jednoduse pocitat R(t) = e~ kde S je pravé plocha pod grafem.

Nejprve tedy spoéitejme plochy tak, aby R(t) = e™1e™%2e7%:
3.1073 + 1073
Sy = —; (8 —0)1,6.102 fla) + Jwo) ‘; f (o) (z1 — 20)



Sy =1073(90 — 8) = 8,2.102

Pro vypocet S5 musime spocitat A(150). Interpolact:

A(t1) — Alto)

A(t) = Alto) + (t — to)

t1 —to

dostaneme

A(180) — A(90) 7.1073 _3

(150) 130 =90 (150 — 90) 90 60 ,
potom
1073 4+ 4,66.1073

Gy— 2 * . (150 — 90) ~ 0.2

Konecné

R(t) = e 1010782107502 — g 749,

Priklad 10 Pro systém se stejnou intenzitou poruch jako v predchozim prikladu urcete cas
T, pro ktery R(t) = 0.6.

7 piedchoziho pifkladu vime, ze R(90) = e 1™ = 0,907. Proto bude 7 pro R(7) = 0,6
urc¢ité vetsi nez 90 a pro vypocet budeme vychézet ze vztahu pro tteti interval ¢ € (90;00).
Nejprve nalezneme parametricky tvar polopiimky popisujici intenzitu poruch pro ¢t > 90 : ve
tvaru A(t) = Ao + kt. Pro zjednoduseni uvazujme substituci 7 = ¢ — 90, pak

Ao = A(90) = 1073

)\(751) — )\(to) (t 4 ) _ 7.1073
t —to 077 180 — 90

Ze vztahu pro pp. bezporuchového provozu

k= =7,7.107°

R(90 + 75) = R(90)e™ Jo21073+7,7.1075tdt _ R(go)e—(10*3Tz+378.10*57—22) —0,6

Z toho

~(10-3m)+3810572 _ 0,6 0,6
e 2 = "=

R(90) ~ 0,907




po zlogaritmovani

3,8.107°7% + 1031 = 0,4165

3,8.107573 + 10375 — 0,4165 = 0

1073+ /1076 — 4.3,88.105.(—0, 4165)
2.3,88.10~5

7=90+ 1 = 181,43s

Ty =91,43s

Pozn.: Pozor! Kvadratickd rovnice ma obecné dvé feSeni. Protoze jsme pocitali s funkci A
zacinajici v ¢ase t = 90, je druhé feseni zaporné = bereme kladné feSeni. Pokud bychom ale
pocitali s funkei A vyjadienou vzhledem k poc¢atecnimu ¢asu ¢ = 0, vyjdou obé feseni kladna,
ale druhé feseni bude 7 < 90. Protoze vime, ze musi platit 7 > 90, bereme za vysledek vétsi
z obou hodnot.

Pozn.: kvadratickd rovnice pii alternativnim vypoctu — integral v intervalu (90;7) :
3,8.107°72 —6-1037 — 0,188 =0



