Statistika a spolehlivost v 1ékarstvi
Charakteristiky spolehlivosti prvku I

Priklad 1 Tahovd sila papiru pouzivaného pro vyrobu potravinovych sdcku je duleZitd cha-
rakteristika kvality. Je zndmo, Ze sila (oznacme x) podléhd normdlnimu rozdéleni se stredni
hodnotou p = 40lb/in? a standardni odchylku o = 21b/in?, tj. x ~ N(40,22). Odbératel sdcki
vyzaduge, aby sdcky mély silu alespori pn = 35lb/in%. Jakd je pravdépodobnost, Ze sdcek vyhovi
pozZadavkum odbératele?

Reseni:
Pravdépodobnost pfi normalnim rozdéleni je dana vztahem:

a 1 o
P(x <a)=F(a) = / . 271_e_%(TM)Q dz

Tento integral nelze vypocitat analyticky, nicméné muzeme provést substituci z = *=£,
¢fmz dostaneme funkei, kterd neni zavisld na p a o2:

P(acga):P(zga;'u):@(a;'u),

kde ®(-) je normalni rozdéleni N(0,1). My chceme vyjadiit P(z > 35) =1 — P(z < 35).
35 — 40

Pz <35) = P(z < )= P(z < —2.5) = &(—2.5) = 1 — &(2.5) = 0.0062.
Pozadovana pravdépodobnost je tedy

P(zx>35)=1—P(zx <35)=1-0.0032 = 0.9938.
Pozn: vyéisleni funkce ®(-) byva soucasti statistickych tabulek.
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Obrazek 1: Standardizace normalniho rozdéleni.



1 Charakteristiky spolehlivosti

Piedpoklddejme, ze poruchy nastévaji ndhodné v éase. Cas poruchy je &€ > 0. Pravdépodobnost,
ze porucha, resp. ¢as poruchy, & (spojitd nezavisld veli¢ina) nastane v ¢ase t oznacme Q(t).
Pravdépodobnost poruchy Q(t) definujeme jako distribu¢ni funkei spojité nezavislé
veli¢iny ¢ (¢as poruchy):
Q) = F(t) = P(§ < 1).
Pravdépodobnost bezporuchového provozu R(t) je doplnék k pravdépodobnosti
poruchy:

coz je pravdépodobnost, ze porucha nenastane diive nez v Case t:
R(t) = P(£ > t).
Hustota pravdépodobnosti f(t) je derivace distribuéni funkce a tedy:
£(t) = oF(t) 0(1—-R(t) _8R(t)
ot ot ot

Dalsi veli¢inou popisujici spolehlivost je intenzita poruch (), kterou definujeme jako podil
hustoty a pravdépodobnosti bezporuchového provozu:
Q)

MO = Fy

Stfedni doba bezporuchového provozu:

n:A LE(H)dE.

Rozptyl ndhodné doby poruchy:

o0

D—EB@) - Q) = | 112

0

Priklad 2 Naleznéte vztah pro vypocet pravdépodobnosti bezporuchového provozu z intenzity,
tj. funkéni predpis

Reseni:
IO .
D= B T RO R
A@:—ﬂg

Vime, ze integral z podilu derivace funkce a této funkce je logaritmus dané funkce. Tedy:
T
—/A@w:mmmﬁ:mmﬂ_mmm
0

Pravdépodobnost bezporuchového provozu v case nula je R(0) = 1, tedy In R(0) = 0 a
proto druhy ¢len z levého vyrazu vypadne. Nakonec po tupravé ziskdvame vysledny vztah:

R(t) — e fg A(T) dT‘



» Priklad 3 Naleznéte vztah pro vgpocet stredni doby bezporuchového provozu Ty z pravdépodobnosti
bezporuchového provozu R(t).

Resenti:
B b B > _8R(t) B &0 i B
TS_/O tf(t)dt—/o H=—p," )dt—/o t(=R(t)),dt =

RO =0 o+ [T Roa= [T Roa

Prvni zavorka [R(t)t]3° je rovna nule, protoze pro ¢t — oo plati typicky R(co) — 0.



2 Exponencialni rozdéleni

Zakladni charakteristiky:

At) = A A>0,t>0
R(t) = e~ JAdt — o=t

Q(t) L— e

fit) = e M
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Obrézek 2: Distribuéni funkce exponencialniho rozdéleni pro dvé rtizné hodnoty .
Priklad 4 Naleznéte vztah pro vipocet stredni doby bezporuchového provozu Ts.
Reseni:

w = e M oy = —eM

T. = [y tf@®)dt= [Ftre Mdt=| " o — 1

L 1 VS|
= }L%L<—A‘t>e YT

Piiklad 5 Naleznéte vztah pro vypocet rozptylu ndhodné doby poruchy D.

! At At
_ 00 42y At 9| u'=Xe u=—¢ _ 2 -\t —At 341 2 _
D = [FeaeMdt-T2=| "5, | =[N 2 e Mat] " -T2 =
W=eM y=_—LleM 2 A 2t A 2 [ A=A 341 2
— v =t . =[N —Fe N+ % [eNdt] ] T =
2 1\? 1
A (47 = 2t)e T+ ge N T

Pozn.: Vyména neporuseného prvku s exponencidlnim rozdélenim poruch nepftinese zlepseni
bezporuchovosti.

Priklad 6 Predpokldadejme nyni stroj, ktery se porouchd ctyrikrdt za tyden. Jakd je doba Tg
zarucugict, Ze pravdépodobnost bezporuchového provozu je B = R(Tz) = 0.997

4



Reseni:
V nasem piipadé je intenzita poruch konstantni a rovna A = 4tyden~! =

= 7_23.60min*1 =4-10"*min~!. Nyn{ hleddme ¢ takové, ze R(Tj) = 3. Po dosazen{

R(t) = e Jo A dt _ (AT _ 3.

dostavame
Nz =1Inp (1)

a tedy

1
Ts = DY Ing = In 0.99 = 25min.

1
4104
Je dobré si uvédomit, ze doba bezporuchového provozu T} je velmi citlivd na volbu 3. To je
zpusobeno logaritmem ve vzorci (1). Uz pii volbé 8 = 0.90 (tedy zméné o 0.09) vzroste Tp
zhruba desetkrdt na T3 = 263 minut.

» Priiklad 7 Predpoklddejme soucdstku, jejiz spolehlivost md exponencidlni rozdéleni. Jakd je
pravdépodobnost, Ze se soucdstka porouchd pred oéekdvanou Zivotnosti?

Reseni:

—

Intenzita poruch je A a ocekdvand zivotnost (stfedni doba bezporuchového provozu) je 5.
Chceme tedy vycislit:

1

) 1
Plz< 1) = /k e Mdt =1—e! =0.63212
0

» Priklad 8 Vyrobee kalkulacek nabizi jednorocéni zdaruku. Pokud je kalkulacka v zdruce vadnd,
je zdkaznikovi vyménéna za novou. Spolehlivost kalkulacky je popsdna ndsledujici hustotou
pravdépodobnosti:

f(z) =0.125¢%1%5% 2 >0

(a) Kolik procent kalkulacek se rozbije béhem zdrucéni doby?

(b) Vygrobni cena kalkulacky je $50 a zisk z jedné kalkulacky je $25. Jaky je efekt vimény
kalkulacky na cisty zisk?

(c) Jakd musi byt prodejni cena kalkulacky, abychom pri vgrobni cené kalkulacky $50 méli
éisty zisk (po zapoéitdnd ztraty z vymény vadné kalkulacky) $25.

Reseni:(a) Dle hustoty pravdépodobnosti podléhd spolehlivost kalkulacky exponencidlnimu
rozdéleni s A = 0.125. Pravdépodobnost poruchy v ¢ase t = 1 rok je tedy dana takto:

F(1)=1-R(t)=1—eM=1-¢e%1%x~1-0.8825 =0.1175,

tj. rozbije se cca 11.75% kalkulacek.

(b) Za kazdou rozbitou kalkulacku je nutno k ndkladum pfic¢ist $50, coz jsou vyrobni naklady
na vymeénu kalkulacky. To snizi profit z jedné kalkulacky o 0.1175 x 50 = 5.875$.

(c) Vysledna cena je souc¢tem vyrobni ceny, ceny za vyménu kalkulacky a pozadovaného zisku:
cena = 50 + 5.875 + 25 = $80.875

» Priklad 9 Vypoctéte hodnotu medidnu pro exponencidlni rozdéleni s parametrem A = 0.125.



Reseni:
Pro median t,, plati: .
j( Ae M dt = 0.5
—0o0
Po integraci
| —e Mim =05

Dosadime meze:
—e M +1=105

a vypocCteme median t,,:

~ —In0.5 In2
TN TN
Po dosazeni:
b= D2 55y
0.125

Piiklad 10 Virobce HDD wvddi hodnotu MTBF=10° hodin. Kolik procent diski se porouchd
v pronim roce?

Reseni:
MTFB (Mean Time Between Failures) je stiedni doba mezi poruchami, tj. Ts = MTBF,
tedy A = T% = # = 1075, Pravdépodobnost poruchy v 1. roce je:
Q) =1-Rt)=1—ecM=1—¢107"8760 _ 1 _ 9913 = 0.0087.

Pozn: pocet hodin v roce je 24 - 365 = 8760.
U HDD se casto jako parametr spolehlivosti uvddi AFR (Annualized Failure Rate), ktery

je definovan jako
AFR = | — o 8760/MTBF

kde MTBF je stiedni doba mezi poruchami v hodindch. AFR tedy neni nic jiného nez ndm
znamé pravdépodobnost poruchy AFR = Q(1 rok).

Priklad 11 Mdme namérend data (¢asy poruch t;). Odhadnéte parametr \ pro exponencidlni
rozdéleni metodou mazximdlni vérohodnosti.

Reseni:
Necht t1,...,t, je n mé&feni ¢ast, ve kterych doslo k poruse prvku. Predpoklddéme, Ze ¢asy
poruch jsou ndhodné, nezavislé a pochézeji ze stejného rozdéleni hustoty pravdépodobnosti.

Tuto hustotu pravdépodobnosti chceme modelovat exponencialnim rozdélenim s hustotou
pravépodobnosti

f(t) = e ™,
Veérohodnostni funkce (obecné) je

L(0|X1, X2, ..., Xn) = f(t1) f(t2) ... f(tn),

kde 0 jsou parametry hustoty pravépodobnosti a X; jsou méreni. Exponencidlniho rozdéleni
m4 jeden parametr (A) a hodnoty X; = ¢; jsou nase ¢asy poruch.



L(A|t1) sy tn) = )\e)\t1 A )\ei)\tn = )\nei)‘ > ti‘
Hledame takové A, které maximalizuje vérohodnostni funkci L, tj.

\ = in LO|tg, ... t,).
argmin (Alt1, ... tn)

Nékdy je pro pro jednodus$si vypocet mozné hledat maximum logaritmu vérohodnostni
funkce, tj.

log L = log (f(t1)f(t2) ... f(tn)) = Y _log(f(t:)).
=1

Pro ptipad exponencidlniho rozdéleni:
n
log L = log ()\”e*)‘zw:l ti) =nlog A — )\Z.
=1

Hleddme takové ), které maximalizuje log L, tedy

Odlog L 0
ox
Olog L 1 Ly
= NnNn— — :O
o\ A4
=1
n n
!
A i=1
a odtud
. n
A= —=——
>ie1 T
StFedni hodnota exponencialniho rozdéleni je Ty = %, tedy
T — 2iciti
S n i

coz lze interpretovat jako stfedni hodnota naméfenych ¢asu poruch. Jednoduchy vypocet
(odhad) parametru A z naméfenych dat je jedna z vyhod exponencidlniho rozdéleni.

Pi#iklad 12 Pravdépodobnost bezporuchového provozu je dina R(t) = 2e™ — e™2M, Urcete
MTBF a hustotu pravdépodobnosti. PouZijte metodu maximdlni vérohodnosti pro urcéent pa-
rametru .

Reseni:

MTBF = T, = / T dt = / TRyt = / h (25” - e*m) dt =
0 0

0

:/ 2e_’\tdt—/ e_QAtdt:———:i.
0 0 A 20 2\



— T = 2he M — 2)e 2N

T, 0=02 ——
f(t), A= 05 ——

f(t)
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time




