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x> testy

2/15

Shoda ocekdvanych a pozorovanych éetnosti

Manazer velké firmy na poradé vedeni:

Mdm tu alarmujici zprdou z posledni kontroly dochdzky nasich zaméstnancii. Celijch
40 % sick-leavii pripadd na pondélky a pétky! S tim musime néco udeélat!”
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x> test dobré shody
X2 test dobré shody:

nepotvrdime, Ze toto rozdéleni skute¢né ma).

Testovaci statistikou je

g
i=1 npi

jejiz rozdéleni se pro n — co bliz{ x?(k —1):
= Dosazend hladina vyznamnosti p = 1 — Fz_q)(#).

= Ho zamitdme pro t > q,24_1y(1 —a), . prop =1—Fag_q(f) <a.

m  SlouZi k testovani hypotézy, Ze ndhodnd veli¢ina ma pfedpokladané rozdéleni (umime hypotézy jen zamitat; nikdy

m  Testuje shodu s diskrétnim rozdélenim, které ovéem mohlo vzniknout diskretizaci spojitého.
m  Hj: diskrétni veli¢ina ma rozdéleni do k t¥id s nenulovymi pravdépodobnostmi py, ..., pi.

Testujeme pomoci realizace ndhodného vybéru rozsahu n. Neni dtileZité pofadi vysledki, pouze jejich pozorované ¢etnosti n;,
i=1,...,k které porovndvame s teoretickymi (o¢ekdvanymi) ¢etnostmi np;.
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Ptiklad: Test dobré shody

Zadani: Ovétte Hy, Ze porodnost ve Svédsku neni ovlivnéna roénim obdobim. Na jafe, v 1été, na podzim a v zimé se tam narodilo
23385, 14978, 14106 a 36519 déti.

Reseni: Ro¢ni obdob, jak je znaji ve Svédsku, maji odliSny pocet dni nez v CR: jaro 91, 1éto 62, podzim 61 a zima 151.

Porodnost ve Svédsku
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Pouzijme x? test dobré shody pozorovanych a otekavanych etnosti:

o —mn.)2
i Obdobi  Mésice Dnu p; = Qo8 n; np;  (n; —np;) %
1 Jaro duben—erven 91 0.24932 23385 22008 1377 86.16
2 Léto Cervenec—srpen 62 0.16986 14978 14944 -16 0.02
3 Podzim  zafi-fijen 61 0.16712 14106 14752 -646 28.29
4 Zima listopad-bfezen 151 0.41370 35804 36519 -715 14.00
k=4 Celkem 365 1 88273 88273 0 128.47

m  Realizace testovaci statistiky je
k . )2
=y )T gpg4p
=1 "Pi

= DosaZend hladina vyznamnosti p = 1 — Fa,_q)(t) = 1 — F2(3)(128.47) = 0.

®  Zamitdme Hy. Roénf obdobi statisticky vyznamné ovlivituje porodnost ve Svédsku.
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Mozné problémy a jejich feSeni
Problém: Testujeme na rozdélent, kterému se to skute¢né jen limitné blizi. Dopoustime se bliZe neuréené dodate¢né chyby. Aby byl
nas pfedpoklad opravnény, teoretické cetnosti t¥id nesmi byt prilis malé (alespori 5).

m  Vychazi-li teoretickd Cetnost v néjaké t¥idé pfilis§ mald, slouc¢ime ji s jinymi tfidami, pokud moZzno ,blizkymi“, ¢i ,podobnymi”.

Problém: Zkoumané rozdéleni mtize zaviset na neznamych parametrech.

m  Parametry odhadneme na zakladé jiného ndhodného vybéru.

m  Parametry odhadneme na zakladé stejného ndhodného vybéru, ktery pouzivame k testu dobré shody. Tim jsme ale sniZili pocet
stupiid volnosti, tak¥e musime testovat na rozdéleni x2(k — 1 — q), kde g je potet odhadnutych parametr.

Problém: Chceme testovat shodu se spojitym nebo smisenyjm rozdélenim.

m  Rozdéleni diskretizujeme, tj. vSechny moZné vysledky rozdélime do k disjunktnich tfid. Prvky v kaZzdé tfidé si maji byt “blizké”,
jinak sniZujeme silu testu. V3echny teoretické ¢etnosti by mély byt dostatené velké a nejlépe zhruba stejné.

Poznamka: Zdsadné musime pracovat s jednotkami (objekty), z nichz kazda zvlast (a nezavisle) je zafazena do n&jaké tiidy. Nelze
pocitat s tisici, procenty, spojitym mnoZstvim, atd.
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x> test dobré shody 2 diskrétnich rozdéleni

Hy: Dvé diskrétni ndhodné veli¢iny majf stejné rozdéleni p.
m  Rozsahy vybérti jsou m a n a pozorované etnosti ve tiidachi =1,...,kjsou m; a n; takové, ze ) ;m; = ma ) n; = n.
s Predpokladdme diskrétni rozdéleni p s nezndmymi paranetry p;,i =1,... k.

k 2 k 2
Yy (m; Pi) se blizi x2(k — 1), Z se blizi x2(k — 1),
=1 Mpi i=1
N (m —mPi pi)? P
T:=) +2 - se blizi x*(2(k — 1)).

®  Nezndmé parametry p; odhadneme metodou maximalni vérohodnosti jako

m; +1;
pi =

’

z nichZ je ale jen n — 1 nezavislych, takze vysledny potet stupiiti volnostije 2(k — 1) — (k — 1) = (k — 1) a testujeme T na
rozdéleni x?(k — 1).
= Hyzamitime prot > q,2¢_1y(1 —a), tj.prop =1— Faq_1)(t) <.

g

l
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x* test nezavislosti 2 rozdéleni
Hy: Dvé diskrétni ndhodné veli¢iny (jejichZ rozdéleni neznadme) jsou nezavislé.

® X nabyva k hodnot s pravdépodobnostmi py, .. ., py,
Y nabyva m hodnot s pravdépodobnostmi g1, ..., gm.

= Realizace dvojrozmérného ndhodného vybéru ((x1,y1),- - ., (Xn, yn)) obsahuje dvojice realizaci ndhodnych veli¢in X, Y.

= Zajimaji nds opét jen pozorované cetnostinij,i =1...,k,j =1...,m, které byvaji uspofadany do tzv. kontingenéni tabulky s km
burikami.

= Zapfedpokladu nezévislosti proménnych X, Y je pravdépodobnost vysledku ij rovna p;g;.

k (”1/ ”Pl%) e eltenx “ .2
T:= ;]; Tq; ma ptiblizné rozdéleni x~ (km — 1).

= Nezndmé parametry p;, q; odhadneme metodou maximalni vérohodnosti jako
m .. k
o ijl 1jj a gi= Ziil njj
! n J n

z nichZ je ale jen (k — 1) + (m — 1) nezavislych, takZe vysledny pocet stupiiti volnosti je
(km—1)— (k—1) — (m—1) = (k— 1)(m — 1) a testujeme T na rozdéleni y?((k — 1)(m — 1)).

= Hy zamitdme pro t > q,a((_1)m—1))(1 = &), §. pro p =1 = Fa 1y m—1y) () < a.
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Pi: x? test nezavislosti

Zadani: Zjistéte, zda ma streptomycin vliv na lé¢bu plicni tuberkulézy, z dat pro dva nezavislé vybéry (viz niZe): prvni skupina byla
lé¢ena streptomycinem, druhd (kontrolni) skupina dostdvala placebo.

Reseni: PouZijeme y2-test nezavislosti:

i, X (Lék)

j, Y (Zména stavu) 1, Streptomycin 2, Placebo ‘ Ying g = Lying

1, Vyznamné zlepSeni 28 4 32 0.299
16.45 15.55

2, Stfedni / malé zlepSeni 10 13 23 0.215
11.82 11.18

3, Beze zmén 2 3 5 0.047
2.57 2.43

4, Sttedni / malé zhorSeni 5 12 17 0.159
8.74 8.26

5, Vyznamné zhorseni 6 6 12 0.112
6.17 5.83

6, Smrt 4 14 18 0.168
9.25 8.75

Y nij 55 52 107 1

pi= %Zj 1;j 0.514 0.486 1

Ocekévana Cetnost jevu X = Streptomycin A Y = Vyzn. zlepSeni:
1 1 55-32
=n- i— 1= =164
npiqi ni’l ;nl]n ;nzl 107 6.45
Ocekdvana cetnost jevu X = Placebo A Y = Vyzn. zhorSeni:

1 1 52-12
npags = ;"2]; ;nis =07 5.83
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Test nezavislosti (pokr.)

m  Realizace testové statistiky:

D B D S L
i=1j=1 npiqj

m Pfik =2am = 6serozdéleni T blizi k x*>((k —1)(m — 1)) = x2(5).
m  Dosazana hladina vyznamnosti:

p=1-Fa((2696) =58-107°.

Zavér: Zamitame Hy. Zptisob 1é¢by a stav pacienta nejsou nezévislé.

V testu jsme se dopustili chyby (poruseni pfedpokladi). Vite kde?
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Pi: x? test nezavislosti

Problém: Ocekdvané cetnosti v fadcich 3 a 6 jsou pfili§ malé (n;; < 5).

Reseni: Spojime tadky tabulky: (3,4) a (5,6).

i, X (Lék)
j, Y (Zména stavu) 1, Streptomycin 2, Placebo ‘ Yinj g = % Yo mij
1, Vyznamné zlepSeni 28 4 32 0.299
16.45 15.55
2, Stiedni / malé zlepSeni 10 13 23 0.215
11.82 11.18
3, Beze zmén 2 3 5 0.047
2.57 2.43
4, Stfedni / malé zhorSeni 5 12 17 0.159
8.74 8.26
5, Vyznamné zhorseni 6 6 12 0.112
6.17 5.83
6, Smrt 4 14 18 0.168
9.25 8.75
X nij 55 52 107 1
pi = % Linij 0.514 0.486 1
i, X (Lék)
j, Y (Zména stavu) 1, Streptomycin 2, Placebo ‘ ¥ nij q; = % Y nij
1, Vyznamné zlepSeni 28 4 32 0.299
16.45 15.55
2, Stiedni / malé zlepSeni 10 13 23 0.215
11.82 11.18
3, Beze zmén, Stfedni / malé zhorSeni 7 15 22 0.206
11.31 10.69
4, Vyznamné zhorSeni, Smrt 10 20 30 0.280
15.42 14.58
Y nij 55 52 107 1
pi =% Linij 0.514 0.486 1

= Realizace testové statistiky:

t—zz (= mpiay)* =24.57.
i=1j=1 npiq;

m Pfik =2am = 4serozdéleni T blizi k x*((k — 1)(m — 1)) = x2(3).
= Dosazand hladina vyznamnosti: p = 1 — F,2(5)(24.57) = 1.9- 1075.

Zavér: Zamitdme Hy. Zptsob 1é¢by a stav pacienta nejsou nezavislé.
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Korelace, odhad a testovani

12 /15

Korelace

Korelace p(X, Y) ndhodnych veli¢in X, Y (s nenulovym rozptylem) je stfedni hodnota sou¢inu odpovidajicich normovanych veli¢in
X-EX , Y-EY

a :

ox oy

S(X,Y) = E((X_Eaizr(YY_EY)) € (c11)

m  Korelace je nulové pro nezévislé ndhodné veli¢iny, ale i pro nékteré jiné, tzv. nekorelované.
m  Krajni hodnoty +1 odpovidaji linedrni zavislosti mezi X, Y.

Na zékladé dvojrozmérného ndhodného vybéru ((X1, Y1), ..., (X, Ys)) miZeme korealaci odhadnout pomoci vybérového
koeficientu korelace

Ry DS S (N
T -0 (B - T)

Pro vypocet se ¢asto pouZziva ekvivalentni jednopriichodovy vzorec
Ryy = n Yy XiYi — (Eitg Xi) (i, Vi)

’ 2 2
Y B X = (%02 (nEt 2 - (2 1)

P. Pogik © 2014
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Test nekorelovanosti dvou normélnich rozdéleni
Pfedpoklad: Dvojrozmérnd nahodna veli¢ina (X, Y) ma dvojrozmérné normalni rozdéleni, n > 3.
Hp: Veli¢iny X a Y jsou nekorelované, tj. p(X,Y) = 0.

m  Testovaci statistikou je

_ RX,y\/n -2

1— ng

T

m Plati-li Hy, T md rozdéleni t(n — 2).
= Déle postupujeme stejné jako pfi t-testu.
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P¥iklad: Test nekorelovanosti

Zadani: Na jistém gymnéziu v kvarté v pfedmétu Matematika byla nasbirdna nasledujici data tykajici se absence pti vyuce (X) a
aspésnosti ve zkousce (Y). Vybér obsahuje 21 studentt (2 body v grafu maji ¢etnost 2), realizace vybérového korelaéniho koeficientu

r = —0.521. Ovéfte hypotézu, Ze absence neni korelovand s tispé3nosti.
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Resent:
Krok 1: Ovéfeni normality proménnych.
®  Maximélné vérohodné odhady parametrti rozdélenf: X ~ N(%,s2) = N(12.23,115.19),Y ~ N(]},sﬁ) = N(14.73,49.65).
m  Diskretizace: Vzhledem k tomu, Ze rozsah vybéru je 21 a Ze teoreticka ¢etnost v kazdé skupiné by méla byt alespon 5,
nemuiZeme si dovolit diskretizaci do vice nez 4 skupin. PouZijme tedy intervaly s hranicemi
(—oo, dolni kvartil g(1), medidn g(1), horni kvartil 4(3), ).
m  Test dobré shody: protoZe jsme odhadli 2 parametry rozdéleni ze stejnych dat, musime testovat na rozdéleni
X(a—=1-2)=x*(1).

‘ Cetnost v intervalu t p=1-— sz(l) (t)
(—oq(3)  (a(1)a(3)  @(3)a3) @) |

Ocekavané 5.25 5.25 5.25 5.25

X 8 4 3 6 2.81 0.094

Y 6 6 4 5 0.52 0.469

®  Pro X ani Y nemiiZeme zamitnout hypotézu, Ze maji normdlni rozdéleni. MtiZeme pokracovat v testu korelace.
Krok 2: Test nekorelovanosti.

m  Testova statistika

rvn—2  —0521y21-2

= = = —2.661.
V1i—1r2 V1 —0.5212

m  DosaZend hladina vyznamnosti

p=2(1—Fyy o) ([t])) = 2(1 — Fy10)(2.661)) = 0.015.

Zavér: Na hladiné vyznamnosti 5 % zamitdme Hyj (ve prospéch H 4, Ze absence a tspésnost jsou korelované). Na hladiné
vyznamnosti 1 % Hy zamitnout nemiiZzeme.
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