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Opakov ánı́ základnı́ch pojmů statistiky

Petr Pošı́k

Části dokumentu jsou převzaty (i doslovně) z
Mirko Navara: Pravděpodobnost a matematická statistika,

https://cw.felk.cvut.cz/lib/exe/fetch.php/courses/a6m33ssl/pms_print.pdf

s laskavým svolenı́m autora.
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Teorie pravděpodobnosti: Nástroj pro rozhodovánı́ v systémech, jejichž popis známe, ale
jejichž budoucı́ stav a chovánı́ závisı́ na okolnostech, které neznáme. Deduktivnı́
uvažovánı́.

Statistika: Nástroj pro hledánı́ a ověřovánı́ pravděpodobnostnı́ho popisu reálných
systémů na základě jejich pozorovánı́. Induktivnı́ uvažovánı́.
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P. Pošı́k c© 2015 A6M33SSL: Statistika a spolehlivost v lékařstvı́ – 3 / 27
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Dedukce: Ze znalosti
”
obecného“ usuzujeme na vlastnosti

”
konkrétnı́ho“. Specializace

obecných znalostı́, zde využitı́ pravděpodobnosti.

Indukce: Ze znalosti
”
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• Pravděpodobnost a
statistika

• Účel
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Nemusı́m snı́st celého vola, abych poznal, že je tuhý.

Samuel Johnson
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Statistika jako matematická disciplı́na:

■ Zkoumá společné vlastnosti velkého počtu obdobných jevů.

■ Využı́vá jen vybraný vzorek jevů, nikoli všechny.

■ Zabývá se sběrem, prezentacı́, analýzou a interpretacı́ dat popisujı́cı́ch jevy či
vlastnosti pozorovaných objektů.

■ Typické úlohy:

■ Odhad parametrů pravděpodobnostnı́ho modelu

■ Testovánı́ hypotéz

Matematická (teoretická) statistika: výzkum a popis nových metod.

Aplikovaná statistika: použitı́ stat. metod v konkrétnı́ch problémech různých oborů,
např. napřı́klad v přı́rodnı́ch či společenských vědách, v politice nebo v lékařstvı́.

Deskriptivnı́ statistika se zabývá numerickým nebo grafickým popisem zı́skaných dat

Inferenčnı́ (induktivnı́) statistika se zabývá vyhledávánı́m zákonitostı́ v datech
naměřených na vzorku jedinců nebo objektů a zobecňovánı́m těchto zákonitostı́ na
skupinu, z nı́ž byl vzorek vybrán. Inferenčnı́ statistika vycházı́ z počtu pravděpodobnosti.
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• Pravděpodobnost a
statistika

• Účel
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• Rozdělenı́
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Z http://www.quora.com/What-is-the-difference-between-statistics-and-machine-learning:

■ Machine Learning is AI people doing data analysis.

■ Data Mining is database people doing data analysis.

■ Applied Statistics is statisticians doing data analysis (mathematical statistics is
mathematicians doing statistics, a meta-activity analogous to theoretical computer
scientists investigating, say, PAC and convergence - which sometimes gets put into
machine learning).

■ Infographics is Graphic Designers doing data analysis.

■ Data Journalism is Journalists doing data analysis.

■ Econometrics is Economists doing data analysis (and here you can win a Nobel
Prize).

■ Psychometrics is Psychologists doing data analysis.

■ Chemometrics and Cheminformatics are Chemists doing data analysis.

■ Bioinformatics is Biologists doing data analysis.

:-)

http://www.quora.com/What-is-the-difference-between-statistics-and-machine-learning
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• Výběrový rozptyl

• Rozdělenı́
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Statistické jednotky: Objekty, jejichž vlastnosti zkoumáme. (Lidé, buňky, hřı́dele, . . . )

Statistický soubor: Specificky vymezená množina statistických jednotek; o libovolném
prvku musı́me být schopni rozhodnout, zda do statistického souboru patřı́ či nikoliv.
(Např. učitelé FEL, kteřı́ měli na FEL v roce 2013 nadpolovičnı́ úvazek.)

Základnı́ soubor (populace): Úplný statistický soubor (soubor všech jednotek). Může být
i nekonečný.

Výběrový soubor (výběr, vzorek) rozsahu n: Konečný soubor obsahujı́cı́ jen těch n
prvků, které skutečně pozorujeme nebo měřı́me. Jejich výběr ze základnı́ho souboru
musı́ být proveden náhodně (s rovnoměrným rozdělenı́m), nebo podle znaku, který se
studovanými znaky nesouvisı́.

Proč výběr?

1. Omezené zdroje
Nejsou prostředky nebo čas na zkoumánı́ celé populace.

2. Destruktivnı́ zkoušky
Můžeme použı́t všechny červené krvinky pacienta, abychom zjistili jejich skutečnou
průměrnou velikost?

3. Vzorek bývá přesnějšı́
Sběr dat pro menšı́ vzorek lze provést menšı́ skupinou lépe proškolených lidı́.
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Znak Škála Možné operace Přı́klady

Kval. Nominálnı́ Popsat přı́slušnost

Ordinálnı́ Seřadit

Kvant. Intervalová Porovnat vzdálenosti

Poměrová Porovnat velikosti

■ Spojité vs. diskrétnı́

■ Nezávislé (vstupy) vs. závislé (výstupy)
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• Základnı́ pojmy

• Druhy veličin
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• Histogram a
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Znak Škála Možné operace Přı́klady

Kval. Nominálnı́ Popsat přı́slušnost Barva očı́, národnost, pohlavı́, mı́sto narozenı́

Ordinálnı́ Seřadit

Kvant. Intervalová Porovnat vzdálenosti

Poměrová Porovnat velikosti

■ Spojité vs. diskrétnı́

■ Nezávislé (vstupy) vs. závislé (výstupy)
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• Cent. lim. věta
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• Analýza dat
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výběrového rozptylu

• Chı́-kvadrát
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■ Spojité vs. diskrétnı́
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• Výběrový medián

• Mı́ry polohy
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Šetřenı́ Průzkumy veřejného mı́něnı́, potvrzovacı́ studie prováděné mezi obyvatelstvem...

■ Pouze sledujeme, nijak nezasahujeme.

■ Nemůžeme ovlivnit rozdělenı́ subjektů do skupin.

■ Rozdı́l mezi skupinami bývá často ovlivněn tzv. matoucı́ (confounding) veličinou.

■ Částečně lze vyřešit zahrnutı́m matoucı́ch veličin do modelu; problém je v tom, že
nevı́me, co může být matoucı́ veličinou.

Experiment Klinické studie, laboratornı́ testy

■ Aktivně zasahujeme a ovlivňujeme podmı́nky.

■ Snažı́me se vyloučit vlivy, které nejsou předmětem výzkumu. Náhodným
rozdělenı́m subjektů se tyto vlivy vyrušı́.

■ Zkoumané veličiny aktivně nastavujeme tak, aby vzorek nebyl vychýlený.
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• Histogram a
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• Výběrový medián

• Mı́ry polohy
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Vzorek zkoumaných subjektů

■ se náhodně rozdělı́ do skupin,

■ ke kterým se snažı́me chovat naprosto shodným způsobem.

■ Pokud zkoumané subjekty nevı́, ve které skupině jsou zařazeny (což je obvyklé),
mluvı́me o slepém experimentu.

■ Pokud navı́c ani lidé, kteřı́ subjekty hodnotı́, přı́p. se o ně starajı́, nevı́, do které
skupiny jsou subjekty zařazeny, mluvı́me o dvojitě slepém experimentu.

Randomizované experimenty dávajı́ přesnějšı́ představu o sledovaném jevu než výběrová
šetřenı́, ale:

■ Randomizace nemožná, např. souvislost pohlavı́ s výšı́ platů: pohlavı́ nelze přiřadit
náhodně.

■ Randomizace možná, ale nepraktická, např. studie kriminality ve městech a na
vesnici: lidé se nepřestěhujı́ jen kvůli průzkumu.

■ Randomizace možná, praktická, přesto se nedělá, např. studie výhod předškolnı́ch
vzdělávacı́ch programů poskytovaných zdarma, kdy poptávka převyšuje nabı́dku:
náhodné přidělenı́ mı́st je férový postup, ale lidé odmı́tajı́ připustit, že generátor
náhodných čı́sel udělá jejich práci lépe než oni.

■ Etické problémy: Experimenty na lidech a na zvı́řatech ano či ne? Správné otázky by
měly znı́t: Experimentujeme s rozmyslem nebo hazardujeme? Provádı́me experimenty,
abychom se z nich dozvěděli maximum, nebo jsou naše experimenty chabé, poskytujı́ špatné
informace a poškozujı́ lidi?
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• Šetřenı́ vs. exp.

• Randomizace

• Statistika

• Náhodný výběr
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• Odhady
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Jednoho dne naši školu navštı́vil jeden významný chirurg z Bostonu a udělal nám skvělou
přednášku o velké skupině pacientů, na kterých vyzkoušel svou novou metodu
vaskulárnı́ rekonstrukce. Na konci přednášky se zeptal jeden ze studentů.

■ Student:
”
Měl jste nějakou kontrolnı́ skupinu?“
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• Výběrová sm.odch.
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vaskulárnı́ rekonstrukce. Na konci přednášky se zeptal jeden ze studentů.
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■ Chirurg:
”
Myslı́te tı́m, zda jsem svou novou metodou operoval jen polovinu

pacientů?“

■ Student:
”
Ano, to je přesně to, co mám na mysli.“

Lékař praštil pěstı́ do stolu a zahřměl:

■ Chirurg:
”
Samozřejmě, že ne! Tı́m bych odsoudil polovinu z nich k smrti!“
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Statistikovi a jeho ženě se narodila dvojčata. Ihned po návratu z porodnice volá muž do
kostela a oznamuje tu skvělou zprávu. Kněz má samozřejmě radost:

■
”
To je skvělé! Tak je co nejdřı́ve přivezte a pokřtı́me je!“

■
”
Ne,“ řekl statistik,

”
pokřtı́me jen jedno. To druhé si necháme jako kontrolnı́

skupinu.“
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• Základnı́ pojmy

• Druhy veličin
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• Výběrová sm.odch.

• Výběrový medián
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Statistika je

■ matematická disciplı́na . . . — to už vı́me. Ale také

■ každá měřitelná1 funkce G definovaná na náhodném výběru libovolného
(dostatečného) rozsahu, tj. počı́tá se z náhodných veličin výběru, a tudı́ž sama je
náhodnou veličinou.

■ Obvykle se použı́vá jako odhad parametrů rozdělenı́ (které nám zůstávajı́ skryty).

Značenı́:

θ . . . jakákoli hodnota parametru (reálné čı́slo)
θ∗ . . . skutečná (správná) hodnota parametru (reálné čı́slo)

Θ̂, Θ̂n. . . odhad parametru založený na náhodném výběru rozsahu n (náhodná veličina)

θ̂, θ̂n . . . realizace odhadu (reálné čı́slo)

1 V praxi se setkáte jen s měřitelnými funkcemi. Měřitelná funkce G je taková funkce, že pro každé t ∈ R je definována
pravděpodobnost

P[G(X1 , . . . , Xn) ≤ t] = FG(X1,...,Xn )(t) .
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P. Pošı́k c© 2015 A6M33SSL: Statistika a spolehlivost v lékařstvı́ – 14 / 27

Náhodný výběr X = (X1, . . . , Xn) je vektor náhodných veličin, které jsou nezávislé a majı́
stejné rozdělenı́ (independent and identically distributed, i.i.d., IID).

Realizace x = (x1, . . . , xn) náhodného výběru X je výsledkem konkrétnı́ho pokusu.

■ Popisuje ji empirické rozdělenı́: Vybereme j ∈ {1, . . . , n} s rovnoměrným rozdělenı́m,
výsledkem je xj.

■ Je to diskrétnı́ rozdělenı́, směs Diracových: Mix(1/n,...,1/n)(x1, . . . , xn).

funkce funkčnı́ hodnota
f : D → R f (x) ∈ R, x ∈ D

náhodná veličina realizace náhodné veličiny
X : Ω → R x := X(ω) ∈ R, ω ∈ Ω

náhodný vektor/výběr realizace náhodného vektoru/výběru
X = (X1, . . . , Xn) : Ω → R

n
x = (x1, . . . , xn) := X(ω) ∈ R

n, ω ∈ Ω

Realizace náhodného výběru může mı́t význam trénovacı́ množiny: neznámé parametry
odhadujeme tak, aby na trénovacı́ množině byly optimálnı́.
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V realizaci náhodného výběru x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n nezáležı́ na pořadı́ hodnot, ale záležı́ na

jejich četnostech. Náhodný výběr tak lze popsat

1. množinou (nejvýše n) hodnot H = {x1, . . . , xn} a

2. jejich četnostmi nt, t ∈ H,

které se obvykle prezentujı́ ve formě tabulky četnostı́ nebo histogramu.
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• Analýza dat
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V realizaci náhodného výběru x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n nezáležı́ na pořadı́ hodnot, ale záležı́ na

jejich četnostech. Náhodný výběr tak lze popsat

1. množinou (nejvýše n) hodnot H = {x1, . . . , xn} a

2. jejich četnostmi nt, t ∈ H,

které se obvykle prezentujı́ ve formě tabulky četnostı́ nebo histogramu.

Empirické rozdělenı́ Emp(x), přesněji jeho pstnı́ funkce pEmp(x), vznikne normovánı́m

četnostı́: rt :=
nt

n
= pEmp(x)(t). Jak uvidı́me později:

■ Obecné momenty empirického rozdělenı́ jsou rovny výběrovým momentům
původnı́ho rozdělenı́.

E (Emp(x))k = ∑
t∈H

tk · rt =
1

n ∑
t∈H

tk · nt =
1

n

n

∑
j=1

xk
j = mk

x , z čehož plyne E Emp(x) = x.

■ Rozptyl empirického rozdělenı́ odpovı́dá odhadu σ̂X
2 = n−1

n S2
X

rozptylu původnı́ho

rozdělenı́, ale odlišnému od S2
X

.

D Emp(x) = ∑
t∈H

(t − x)2 · rt =
1

n ∑
t∈H

(t − x)2 · nt =
1

n

n

∑
j=1

(
xj − x

)2
= σ̂x

2 =
n − 1

n
s2

x.
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• Pravděpodobnost a
statistika

• Účel
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Jednou jsem potkal hezkou a milou statističku. Tak jsem ji
hned požádal o telefonnı́ čı́slo.

Ale ona mi dala jenom odhad.

Anonym
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Cı́lem odhadovánı́ je

■ najı́t takovou statistiku (funkci náhodného výběru), jejı́ž hodnoty co nejlépe
odpovı́dajı́ odhadovanému parametru populace.
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Cı́lem odhadovánı́ je

■ najı́t takovou statistiku (funkci náhodného výběru), jejı́ž hodnoty co nejlépe
odpovı́dajı́ odhadovanému parametru populace.

Žádoucı́ vlastnosti:

■ E Θ̂n = θ∗ nestranný (opak: vychýlený)

■ lim
n→∞

E Θ̂n = θ∗ asymptoticky nestranný

■ vı́ce, resp. méně eficientnı́ = s menšı́m, resp. většı́m rozptylem, což posuzujeme

podle E
(
(Θ̂n − θ∗)2

)
= D Θ̂n +

(
E Θ̂n − θ∗

)2
.

Pro nestranný odhad se redukuje na D Θ̂n

■ nejlepšı́ nestranný odhad je ze všech nestranných ten, který je nejvı́ce eficientnı́
(mohou však existovat vı́ce eficientnı́ vychýlené odhady)

■ lim
n→∞

E Θ̂n = θ∗, lim
n→∞

σ
Θ̂n

= 0 konzistentnı́

■ robustnı́, tj. odolný vůči šumu (
”
i při zašuměných datech dostáváme dobrý

výsledek“) – přesné kritérium chybı́, ale je to velmi praktická vlastnost
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Cı́lem odhadovánı́ je

■ najı́t takovou statistiku (funkci náhodného výběru), jejı́ž hodnoty co nejlépe
odpovı́dajı́ odhadovanému parametru populace.

Žádoucı́ vlastnosti:

■ E Θ̂n = θ∗ nestranný (opak: vychýlený)

■ lim
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E Θ̂n = θ∗ asymptoticky nestranný

■ vı́ce, resp. méně eficientnı́ = s menšı́m, resp. většı́m rozptylem, což posuzujeme

podle E
(
(Θ̂n − θ∗)2

)
= D Θ̂n +

(
E Θ̂n − θ∗

)2
.

Pro nestranný odhad se redukuje na D Θ̂n

■ nejlepšı́ nestranný odhad je ze všech nestranných ten, který je nejvı́ce eficientnı́
(mohou však existovat vı́ce eficientnı́ vychýlené odhady)

■ lim
n→∞

E Θ̂n = θ∗, lim
n→∞

σ
Θ̂n

= 0 konzistentnı́

■ robustnı́, tj. odolný vůči šumu (
”
i při zašuměných datech dostáváme dobrý

výsledek“) – přesné kritérium chybı́, ale je to velmi praktická vlastnost

Rozlišujeme odhady

■ bodové (výsledkem je hodnota aproximujı́cı́ skutečnou hodnotu optimálně ve smyslu
jistého kritéria) a

■ intervalové (výsledkem je interval, v němž se skutečná hodnota nacházı́ s danou
pravděpodobnostı́).
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• Účel

• Analýza dat
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Výběrový průměr X je statistika (náhodná veličina) definovaná jako aritmetický průměr
náhodného výběru:

X =
1

n

n

∑
j=1

Xj

Realizace výběrového průměru je rovna aritmetickému průměru realizace náhodného
výběru a také střednı́ hodnotě empirického rozdělenı́:

x =
1

n

n

∑
j=1

xj = E Emp(x)
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• Výběrová sm.odch.
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Výběrový průměr X je statistika (náhodná veličina) definovaná jako aritmetický průměr
náhodného výběru:

X =
1

n

n

∑
j=1

Xj

Realizace výběrového průměru je rovna aritmetickému průměru realizace náhodného
výběru a také střednı́ hodnotě empirického rozdělenı́:

x =
1

n

n

∑
j=1

xj = E Emp(x)

Platı́:

E Xn =
1

n

n

∑
j=1

E X = E X ,

D Xn =
1

n2

n

∑
j=1

D X =
1

n
D X ,

σ
Xn

=

√
1

n
D X =

1√
n

σX , pokud existujı́. (Zde E X = E Xj atd.)

Důsledek: Výběrový průměr je nestranný konzistentnı́ odhad střednı́ hodnoty (nezávisle
na typu rozdělenı́).



Centr álnı́ limitnı́ v ěta
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Věta: Výběrový prům. z normálnı́ho rozdělenı́ N(µ, σ2) má normálnı́ rozdělenı́ N(µ, 1
n σ2).
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Věta: Výběrový prům. z normálnı́ho rozdělenı́ N(µ, σ2) má normálnı́ rozdělenı́ N(µ, 1
n σ2).

Podobná věta platı́ i pro jiná rozdělenı́ alespoň asymptoticky.
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Věta: Výběrový prům. z normálnı́ho rozdělenı́ N(µ, σ2) má normálnı́ rozdělenı́ N(µ, 1
n σ2).

Podobná věta platı́ i pro jiná rozdělenı́ alespoň asymptoticky.

Centrálnı́ limitnı́ věta: Necht’ Xj, j ∈ N, jsou
nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny se
střednı́ hodnotou E X a směrodatnou odchylkou
σX 6= 0. Pak normované náhodné veličiny

Yn = norm Xn =

√
n

σX

(
Xn − E X

)

konvergujı́ k normovanému normálnı́mu
rozdělenı́ v následujı́cı́m smyslu:

∀t ∈ R : lim
n→∞

FYn (t) = lim
n→∞

Fnorm Xn
(t) = Φ(t) .

Ilustrace:

40 60 80 100 120 140 160 180 200
0

0.01

0.02

Rozdeleni populace

40 60 80 100 120 140 160 180 200
0

0.02

0.04
Rozdeleni vyberovych prumeru, n = 5

40 60 80 100 120 140 160 180 200
0

0.05

Rozdeleni vyberovych prumeru, n = 10
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Výběrový rozptyl S2
X

je statistika (náhodná veličina) definovaná jako

S2
X =

1

n − 1

n

∑
j=1

(Xj − Xn)
2

a jeho realizace:

s2
x =

1

n − 1

n

∑
j=1

(xj − xn)
2.

Věta: Výběrový rozptyl je nestranný (E S2
X
= D X) konzistentnı́ odhad rozptylu původnı́ho

rozdělenı́ (má-li původnı́ rozdělenı́ rozptyl a 4. centrálnı́ moment).
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Výběrový rozptyl S2
X

je statistika (náhodná veličina) definovaná jako

S2
X =

1

n − 1

n

∑
j=1

(Xj − Xn)
2

a jeho realizace:

s2
x =

1

n − 1

n

∑
j=1

(xj − xn)
2.

Věta: Výběrový rozptyl je nestranný (E S2
X
= D X) konzistentnı́ odhad rozptylu původnı́ho

rozdělenı́ (má-li původnı́ rozdělenı́ rozptyl a 4. centrálnı́ moment).

POZOR: Odhad rozptylu pomocı́ rozptylu empirického rozdělenı́

σ̂2
x = D Emp(x) =

1

n

n

∑
j=1

(xj − x)2,

který je realizacı́ odhadu

σ̂2
X
=

1

n

n

∑
j=1

(Xj − X)2,

je vychýlený (pouze asymptoticky nestranný) odhad rozptylu!
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• Účel

• Analýza dat
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Speciálnı́ přı́pad: pro N(0, 1) a n = 2:

X =
X1 + X2

2
, X1 − X = −(X2 − X) =

X1 − X2

2
má rozdělenı́ N

(
0, 1

2

)
,

S2
X = (X1 − X)2 + (X2 − X)2 = 2

(
X1 − X2

2

)2

=

(
X1 − X2√

2

)2

= U2 ,

kde U = X1−X2√
2

má rozdělenı́ N (0, 1).
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• Účel

• Analýza dat
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Speciálnı́ přı́pad: pro N(0, 1) a n = 2:

X =
X1 + X2

2
, X1 − X = −(X2 − X) =

X1 − X2

2
má rozdělenı́ N

(
0, 1

2

)
,

S2
X = (X1 − X)2 + (X2 − X)2 = 2

(
X1 − X2

2

)2

=

(
X1 − X2√

2

)2

= U2 ,

kde U = X1−X2√
2

má rozdělenı́ N (0, 1). Tomu řı́káme:

Rozdělenı́ χ2 s 1 stupňem volnosti, χ2(1), je rozdělenı́ náhodné veličiny V = U2, kde U
má normované normálnı́ rozdělenı́ N(0, 1).

Vlastnosti:

E V = E U2 = D U + (E U)2 = 1 (protože E U = 0, D U = 1),

D V = 2.
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• Cent. lim. věta
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Rozdělenı́ χ2 s η stupni volnosti, χ2(η):

■ rozdělenı́ náhodné veličiny Y = ∑
η
j=1 Vj, kde Vj jsou nezávislé náhodné veličiny

s rozdělenı́m χ2(1).

■ rozdělenı́ náhodné veličiny Y = ∑
η
j=1 U2

j , kde Uj jsou nezávislé náhodné veličiny

s normovaným normálnı́m rozdělenı́m N(0, 1).

Vlastnosti:

E Y = E
η

∑
j=1

Vj =
η

∑
j=1

E Vj = η

D Y = D
η

∑
j=1

Vj =
η

∑
j=1

D Vj = 2η

Věta: Necht’ X, Y jsou nezávislé náhodné veličiny s rozdělenı́m χ2(η), resp. χ2(ξ). Pak
X + Y má rozdělenı́ χ2(η + ξ).
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• Šetřenı́ vs. exp.

• Randomizace

• Statistika
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• Cent. lim. věta

• Výběrový rozptyl

• Rozdělenı́
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P. Pošı́k c© 2015 A6M33SSL: Statistika a spolehlivost v lékařstvı́ – 23 / 27

Pro výběrový rozptyl z normálnı́ho rozdělenı́ N(E X, D X) platı́:

(n − 1)S2
X

D X
=

nσ̂2
X

D X
má rozdělenı́ χ2(n − 1).

Z vlastnostı́ rozdělenı́ χ2 plyne

■ pro střednı́ hodnotu výběrového rozptylu

E
(n − 1)S2

X

D X
= n − 1 takže

E S2
X = D X , což potvrzuje nestrannost odhadu.
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Pro výběrový rozptyl z normálnı́ho rozdělenı́ N(E X, D X) platı́:

(n − 1)S2
X

D X
=

nσ̂2
X

D X
má rozdělenı́ χ2(n − 1).

Z vlastnostı́ rozdělenı́ χ2 plyne

■ pro střednı́ hodnotu výběrového rozptylu

E
(n − 1)S2

X

D X
= n − 1 takže

E S2
X = D X , což potvrzuje nestrannost odhadu.

■ pro rozptyl výběrového rozptylu

D
(n − 1)S2

X

D X
= 2(n − 1),

(n − 1)2 D S2
X

(D X)2
= 2(n − 1) , takže

D S2
X =

2

n − 1
(D X)2.
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• Výběrová sm.odch.
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Pro výběrový rozptyl z normálnı́ho rozdělenı́ N(E X, D X) platı́:

(n − 1)S2
X

D X
=

nσ̂2
X

D X
má rozdělenı́ χ2(n − 1).

Z vlastnostı́ rozdělenı́ χ2 plyne

■ pro střednı́ hodnotu výběrového rozptylu

E
(n − 1)S2

X

D X
= n − 1 takže

E S2
X = D X , což potvrzuje nestrannost odhadu.

■ pro rozptyl výběrového rozptylu

D
(n − 1)S2

X

D X
= 2(n − 1),

(n − 1)2 D S2
X

(D X)2
= 2(n − 1) , takže

D S2
X =

2

n − 1
(D X)2.

Věta: Pro náhodný výběr Xn z normálnı́ho rozdělenı́ je X nejlepšı́ nestranný odhad střednı́
hodnoty, S2

X
je nejlepšı́ nestranný odhad rozptylu a statistiky X a S2

X
jsou konzistentnı́ a

nezávislé.
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• Histogram a
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Výběrová směrodatná odchylka SX je statistika (náhodná veličina) definovaná jako

SX =
√

S2
X
=

√√√√ 1

n − 1

n

∑
j=1

(Xj − Xn)2

a jejı́ realizace:

sx =

√√√√ 1

n − 1

n

∑
j=1

(xj − xn)2.

Věta: Výběrová směrodatná ochylka je vychýleným (E SX ≤ σX) konzistentnı́m odhadem
směrodatné odchylky původnı́ho rozdělenı́ (má-li původnı́ rozdělenı́ rozptyl a 4. centrálnı́
moment).

Důkaz: D X = E S2
X
= (E SX )

2 + D SX , a protože D SX ≥ 0, tak D X ≥ (E SX )
2, takže

σX ≥ E SX .
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Výběrová směrodatná odchylka SX je statistika (náhodná veličina) definovaná jako

SX =
√

S2
X
=

√√√√ 1

n − 1

n

∑
j=1

(Xj − Xn)2

a jejı́ realizace:

sx =

√√√√ 1

n − 1

n

∑
j=1

(xj − xn)2.

Věta: Výběrová směrodatná ochylka je vychýleným (E SX ≤ σX) konzistentnı́m odhadem
směrodatné odchylky původnı́ho rozdělenı́ (má-li původnı́ rozdělenı́ rozptyl a 4. centrálnı́
moment).

Důkaz: D X = E S2
X
= (E SX )

2 + D SX , a protože D SX ≥ 0, tak D X ≥ (E SX )
2, takže

σX ≥ E SX .

POZOR: Odhad směrodatné odchylky pomocı́ sm. odch. empirického rozdělenı́

σ̂x = σEmp(x) =

√√√√ 1

n

n

∑
j=1

(xj − x)2,

je taktéž vychýlený odhad směrodatné odchylky!
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Výběrový medián je statistika (náhodná veličina), která se použı́vá jako odhad mediánu

původnı́ho rozdělenı́. Je to 50% kvantil empirického rozdělenı́, qEmp(x)(
1
2 ).

■ Je robustnějšı́ než výběrový průměr (odolnějšı́ vůči vlivu odlehlých hodnot).

■ Vı́me, jak se změnı́ po transformaci monotónnı́ funkcı́.

■ Má vyššı́ výpočetnı́ náročnost než výběrový průměr: seřazenı́ hodnot má náročnost
O(n log n), výpočet průměru jen n.

■ Má vyššı́ pamět’ovou náročnost než výběrový průměr: musı́me si pamatovat všech n
čı́sel, u průměru stačı́ 2 registry.

■ Špatně se decentralizuje/paralelizuje.
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1. Výběrový modus je nejčastějšı́ hodnota ve výběru. Lze jej stanovit i pro celou populaci.
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P. Pošı́k c© 2015 A6M33SSL: Statistika a spolehlivost v lékařstvı́ – 26 / 27
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2. Výběrový medián je hodnota, pod nı́ž (i nad nı́ž) ležı́ 50% hodnot. 50%-nı́ kvantil, 50. percentil, 5. decil.
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1. Výběrový modus je nejčastějšı́ hodnota ve výběru. Lze jej stanovit i pro celou populaci.
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3. Výběrový průměr je takový dı́l, že naskládáme-li jich za sebe stejný počet, jako je původnı́ch hodnot,
dostaneme stejný součet, jako dávajı́ původnı́ hodnoty.
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2. Výběrový medián je hodnota, pod nı́ž (i nad nı́ž) ležı́ 50% hodnot. 50%-nı́ kvantil, 50. percentil, 5. decil.
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Která mı́ra polohy je vhodná? Modus, medián nebo průměr?
Přı́klad: Rozdělenı́ platů v republice. Je poměrně velká část populace, která nedostává žádný plat (děti,
důchodci, nezaměstnanı́, lidé, co pracovat nechtějı́).

■ Modus je
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2. Výběrový medián je hodnota, pod nı́ž (i nad nı́ž) ležı́ 50% hodnot. 50%-nı́ kvantil, 50. percentil, 5. decil.
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■ Modus je 0. Největšı́ část populace nedostává plat. Nestane-li se s platy něco opravdu převratného,
zůstane modus nulový. (Což nemusı́ platit pro jiné veličiny.)

■ Medián je



Mı́ry polohy
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■ Medián je asi nejlepšı́ ukazatel toho, co si vydělá typický občan. I když se vysoké platy 10x zvýšı́,
zůstane stejný.
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■ Průměr je dobrá mı́ra pro ekonomiku a daňové úřady, protože z něj mohou spočı́tat celkový plat.
Nenı́ to ale dobrá mı́ra typického platu, je snadno ovlivnitelný (předevšı́m vysokými platy).
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Ted’ už přesně vı́me, co je průměr a co je medián. Takže nás vůbec nepřekvapı́, že:

■ Naprostá většina lidı́ má nadprůměrný počet nohou. Je to tak?
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■ Polovina populace má inteligenci nižšı́, než medián. Většina populace má ovšem nadprůměrnou
inteligenci. To je jen důsledek toho, že lidská inteligence je shora omezená. Pro lidskou hloupost
ovšem žádné limity neexistujı́. Jak by muselo vypadat rozdělenı́ inteligence v populaci, aby to pravda byla?
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1. Výběrový modus je nejčastějšı́ hodnota ve výběru. Lze jej stanovit i pro celou populaci.
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P. Pošı́k c© 2015 A6M33SSL: Statistika a spolehlivost v lékařstvı́ – 27 / 27

Existujı́ tři druhy lžı́: lži, naprosté lži a statistiky.

Benjamin Disraeli
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