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n Běžný život: Štěstı́. Náhoda. Nejistota. Risk. Pochybnost. Šance. Vágnı́ termı́ny.

n Teorie pravděpodobnosti je matematický rámec pro popis a vyčı́slenı́ nejistoty a
náhody.

n Aplikace:

1. Statistika: Pst je základem a jazykem pro statistiku, tj. pro využitı́ pozorovaných
dat k poznávánı́ světa.

2. Fyzika: Pstnı́ popis už těch nejzákladnějšı́ch úrovnı́ přı́rody v kvantové fyzice.
Statistická mechanika.

3. Biologie: Popisu a modelovánı́ dědičnosti genů i náhodných mutacı́ v genetice.

4. Medicı́na: Randomizované klinické studie.

5. Počı́tačové vědy: Studium výkonnosti algoritmů. Základ mnoha metod ve
strojovém učenı́ a umělé inteligenci. Pstnı́ a stochastické algoritmy dělajı́ při
svém běhu náhodná rozhodnutı́; v mnoha aplikacı́ch jsou
jednoduššı́/efektivnějšı́ než deterministické algoritmy.

6. Meteorologie: Předpovědi počası́ jsou (nebo by měly být) počı́tány a vyjádřeny
pomocı́ pravděpodobnosti.

7. Hazardnı́ hry, sázky: Motivace pro vznik pravděpodobnosti.

8. Finance: Modelovánı́ cen akciı́ a komodit v čase, určovánı́ “férových” cen
peněžnı́ch nástrojů.

9. Politické vědy: Předpovědi výsledků voleb, simulace chovánı́ voličů.

10. . . .
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Pokus (experiment):

n Vágně: provedenı́ pozorovánı́ nějaké vlastnosti světa.

n V psti: procedura, kterou lze nekonečně opakovat za stejných podmı́nek a která má
dobře definovanou množinu možných výsledků.

n Náhodný pokus má vı́ce než jeden možný výsledek (deterministický pokus má
pouze jeden).

n Před provedenı́m náhodného pokusu nevı́me, který výsledek nastane. Po provedenı́
tato neurčitost zmizı́.
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P. Pošı́k c© 2015 A6M33SSL: Statistika a spolehlivost v lékařstvı́ – 4 / 26
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n V psti: procedura, kterou lze nekonečně opakovat za stejných podmı́nek a která má
dobře definovanou množinu možných výsledků.

n Náhodný pokus má vı́ce než jeden možný výsledek (deterministický pokus má
pouze jeden).

n Před provedenı́m náhodného pokusu nevı́me, který výsledek nastane. Po provedenı́
tato neurčitost zmizı́.

Elementárnı́ jevy jsou všechny možné vzájemně se vylučujı́cı́ výsledky nějakého
experimentu. Jejich množinu označme Ω.

Jev je podmnožina množiny elementárnı́ch jevů, A ⊆ Ω.

n Řı́káme, že nastal jev A, je-li skutečný
výsledek experimentu v množině A.

n Jev je jakýkoli výrok o výsledku
experimentu, u něhož lze vždy rozhodnout,
zda platı́ nebo ne (jev nastal nebo nenastal).

n K popisu jevů lze ekvivalentně použı́vat
výroky a výrokové operace nebo jim
přı́slušné množiny elementárnı́ch jevů a
množinové operace. Budeme použı́vat
množiny.
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• Bayesova věta
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Významné jevy:

n Jev jistý: Ω, 1

n Jev nemožný: ∅, 0
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Významné jevy:

n Jev jistý: Ω, 1

n Jev nemožný: ∅, 0

Kombinace jevů:

n Konjunkce jevů (
”
and“): A ∩ B

n Disjunkce jevů (
”
or“): A ∪ B

n Jev opačný k A: A = Ω \ A

n A ⇒ B: A ⊆ B

n Jevy neslučitelné: A1, . . . , An :
⋂

i≤n
Ai = ∅

n Jevy po dvou neslučitelné (=vzájemně se vylučujı́cı́):
A1, . . . , An : ∀i, j ∈ {1, . . . , n}, i 6= j : Ai ∩ Aj = ∅
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Významné jevy:

n Jev jistý: Ω, 1

n Jev nemožný: ∅, 0

Kombinace jevů:

n Konjunkce jevů (
”
and“): A ∩ B

n Disjunkce jevů (
”
or“): A ∪ B

n Jev opačný k A: A = Ω \ A

n A ⇒ B: A ⊆ B

n Jevy neslučitelné: A1, . . . , An :
⋂

i≤n
Ai = ∅

n Jevy po dvou neslučitelné (=vzájemně se vylučujı́cı́):
A1, . . . , An : ∀i, j ∈ {1, . . . , n}, i 6= j : Ai ∩ Aj = ∅

Úplný systém jevů tvořı́ jevy Bi , i ∈ I, jestliže jsou po dvou neslučitelné a
⋃

i∈I
Bi = Ω.

n Množina elementárnı́ch jevů Ω je úplným systémem jevů z definice.

n Úplný systém 2 jevů {C, C}: C ∪ C = Ω.



Definice pravděpodobnosti
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Klasická Laplaceova definice pravděpodobnosti:

P(A) =
|A|
|Ω|

n Platı́ jen pro n stejně možných elementárnı́ch
jevů. (Stejně možných?)

n Nedovoluje nekonečné množiny jevů,
geometrickou pravděpodobnost, . . .

n Nedovoluje iracionálnı́ hodnoty
pravděpodobnosti.
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|Ω|

n Platı́ jen pro n stejně možných elementárnı́ch
jevů. (Stejně možných?)

n Nedovoluje nekonečné množiny jevů,
geometrickou pravděpodobnost, . . .

n Nedovoluje iracionálnı́ hodnoty
pravděpodobnosti.

Kolmogorovova definice pravděpodobnosti:

n Množina elementárnı́ch jevů Ω může být
nekonečná a el. jevy nemusı́ být stejně
pravděpodobné.

n Axiomatická: sestavı́me seznam pravidel, jak
se má pst chovat, a pak najdeme funkci, která
tyto požadavky splňuje (viz dalšı́ slidy).



Pravděpodobnost
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Jevové pole A: jevy jsou podmnožiny množiny Ω, ale ne nutně všechny; tvořı́ podmnožinu
A ⊆ 2Ω:

n (2Ω je potenčnı́ množina, powerset, množina všech podmnožin množiny Ω.)

n Chceme být schopni definovat pravděpodobnost pro jakoukoli konjunkci a disjunkci
jevů z A; jevové pole A proto nemůže být jakékoli, musı́ to být σ-algebra, tj. musı́
splňovat podmı́nky:

1. ∅ ∈ A.

2. A ∈ A ⇒ A ∈ A.

3. (∀n ∈ N : An ∈ A) ⇒ ⋃

n∈N

An ∈ A. (Uzavřenost na spočetná sjednocenı́.)

n Borelova σ-algebra je nejmenšı́ σ-algebra podmnožin R, která obsahuje všechny
intervaly.
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3. (∀n ∈ N : An ∈ A) ⇒ ⋃

n∈N

An ∈ A. (Uzavřenost na spočetná sjednocenı́.)

n Borelova σ-algebra je nejmenšı́ σ-algebra podmnožin R, která obsahuje všechny
intervaly.

Pravděpodobnost (=pravděpodobnostnı́ mı́ra) je funkce P : A → 〈0, 1〉 splňujı́cı́
podmı́nky (axiomy)

1. P(Ω) = 1

2. P

(

⋃

n∈N

An

)

= ∑
n∈N

P(An),

pokud jsou množiny (=jevy) An, n ∈ N, po dvou neslučitelné (spočetná aditivita).
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pokud jsou množiny (=jevy) An, n ∈ N, po dvou neslučitelné (spočetná aditivita).
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• Bayesova věta
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Frekventistická:

n Relativnı́ četnost výskytu jevu při mnoha opakovánı́ch náhodného pokusu.

Bayesovská:

n Stupeň důvěry v to, že jev nastane.

n To nám umožňuje přiřadit pst hypotézám typu “kandidát A vyhraje volby” nebo
“obžalovaný X je vinen”, ačkoli nenı́ možné opakovat stejné volby nebo stejný zločin
znovu a znovu.
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Vlastnosti jakékoli funkce splňujı́cı́ axiomy pravděpodobnosti:

n P(A) ∈ 〈0, 1〉
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Vlastnosti jakékoli funkce splňujı́cı́ axiomy pravděpodobnosti:

n P(A) ∈ 〈0, 1〉
n P(0) = 0, P(1) = 1
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• Pravděpodobnost

• Interpretace

• Vlastnosti
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Vlastnosti jakékoli funkce splňujı́cı́ axiomy pravděpodobnosti:

n P(A) ∈ 〈0, 1〉
n P(0) = 0, P(1) = 1

n P(A) = 1 − P(A)
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• Bayesova věta
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n A ⊆ B ⇒ P(B \ A) = P(B)− P(A)

n A ∩ B = ∅ ⇒ P(A ∪ B) = P(A) + P(B) (aditivita)

n P(A ∪ B) = P(A) + P(B)− P(A ∩ B)

Poznámka: Je-li {B1, . . . , Bn} úplný systém jevů, pak

n ∑
n
i=1 P (Bi) = 1 a

n pro libovolný jev A platı́

P (A) =
n

∑
i=1

P (A ∩ Bi) .

Speciálně pro {C, C}:

P(A) = P(A ∩ C) + P(A ∩ C) .



Nezávislé jevy

Pravděpodobnost

• Motivace

• Pokus, jev

• Jevy a kombinace

• Definice

• Pravděpodobnost

• Interpretace

• Vlastnosti

• Nezávislé jevy

• Podmı́něná pst.

• Bayesova věta

Náhodné veličiny
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Definice: Jevy A a B jsou nezávislé, pokud platı́

P(A ∩ B) = P(A) · P(B).
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Definice: Jevy A a B jsou nezávislé, pokud platı́
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Jsou-li A, B nezávislé, pak

n P(A ∪ B) = P(A) + P(B)− P(A) · P(B),

n jsou nezávislé taky dvojice A, B a A, B a A, B.
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n jsou nezávislé taky dvojice A, B a A, B a A, B.

Jevy A1, . . . , An se nazývajı́ po dvou nezávislé, jestliže každé dva z nich jsou nezávislé.
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Definice: Jevy A a B jsou nezávislé, pokud platı́

P(A ∩ B) = P(A) · P(B).

Jsou-li A, B nezávislé, pak

n P(A ∪ B) = P(A) + P(B)− P(A) · P(B),

n jsou nezávislé taky dvojice A, B a A, B a A, B.

Jevy A1, . . . , An se nazývajı́ po dvou nezávislé, jestliže každé dva z nich jsou nezávislé.

Množina jevů M se nazývá nezávislá, jestliže

P

(

⋂

A∈K
A

)

= ∏
A∈K

P(A)

pro všechny konečné podmnožiny K ⊆ M.



Podmı́něná pravděpodobnost

Pravděpodobnost

• Motivace

• Pokus, jev

• Jevy a kombinace

• Definice

• Pravděpodobnost

• Interpretace

• Vlastnosti

• Nezávislé jevy

• Podmı́něná pst.

• Bayesova věta

Náhodné veličiny
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Podmı́něná pravděpodobnost jevu A za
podmı́nky B je definována jako

P(A|B) = P(A ∩ B)

P(B)
, P(B) 6= 0.

n P(A) známe z pstnı́ho popisu systému. Dostaneme-li navı́c informaci o tom, že nastal
jev B, podmı́něná pst P(A|B) je naše aktualizovaná znalost o psti jevu A.

n Všechny psti jsou vlastně podmı́něné: P(A) = P(A|Ω).

n Pro jakýkoli jev A platı́: P(A|A) = 1, P(A|A) = 0.

n Podm. pst je stále pravděpodobnost; je to funkce P(.|B) : A → 〈0, 1〉.
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Podmı́něná pravděpodobnost jevu A za
podmı́nky B je definována jako

P(A|B) = P(A ∩ B)

P(B)
, P(B) 6= 0.

n P(A) známe z pstnı́ho popisu systému. Dostaneme-li navı́c informaci o tom, že nastal
jev B, podmı́něná pst P(A|B) je naše aktualizovaná znalost o psti jevu A.

n Všechny psti jsou vlastně podmı́něné: P(A) = P(A|Ω).

n Pro jakýkoli jev A platı́: P(A|A) = 1, P(A|A) = 0.

n Podm. pst je stále pravděpodobnost; je to funkce P(.|B) : A → 〈0, 1〉.

Vlastnosti:

n P(Ω|B) = 1, P(∅|B) = 0.

n B ⊆ A ⇒ P(A|B) = 1.

n P(A ∩ B) = 0 ⇒ P(A|B) = 0.

n Pokud se jevy A1, . . . , An vzájemně vylučujı́, pak P (
⋃

n∈N An |B ) = ∑n∈N P(An|B).
n Je-li P(A|B) definována, jsou jevy A, B nezávislé právě tehdy, když P(A|B) = P(A).
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Věta o úplné pravděpodobnosti: Je-li Bi , i ∈ I, (spočetný) úplný systém jevů a
∀i ∈ I : P(Bi) 6= 0, pak pro každý jev A platı́

P(A) = ∑
i∈I

P(A|Bi) · P(Bi)



Bayesova věta
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Věta o úplné pravděpodobnosti: Je-li Bi , i ∈ I, (spočetný) úplný systém jevů a
∀i ∈ I : P(Bi) 6= 0, pak pro každý jev A platı́

P(A) = ∑
i∈I

P(A|Bi) · P(Bi)

Platı́:

P(A|B) · P(B) = P(A ∩ B) = P(B|A) · P(A)

P(B|A) =
P(A|B) · P(B)

P(A)
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j∈I
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.
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Věta o úplné pravděpodobnosti: Je-li Bi , i ∈ I, (spočetný) úplný systém jevů a
∀i ∈ I : P(Bi) 6= 0, pak pro každý jev A platı́

P(A) = ∑
i∈I

P(A|Bi) · P(Bi)

Platı́:

P(A|B) · P(B) = P(A ∩ B) = P(B|A) · P(A)

P(B|A) =
P(A|B) · P(B)

P(A)

Bayesova věta: Je-li Bi , i ∈ I, (spočetný) úplný systém jevů a ∀i ∈ I : P(Bi) 6= 0, pak pro
každý jev A, P(A) 6= 0, platı́

P(Bi |A) =
P(A|Bi) · P(Bi)

P(A)
=

P(A|Bi) · P(Bi)

∑
j∈I

P(A|Bj) · P(Bj)
.

Význam: Pravděpodobnosti P(A|Bi) odhadneme z pokusů nebo modelu, pomocı́ nich
určı́me pravděpdobnosti P(Bi |A), které sloužı́ k

”
optimálnı́mu“ odhadu, který z jevů Bi

nastal.

Problém: Ke stanovenı́ aposteriornı́ch pravděpodobnostı́ P(Bi |A) potřebujeme znát
apriornı́ pravděpodobnosti P(Bi).



Náhodné veličiny
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Náhodná veličina
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Náhodná veličina na pravděpodobnostnı́m prostoru (Ω,A, P) je měřitelná funkce X : Ω → R, tj. taková,
že pro každý interval I platı́

X−1(I) = {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ I} ∈ A.



Náhodná veličina
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Náhodná veličina na pravděpodobnostnı́m prostoru (Ω,A, P) je měřitelná funkce X : Ω → R, tj. taková,
že pro každý interval I platı́

X−1(I) = {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ I} ∈ A.

Rozdělenı́ náhodné veličiny je popsáno praděpodobnostmi

PX(I) = P[X ∈ I] = P({ω ∈ Ω : X(ω) ∈ I})

definovanými pro lib. interval I. Funkce PX je pravděpodobnostnı́ mı́ra na Borelově σ-algebře a splňuje

n PX(R) = 1, PX(∅) = 0,

n PX(
⋃

n∈N

In) = ∑
n∈N

PX(In), pokud jsou množiny In, n ∈ N, navzájem disjunktnı́,

n PX(R \ I) = 1 − PX(I),

n jestliže I ⊆ J, pak PX(I) ≤ PX(J) a PX(J \ I) = PX(J)− PX(I).



Distribučnı́ funkce

Pravděpodobnost

Náhodné veličiny

• Náhodná veličina

• Distribučnı́ funkce

• Nezávislost n.v.

• Diskrétnı́ n.v.

• Spojitá n.v.

• Kvantilová funkce

• Střednı́ hodnota

• Rozptyl (disperze)

• Sm. odchylka

• Normovánı́

• Diskrétnı́ rozdělenı́

• Spojitá rozdělenı́
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Distribučnı́ funkce (cumulative distribution function, CDF) náhodné veličiny X je
funkce FX : R → 〈0, 1〉 definovaná jako

FX(t) = P[X ∈ (−∞, t)] = P[X ≤ t] = PX ((−∞, t〉) .

Distribučnı́ funkce je

n neklesajı́cı́,

n zprava spojitá,

n lim
t→−∞

FX(t) = 0, lim
t→∞

FX(t) = 1.

Diskrétnı́ náhodná veličina má po částech konstantnı́ distribučnı́ funkci.
Spojitá náhodná veličina má spojitou distribučnı́ funkci.

Přı́klady:
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Nezávislost náhodných veličin

Pravděpodobnost

Náhodné veličiny

• Náhodná veličina

• Distribučnı́ funkce

• Nezávislost n.v.

• Diskrétnı́ n.v.

• Spojitá n.v.

• Kvantilová funkce

• Střednı́ hodnota

• Rozptyl (disperze)

• Sm. odchylka

• Normovánı́

• Diskrétnı́ rozdělenı́

• Spojitá rozdělenı́
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Náh. veličiny X1, . . . , Xn jsou nezávislé, pokud pro libovolné intervaly I1, . . . , In platı́

P[X1 ∈ I1, . . . , Xn ∈ In] = P[X1 ∈ I1] · . . . · P[Xn ∈ In] =
n

∏
i=1

P[Xi ∈ Ii ].

Ekvivalentně stačı́ pro všechna t1, . . . , tn ∈ R požadovat

P[X1 ≤ t1, . . . , Xn ≤ tn] =
n

∏
i=1

P[Xi ≤ ti ],

takže pro sdruženou distribučnı́ funkci nezávislých náhodných veličin musı́ platit

FX (t1, . . . , tn) =
n

∏
i=1

FXi
(ti).

Náhodné veličiny X1, . . . , Xn jsou po dvou nezávislé, pokud jsou každé dvě z nich
nezávislé. To je slabšı́ podmı́nka než nezávislost všech veličin X1, . . . , Xn.



Diskrétnı́ náhodná veličina
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Diskrétnı́ náhodná veličina má po částech
konstantnı́ distribučnı́ funkci.
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Diskrétnı́ náhodná veličina má po částech
konstantnı́ distribučnı́ funkci.

n Existuje pro ně nejvýše spočetná množina
OX taková, že P[X /∈ OX ] = PX(R \ OX) = 0.
Nejmenšı́ taková množina (pokud existuje) je
ΩX = {t ∈ R : PX({t}) 6= 0} = {t ∈ R :
P[X = t] 6= 0}.

n Popisuje ji pravděpodobnostnı́ funkce
(probability mass function, PMF)
pX(t) = PX({t}) = P[X = t], která nabývá
nenulových hodnot na nejvýše spočetné
množině ΩX a která splňuje

∑
t∈R

pX(t) = ∑
t∈ΩX

pX(t) = 1.

n Vztah mezi FX a pX :

FX(x) = ∑
t∈Ωx :t<=x

pX(t).
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Spojitá náhodná veličina
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Spojitá náhodná veličina má spojitou distribučnı́
funkci.
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Spojitá náhodná veličina má spojitou distribučnı́
funkci.

Absolutně spojité náhodné veličiny jsou ty,
které majı́ hustotu pravděpodobnosti
(probability density function, PDF), což je
nezáporná funkce fX : R → 〈0, ∞) taková, že

FX(t) =
∫ t

−∞
fX(u)du.

n Hustota splňuje
∫ ∞

−∞
fX(u)du = 1.

n Nenı́ určena jednoznačně, lze volit

fX(t) =
d FX (t)

d t , pokud existuje.

n PX({t}) = 0 pro všechna t.

n Pokud má n.v. X fyzikálnı́ rozměr (jednotky),
majı́ fyzikálnı́ rozměr i hodnoty hustoty.
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Kvantilová funkce

Pravděpodobnost

Náhodné veličiny

• Náhodná veličina

• Distribučnı́ funkce

• Nezávislost n.v.

• Diskrétnı́ n.v.

• Spojitá n.v.

• Kvantilová funkce

• Střednı́ hodnota

• Rozptyl (disperze)

• Sm. odchylka

• Normovánı́

• Diskrétnı́ rozdělenı́

• Spojitá rozdělenı́
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Distribučnı́ funkce FX(t) řı́ká, jak velká část populace má hodnotu proměnné X menšı́ nebo
rovnu určitému limitu t (např. kolik procent studentů FEL má vážený průměr 1.5 nebo
lepšı́).
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• Distribučnı́ funkce
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Distribučnı́ funkce FX(t) řı́ká, jak velká část populace má hodnotu proměnné X menšı́ nebo
rovnu určitému limitu t (např. kolik procent studentů FEL má vážený průměr 1.5 nebo
lepšı́).

Obráceně se lze ptát, jaká hodnota náhodné veličiny odpovı́dá určité části populace (např.
jaký vážený průměr je třeba, aby se student dostal mezi 5 % nejlepšı́ch). Pro určité
α ∈ 〈0, 1〉 tak hledáme takové t, pro které FX(t) = α. Protože ale distribučnı́ funkce může
být na nějakém intervalu konstantnı́, nemusı́ být hledané t jediné, mohou tvořit omezený
interval. Proto:



Kvantilová funkce

Pravděpodobnost

Náhodné veličiny

• Náhodná veličina

• Distribučnı́ funkce

• Nezávislost n.v.

• Diskrétnı́ n.v.

• Spojitá n.v.

• Kvantilová funkce

• Střednı́ hodnota

• Rozptyl (disperze)

• Sm. odchylka

• Normovánı́

• Diskrétnı́ rozdělenı́

• Spojitá rozdělenı́
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Distribučnı́ funkce FX(t) řı́ká, jak velká část populace má hodnotu proměnné X menšı́ nebo
rovnu určitému limitu t (např. kolik procent studentů FEL má vážený průměr 1.5 nebo
lepšı́).

Obráceně se lze ptát, jaká hodnota náhodné veličiny odpovı́dá určité části populace (např.
jaký vážený průměr je třeba, aby se student dostal mezi 5 % nejlepšı́ch). Pro určité
α ∈ 〈0, 1〉 tak hledáme takové t, pro které FX(t) = α. Protože ale distribučnı́ funkce může
být na nějakém intervalu konstantnı́, nemusı́ být hledané t jediné, mohou tvořit omezený
interval. Proto:

Kvantilová funkce qX : (0, 1) → R je definována jako

qX(α) =
1

2
(sup{t ∈ R : P[X < t] ≤ α}+ inf{t ∈ R : P[X ≤ t] ≥ α})

n Čı́slo qX(α) se nazývá α-kvantil náhodné veličiny X.

n Medián náhodné veličiny je qX(0.5).

n Dolnı́, qX(0.25), a hornı́ kvartil, qX(0.75), dále decily, centily neboli percentily, . . .

n qX je neklesajı́cı́.

n FX a qX jsou navzájem inverznı́ tam, kde jsou spojité a rostoucı́.



Střednı́ hodnota

Pravděpodobnost

Náhodné veličiny

• Náhodná veličina

• Distribučnı́ funkce

• Nezávislost n.v.

• Diskrétnı́ n.v.

• Spojitá n.v.

• Kvantilová funkce

• Střednı́ hodnota

• Rozptyl (disperze)

• Sm. odchylka

• Normovánı́

• Diskrétnı́ rozdělenı́

• Spojitá rozdělenı́
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Střednı́ hodnota náhodné proměnné X se značı́ E X nebo µX a je definována zvlášt’ pro

n diskrétnı́ náhodnou veličinu X:

E X = ∑
t∈R

t · pX(t) = ∑
t∈ΩX

t · pX(t),

n spojitou náhodnou veličinu Y:

E Y =
∫ ∞

−∞
t · fY(t)d t.

Pro oba přı́pady platı́ vzorec využı́vajı́cı́ kvantilovou funkci

E Z =
∫ 1

0
qZ(α)d α.



Střednı́ hodnota

Pravděpodobnost

Náhodné veličiny

• Náhodná veličina

• Distribučnı́ funkce

• Nezávislost n.v.

• Diskrétnı́ n.v.

• Spojitá n.v.

• Kvantilová funkce

• Střednı́ hodnota

• Rozptyl (disperze)

• Sm. odchylka

• Normovánı́

• Diskrétnı́ rozdělenı́

• Spojitá rozdělenı́
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Střednı́ hodnota náhodné proměnné X se značı́ E X nebo µX a je definována zvlášt’ pro

n diskrétnı́ náhodnou veličinu X:

E X = ∑
t∈R

t · pX(t) = ∑
t∈ΩX

t · pX(t),

n spojitou náhodnou veličinu Y:

E Y =
∫ ∞

−∞
t · fY(t)d t.

Pro oba přı́pady platı́ vzorec využı́vajı́cı́ kvantilovou funkci

E Z =
∫ 1

0
qZ(α)d α.

Vlastnosti:

n E r = r, E(E X) = E X

n E(X + Y) = E X + E Y, E(X + r) = E X + r, E(X − Y) = E X − E Y

n E(rX + sY) = r E X + s E Y

n Pouze pro nezávislé veličiny: E(X · Y) = E X · E Y.



Rozptyl (disperze)

Pravděpodobnost

Náhodné veličiny

• Náhodná veličina

• Distribučnı́ funkce

• Nezávislost n.v.

• Diskrétnı́ n.v.

• Spojitá n.v.

• Kvantilová funkce

• Střednı́ hodnota

• Rozptyl (disperze)

• Sm. odchylka

• Normovánı́

• Diskrétnı́ rozdělenı́

• Spojitá rozdělenı́
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Rozptyl náhodné proměnné X se značı́ D X, σ2
X , var X, nebo Var(X) a je definován jako

D X = E
(

(X − E X)2
)

= E(X2)− (E X)2,

E(X2) = (E X)2 + D X,

nebo také

D X =
∫ 1

0
(qX(α)− E X)2 d α.



Rozptyl (disperze)

Pravděpodobnost

Náhodné veličiny

• Náhodná veličina

• Distribučnı́ funkce

• Nezávislost n.v.

• Diskrétnı́ n.v.

• Spojitá n.v.

• Kvantilová funkce

• Střednı́ hodnota

• Rozptyl (disperze)

• Sm. odchylka

• Normovánı́

• Diskrétnı́ rozdělenı́

• Spojitá rozdělenı́
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Rozptyl náhodné proměnné X se značı́ D X, σ2
X , var X, nebo Var(X) a je definován jako

D X = E
(

(X − E X)2
)

= E(X2)− (E X)2,

E(X2) = (E X)2 + D X,

nebo také

D X =
∫ 1

0
(qX(α)− E X)2 d α.

Vlastnosti:

n D X ≥ 0

n D r = 0

n D(X + r) = D X

n D(rX) = r2 D X

n Pouze pro nezávislé veličiny: D(X + Y) = D X + D(Y), D(X − Y) = D X + D(Y).



Směrodatná odchylka

Pravděpodobnost

Náhodné veličiny

• Náhodná veličina

• Distribučnı́ funkce

• Nezávislost n.v.

• Diskrétnı́ n.v.

• Spojitá n.v.

• Kvantilová funkce

• Střednı́ hodnota

• Rozptyl (disperze)

• Sm. odchylka

• Normovánı́

• Diskrétnı́ rozdělenı́

• Spojitá rozdělenı́
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Směrodatná odchylka náhodné proměnné X se značı́ σX , je definována jako

σX =
√

D X =
√

E ((X − E X)2)

a má stejný fyzikálnı́ rozměr jako původnı́ náhodná veličina (na rozdı́l od rozptylu).



Směrodatná odchylka

Pravděpodobnost

Náhodné veličiny

• Náhodná veličina

• Distribučnı́ funkce

• Nezávislost n.v.

• Diskrétnı́ n.v.

• Spojitá n.v.

• Kvantilová funkce

• Střednı́ hodnota

• Rozptyl (disperze)

• Sm. odchylka

• Normovánı́

• Diskrétnı́ rozdělenı́

• Spojitá rozdělenı́
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Směrodatná odchylka náhodné proměnné X se značı́ σX , je definována jako

σX =
√

D X =
√

E ((X − E X)2)

a má stejný fyzikálnı́ rozměr jako původnı́ náhodná veličina (na rozdı́l od rozptylu).

Vlastnosti:

n σX ≥ 0

n σr = 0

n σX+r = σX

n σrX = |r|σX

n Pouze pro nezávislé náhodné veličiny: σX+Y =
√

D X + D Y =
√

σ2
X + σ2

Y .



Normovaná náhodná veličina

Pravděpodobnost

Náhodné veličiny

• Náhodná veličina

• Distribučnı́ funkce

• Nezávislost n.v.

• Diskrétnı́ n.v.

• Spojitá n.v.

• Kvantilová funkce

• Střednı́ hodnota

• Rozptyl (disperze)

• Sm. odchylka

• Normovánı́

• Diskrétnı́ rozdělenı́

• Spojitá rozdělenı́
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Normovaná náhodná veličina je taková, která má nulovou střednı́ hodnotu a jednotkový
rozptyl:

norm X =
X − E X

σX
,

má-li vzorec smysl. Zpětná transformace je

X = E X + σX norm X.



Diskrétnı́ rozdělenı́

Pravděpodobnost

Náhodné veličiny

• Náhodná veličina

• Distribučnı́ funkce

• Nezávislost n.v.

• Diskrétnı́ n.v.

• Spojitá n.v.

• Kvantilová funkce

• Střednı́ hodnota

• Rozptyl (disperze)

• Sm. odchylka

• Normovánı́

• Diskrétnı́ rozdělenı́

• Spojitá rozdělenı́
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n Diracovo: jediný možný výsledek r ∈ R.

n Alternativnı́ (Bernoulliho): dva možné výsledky (obvykle označené 0 a 1), jeden z
nich (1) má pravděpodobnost q.

n Rovnoměrné: m možných, stejně pravděpodobných výsledků.

n Binomické: počet úspěchů z m nezávislých pokusů, je-li v každém stejná
pravděpodobnost úspěchu q ∈ 〈0, 1〉. Součet m nezávislých alternativnı́ch rozdělenı́.

n Poissonovo: limitnı́ přı́pad binomického rozdělenı́ pro m → ∞ při konstantnı́m
mq = λ > 0 (tedy q → 0).

n Geometrické: počet úspěchů do prvnı́ho neúspěchu, je-li v každém pokusu stejná
pravděpodobnost úspěchu q ∈ (0, 1).

n Hypergeometrické: Počet výskytů v m vzorcı́ch vybraných z M objektů, v nichž je
celkem K výskytů (1 ≤ m ≤ K ≤ M).

n . . .



Diskrétnı́ rozdělenı́

Pravděpodobnost

Náhodné veličiny

• Náhodná veličina

• Distribučnı́ funkce

• Nezávislost n.v.

• Diskrétnı́ n.v.

• Spojitá n.v.

• Kvantilová funkce

• Střednı́ hodnota

• Rozptyl (disperze)

• Sm. odchylka

• Normovánı́

• Diskrétnı́ rozdělenı́

• Spojitá rozdělenı́
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n Diracovo: jediný možný výsledek r ∈ R.

n Alternativnı́ (Bernoulliho): dva možné výsledky (obvykle označené 0 a 1), jeden z
nich (1) má pravděpodobnost q.
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n Rovnoměrné: m možných, stejně pravděpodobných výsledků.

n Binomické: počet úspěchů z m nezávislých pokusů, je-li v každém stejná
pravděpodobnost úspěchu q ∈ 〈0, 1〉. Součet m nezávislých alternativnı́ch rozdělenı́.

n Poissonovo: limitnı́ přı́pad binomického rozdělenı́ pro m → ∞ při konstantnı́m
mq = λ > 0 (tedy q → 0).

n Geometrické: počet úspěchů do prvnı́ho neúspěchu, je-li v každém pokusu stejná
pravděpodobnost úspěchu q ∈ (0, 1).

n Hypergeometrické: Počet výskytů v m vzorcı́ch vybraných z M objektů, v nichž je
celkem K výskytů (1 ≤ m ≤ K ≤ M).

n . . .



Diskrétnı́ rozdělenı́

Pravděpodobnost

Náhodné veličiny

• Náhodná veličina

• Distribučnı́ funkce

• Nezávislost n.v.

• Diskrétnı́ n.v.

• Spojitá n.v.

• Kvantilová funkce

• Střednı́ hodnota

• Rozptyl (disperze)

• Sm. odchylka

• Normovánı́

• Diskrétnı́ rozdělenı́

• Spojitá rozdělenı́
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n Diracovo: jediný možný výsledek r ∈ R.

n Alternativnı́ (Bernoulliho): dva možné výsledky (obvykle označené 0 a 1), jeden z
nich (1) má pravděpodobnost q.

n Rovnoměrné: m možných, stejně pravděpodobných výsledků.
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n Binomické: počet úspěchů z m nezávislých pokusů, je-li v každém stejná
pravděpodobnost úspěchu q ∈ 〈0, 1〉. Součet m nezávislých alternativnı́ch rozdělenı́.

n Poissonovo: limitnı́ přı́pad binomického rozdělenı́ pro m → ∞ při konstantnı́m
mq = λ > 0 (tedy q → 0).

n Geometrické: počet úspěchů do prvnı́ho neúspěchu, je-li v každém pokusu stejná
pravděpodobnost úspěchu q ∈ (0, 1).

n Hypergeometrické: Počet výskytů v m vzorcı́ch vybraných z M objektů, v nichž je
celkem K výskytů (1 ≤ m ≤ K ≤ M).

n . . .



Diskrétnı́ rozdělenı́

Pravděpodobnost

Náhodné veličiny

• Náhodná veličina

• Distribučnı́ funkce

• Nezávislost n.v.

• Diskrétnı́ n.v.

• Spojitá n.v.

• Kvantilová funkce

• Střednı́ hodnota

• Rozptyl (disperze)

• Sm. odchylka

• Normovánı́

• Diskrétnı́ rozdělenı́

• Spojitá rozdělenı́
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n Diracovo: jediný možný výsledek r ∈ R.

n Alternativnı́ (Bernoulliho): dva možné výsledky (obvykle označené 0 a 1), jeden z
nich (1) má pravděpodobnost q.

n Rovnoměrné: m možných, stejně pravděpodobných výsledků.

n Binomické: počet úspěchů z m nezávislých pokusů, je-li v každém stejná
pravděpodobnost úspěchu q ∈ 〈0, 1〉. Součet m nezávislých alternativnı́ch rozdělenı́.
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n Poissonovo: limitnı́ přı́pad binomického rozdělenı́ pro m → ∞ při konstantnı́m
mq = λ > 0 (tedy q → 0).

n Geometrické: počet úspěchů do prvnı́ho neúspěchu, je-li v každém pokusu stejná
pravděpodobnost úspěchu q ∈ (0, 1).

n Hypergeometrické: Počet výskytů v m vzorcı́ch vybraných z M objektů, v nichž je
celkem K výskytů (1 ≤ m ≤ K ≤ M).

n . . .



Diskrétnı́ rozdělenı́

Pravděpodobnost

Náhodné veličiny

• Náhodná veličina

• Distribučnı́ funkce

• Nezávislost n.v.

• Diskrétnı́ n.v.

• Spojitá n.v.

• Kvantilová funkce

• Střednı́ hodnota

• Rozptyl (disperze)

• Sm. odchylka

• Normovánı́

• Diskrétnı́ rozdělenı́

• Spojitá rozdělenı́
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n Diracovo: jediný možný výsledek r ∈ R.

n Alternativnı́ (Bernoulliho): dva možné výsledky (obvykle označené 0 a 1), jeden z
nich (1) má pravděpodobnost q.

n Rovnoměrné: m možných, stejně pravděpodobných výsledků.

n Binomické: počet úspěchů z m nezávislých pokusů, je-li v každém stejná
pravděpodobnost úspěchu q ∈ 〈0, 1〉. Součet m nezávislých alternativnı́ch rozdělenı́.

n Poissonovo: limitnı́ přı́pad binomického rozdělenı́ pro m → ∞ při konstantnı́m
mq = λ > 0 (tedy q → 0).
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n Geometrické: počet úspěchů do prvnı́ho neúspěchu, je-li v každém pokusu stejná
pravděpodobnost úspěchu q ∈ (0, 1).

n Hypergeometrické: Počet výskytů v m vzorcı́ch vybraných z M objektů, v nichž je
celkem K výskytů (1 ≤ m ≤ K ≤ M).

n . . .



Spojitá rozdělenı́

Pravděpodobnost

Náhodné veličiny

• Náhodná veličina

• Distribučnı́ funkce

• Nezávislost n.v.

• Diskrétnı́ n.v.

• Spojitá n.v.

• Kvantilová funkce

• Střednı́ hodnota

• Rozptyl (disperze)

• Sm. odchylka

• Normovánı́

• Diskrétnı́ rozdělenı́

• Spojitá rozdělenı́
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n Rovnoměrné R(a, b): pX je konstantnı́ na intervalu 〈a, b〉. Hustota fR(a,b), distribučnı́
funkce FR(a,b).
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• Střednı́ hodnota

• Rozptyl (disperze)

• Sm. odchylka

• Normovánı́

• Diskrétnı́ rozdělenı́
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−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
x

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

F
N
(0
,1
)(
x
)
=
Φ
(x
)

Normal CDF

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
x

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

f N
(0
,1
)(
x
)
=
φ
(x
)

Normal PDF
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A dále nás čeká statistika. . .
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Existujı́ tři druhy lžı́: lži, naprosté lži a statistiky.

Benjamin Disraeli
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