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Abstrakt
Toto je podpůrný text pro cvičení v rámci magisterského předmětu A6M33NIN. Podklady

pro jednotlivé úlohy jsou ve většině případů dále rozšířeny o kódy v jazyce MATLAB, na jejichž
rozšíření se v rámci úloh pracuje.

Pro zájemce o hlubší znalost lze doporučit knihu [5], která je dobře čitelná a je v dostatečném
počtu k dispozici v knihovně katedry kybernetiky. Česká kniha [2] je přehledová a zpracovává
látku z lékařského hlediska, jako anglickou knihu shrnující neurovědy jako celek lze doporučit [1].
Z literatury k jednotlivým tématům pak nabízíme m.j. [3], [6] či z pokročilejších [4],další literaturu
z naší knihovny lze doporučit na dotaz.
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0 Matematický aparát
V této úvodní části cvičení se prakticky seznámíme s numerickými metodami, které dále bohatě vyu-
žijeme při modelování aktivity neuronů.

0.1 Numerické metody řešení dif. rovnic
Stejně jako v dalších odvětvích, zabývajících se dynamickými systémy, setkáváme se v Neuroinformatice
s popisem systémů pomocí diferenciálních rovnic. Vzhledem k tomu, že jejich přesné analytické řešení
může být často obtížné až nemožné, přichází na řadu přibližná numerická řešení, s nimiž se seznámíme
v rámci tohoto cvičení.

Eulerova metoda
Uvažujme lineární diferenciální rovnici prvního řádu ve tvaru

δx

δt
= f(x, t), (0.1)

Eulerova metoda prvního řádu spočívá v diskretizaci δxδt = ∆x
∆t a následující úvaze. Vezmeme-li:

∆t = t2 − t1
∆x = x(t+ ∆t)− x(t),

pak lze rovnici 0.1 psát ve tvaru

∆x
∆t = f(x(t), t)

a konečně
x(t+ ∆t) = x(t) + ∆tf(x(t), t)

Tímto způsobem tedy můžeme modelovat řešení v prvním přiblížení - bereme v potaz sklon přímky
v daném bodě. Pokud je však sklon závislý na t, bude toto přiblížení velmi hrubé. V takovém případě
můžeme řešení zpřesnit dalšími členy Taylorova rozvoje dle vzorce:

x(t+ ∆t) = x(t) + ∆tδx
δt

+ 1
2(∆t)2 δ

2x

δt2
+O, (0.2)

kde O reprezentuje všechny členy vyšších řádů. Ve druhém přiblížení tedy modelujeme kromě sklonu
křivky i její zakřivení a výsledky by měly tudíž být bližší analytickému řešení.

Runge-Kutta metoda
V metodách vyšších řádů můžeme navíc zpřesnit řešení tím, že hodnotu členů vyšších řádů odhadujeme
nikoliv v bodě x či x+∆x, ale v polovině tohoto intervalu - tzv. "midpoint method". Výsledná hodnota
by tak měla lépe reprezentovat sledovanou veličinu v daném intervalu a vést k přesnějšímu odhadu.
Navíc, pokud nemáme k dispozici analytické vyjádření členů Taylorova rozvoje vyšších řádů, můžeme
je opět odhadnout pomocí numerických metod, což sice vede k dalším (pravděpodobně nepřesným)
odhadům, ale v konečném důsledku může výsledný odhad průběhu řešení rovnice výrazně zpřesnit.

Samotná metoda Runge-Kutta je tedy numerickou metodou 4. řádu, která kombinuje odhad ve
středu intervalu s numerickým odhadem členů vyšších řádů. Lze tedy aproximovat řešení libovolné
funkce a analytické vyjádření řešené rovnice není třeba. To vede k vyšší výpočetní náročnosti, ale - jak
uvidíme - vede k velmi přesným odhadům řešení. Metoda Runge-Kutta je implementována v Matlabu
ve funkci ode45().

Úloha 0.1 Úkolem je numericky aproximovat řešení diferenciální rovnice

dx

dt
= t− x+ 1, (0.3)

za poč. podmínky poč. podmínky: x(0)=1 pomocí Eulerovy metody (1 a 2 řádu) a metody Runge-
Kutta.
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Analytické řešení této rovnice má tvar x = t+ e−t 1. Řešení rovnice vypočtěte na intervalu 〈0, 5),
dále zvolte ∆t = 0.02.

Úkol 0.1 (2 b) Vykreslete řešení x(t) = f(t) pro t = 0, . . . , 2s pomocí Eulerovy metody prvního a
druhého řádu2 (xEuler ) a vykreslete do grafu spolu s analytickým řešením.

Úkol 0.2 (1 b) Úlohu vyřešte dále pomocí metody Runge-Kutta xRunge a doplňte do grafu.
Nápověda: funkce ode45má jako první parametr callback na funkci, implementující řešenou rovnici.

V tomto případě můžeme callback funkci definovat snadno pomocí tzv. function handle a anonymous
function3 jako ode_func = @(t,x,flag) 1−x+t;

Úkol 0.3 (1.5 b) Vykreslete závislost relativní chyby jednotlivých numerických metod oproti analy-
tickému řešení. Př. (pro Eulerovu metodu) (xEuler − xexact)/xEuler = f(∆t)

Úkol 0.4 (1.5 b) Vykreslete absolutní chybu jednotlivých numerických metod v závislosti na velikosti
integračního kroku ∆t ∈ (0.001, 1)s v čase t = 1s.

1můžete ověřit např. na http://www.wolframalpha.com/, dotaz: "solve differential equation x’=..."
2Při řešení Eulerovou metodou druhého řádu lze postupovat dvěma způsoby. 1) Derivací analytické funkce f(x, t).

2) Odhadem hodnoty f ′(x, t) pomocí sklonu f(x, t) mezi body t a t + ∆t. Postup č.2 používají metody, jako např.
Runge-Kutta, které s analytickým vyjádřením f(x, t) nepracují a znají jen výstup pro zadané hodnoty x a t.

3viz např. http://www.mathworks.com/help/matlab/matlab_prog/creating-a-function-handle.html
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1 Modely neuronů
V této části cvičení se budeme detailně věnovat generování akčního potenciálu a chování jednotlivých
neuronů. Jednotlivé aspekty generování akčních potenciálů a jejich sledů si vyzkoušíme na několika
různých matematických modelech o různé úrovni přiblížení.

1.1 Modelování membrány a synapse 1: jednodušší modely
Vzhledem k tomu, že se nervové vzruchy šíří formou změn elektrického potenciálu na buněčné mem-
bráně, jeví se jako přirozené vytvořit základní model jejího fungování jako ekvivalentní elektrický
obvod. Nejjednodušší model, který si představíme v této úloze, pracuje pouze s jedním typem kanálů -
chloridovými stále otevřenými kanály - a má formu RC obvodu, doplněného článkem, nahrazujícím kli-
dový membránový potenciál. Jak uvidíme, jeho odezva na vstupní vzruch je sice skutečnému akčnímu
potenciálu poměrně vzdálena, poslouží nám však pro porozumění základním parametrům buněčné
membrány a usnadní studování složitějších modelů.

Úloha 1.1 (RC model) Namodelujte chování membrány pomocí RC členu - viz obrázek 1. Vstupní
proud membrány Istim je obdélníkový signál 10pA po dobu 20ms. Je nutné stimulační proud převést
na stejné jednotky jako proudy ICl a IC , které jsou vztaženy k ploše elektrody A4, která současně
stimuluje a snímá proudy buňky v cm2. Tedy I

′

stim = Istim/A ≈ 10−11 · 106 ≈ 10−5. Parametry
membrány jsou následující:

kapacita membrány: Cm = 1 µF/cm2,
vodivost membrány: gCl = 0.3 ms/cm2,
časová konstanta: τ = Cm/gCl,
povrch membrány (plocha elektrody): A ≈ 1 · 10−6 cm2

Nernstův potenciál Cl: VCl = −68 mV ,
počáteční podmínky: V (0) = −68 mV , ICl(0) = 0 µA/cm2, IC(0) = 0 µA/cm2.

Úkol 1.1 (2 b) Vykreslete závislost V (t)(= φin−φout), ICl(t), IC(t) pro časy 〈0, 40〉ms, ∆t = 0.01ms

Obrázek 1: Model membrány s volným iontovým Cl kanálem

Platí

IC(t) = Cm
dV

dt
(t) (1.1)

IC(t) = Istim(t)
A

− ICl(t) → Istim = A · IC(t) +A · ICl(t) (1.2)

ICl(t) = gCl(V (t)− VCl) (1.3)

τ = Cm
gCl

(1.4)

4Ve skutečnosti se tedy jedná o proudové hustoty, které by bylo správnější značit dle konvencí %. Pro konzistenci s
přednáškami se však přidržíme značení I.
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Kombinací výše uvedeného získáme

Cm
dV

dt
= Istim(t)

A
− gCl(V (t)− VCl) (1.5)

τ
dV

dt
= VCl − V (t) + Istim(t)

AgCl
(1.6)

(1.7)

Eulerova metoda (dopředná)

τ
V (j)− V (j − 1)

dt
= VCl − V (j − 1) + Istim(j − 1)

AgCl
(1.8)

V (j) = V (j − 1) + dt

τ
[VCl − V (j − 1) + Istim(j − 1)

AgCl
] (1.9)

Eulerova metoda (zpětná)

τ
V (j)− V (j − 1)

dt
= VCl − V (j) + Istim(j)

AgCl
(1.10)

V (j)(1 + dt

τ
) = V (j − 1) + dt(VCl

τ
+
Istim(j)gCl

AgClCm
) (1.11)

V (j) =
V (j − 1) + dt(VClτ + Istim(j)

ACm
)

(1 + dt
τ )

(1.12)

Úloha 1.2 (EPSP model) Úkolem je analýza modelu synapse vyobrazené na obrázku 2. Jedná se
model se zahrnutím tzv. "excitatory postsynaptic potential"(EPSP), tedy chování membrány dendritu
postsynaptického neuronu po přijetí vzruchu. Synapse je namodelována pomocí měnící se kondutivity
gsyn. Jinými slovy: model oproti předchozímu případu navíc obsahuje kanály, reagující na vypuštěný
neurotransmitter (jednorázově se otevřou, jejich konduktivita následně poklesá - viz řešení rovnice 1.13)
Časová konstanta τsyn = 1 mS. Konstanty jsou stejné jako v předchozím příkladě. Stimulační proud
Istim = 0. , Vsyn = 10 mV . V čase t = 1 ms dojde k uvolnění neurotransmitteru, tedy gsyn(1 + δ) = 1.
Počáteční podmínky V (1) = 0, Isyn = 0, gsyn(1) = 0, gL = 1.

τsyn
dgsyn(t)

dt
= −gsyn(t) + δ(t− tpre − tdelay) (1.13)

Úkol 1.2 (0 b) Vykreslete závislost V (t), ICl(t), IC(t), Isyn(t). Vysvětlete souvislosti průběhů ve
výsledném grafu a porovnejte je s výsledky Úkolu 1.1.
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Obrázek 2: EPSP: Model synapse s volným iontovým Cl kanálem

1.2 Modelování membrány a synapse 2: Hodgkin-Huxley
Úloha 1.3 (Hodgkin-Huxley) Úkolem je analýza Hodgkin-Huxley(HH) modelu dle schematu na
obrázku 3. Na rozdíl od předchozích modelů zahrnuje HH model proměnné závislé nejen na čase, ale
také na napětí, tedy Na+ a K+ napětím řízené kanály. Model je založen na následující sadě rovnic.

EK

KRNaRRL

C

Iext

E EL Na

External input

Capacitor Resistance of ion channels

Reversal potentials of ion 
channels

EK

Obrázek 3: Schéma Hodgkin-Huxley modelu. Jednotlivé prvky vyjadřují vždy reverzní potenciál a
rezistivitu příslušného typu kanálu: EL, RL - stále otevřené kanály ("Leakage channels"), ENa, RNa
- sodíkové, napětím řízené kanály, EK , RK - draslíkové, napětím řízené kanály. Rezistivita napětím
řízených kanálů je funkcí napětí a času.

Proud v iontovém kanálu lze vyjádřit dle Ohmova zákona:

Iion = ĝion(V − Eion)
(

= (V − Eion)/R̂ion
)
, (1.14)

kde ĝion je maximální hodnota vodivosti daného kanálu, ostatní veličiny pak dle uvedeného schematu.
Dále zavádíme pomocné veličiny, závislé na čase a napětí n(V, t), m(V, t), h(V, t), na jejich základě

jsou vyjádřeny vodivosti:

ĝK(V, t) = gKn
4 (1.15)

ˆgNa(V, t) = gNam
3h (1.16)

Sloučením rovnic 1.16-1.14 dostáváme

C
dV
dt = −gKn

4(V − EK)− gNam
3h(V − ENa)− gL(V − EL) + Iext(t) (1.17)
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Dále definujeme časové konstanty

τn(V )dn
dt = −[n− n0(V )] (1.18)

τm(V )dm
dt = −[m−m0(V )] (1.19)

τh(V )dh
dt = −[h− h0(V )] (1.20)

Pro libovolnou z proměnných dostaneme

dx

dt
= − 1

τx(V ) [x− x0(V )], x ∈ {n,m, h} (1.21)

a po řešení pomocí Eulerovy metody konečně dostáváme

x (t+ ∆t) =
(

1− ∆t
τx

)
x(t) + ∆t

τx
x0. (1.22)

Pro počáteční podmínky pak platí:

x(0) = α

α+ β
, τx = αβ, x ∈ {n,m, h} (1.23)

αn = 10− V
100

(
e

10−V
10 − 1

) , βn = 0.125e− V
80 (1.24)

αm = 25− V
10
(
e

25−V
10 − 1

) , βm = 4e− V
18 (1.25)

αh = 0.07e V20 , βh = 1
e

30−V
10 + 1

(1.26)

Úkol 1.3 (0 b) Implementaci modelu si stáhněte ze stránek cvičení - soubor cv3_HH.m. Zobrazte
časový výstup modelu (napětí na membráně V ), buzeného konstantním napětím Iext = 60µA/cm2

(výchozí nastavení). Implementace pracuje s časem od -30s pro počáteční ustálení systému. Výstup
zobrazte pro časy 0− 100ms.

Úkol 1.4 (1 b) Rozšiřte zobrazení o časové průběhy vodivostí g jednotlivých typů kanálů, vodivosti
popište (příkaz legend)

Úkol 1.5 (2 b) Nasimulujte a zobrazte závislost frekvence pálení na konstantním externím proudu Iext
- tzv. Aktivační funkci neuronu modelovaného HH modelem. Vstupní proud Iext uvažujte v rozsahu
0− 15 µA/cm2. Frekvenci pálení počítejte z dostatečně ustáleného úseku časového signálu (nápověda:
pomohou fce diff, find popř. findpeaks). Jakou obecnou funkci vám tento průběh připomíná?
Při jaké hodnotě Iext se významně mění průběh aktivační funkce (diskutujte).

Úkol 1.6 (2 b) Přidání šumu do budicího proudu způsobí změnu časových vlastností neuronu. Vykres-
lete časový průběh membránového napětí V a aktivační funkci z předchozích úkolů s přidáním šumu.
Pro časový průběh použijte budicí proud Iext = 30µA/cm2 a normální šum (randn) o směrodatné
odchylce 60, pro aktivační funkci opět rozsah Iext = 〈0, 15〉µA/cm2 a šum o směrodatné odchylce 30.
Jak se změnil tvar obou průběhů? Vyzkoušejte pro různé hodnoty šumu.

Úkol 1.7 (bonus) (1 b) Vykreslete ISI histogram (inter-spike-intervalů) pro budicí proud Iext =
30µA/cm2 a šum o směrodatné odchylce 60. Porovnejte s časovým průběhem. Průběhy vysvětlete.
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1.3 Modelování spiketrains
Na předchozích úlohách jsme si ukázali, jaký vliv má šum na vstupu neuronu na jeho časové a frek-
venční charakteristiky. Šumový signál na vstupu neuronu podstatně lépe odpovídá praktické situaci
než konstantní proud. To je dáno především tím, že vstupem neuronu je součtový signál, tvořený syna-
psemi mnoha dalších neuronů, zapojenými na jeho dendritech. V tomto oddíle cvičení si takový signál
vygenerujeme a prozkoumáme výstup neuronu, na nějž je přiveden.

Na přednáškách jste se dozvěděli, že interspike intervaly (ISI) typických neuronů mozkové kůry
vykazují logaritmicko-normální rozdělení. Než se tedy pustíme do modelování spiketrains, zkusme tuto
skutečnost ověřit na modelu.

Úloha 1.4 (LIF neuron a Poissonovský spiketrain) Modely, kterým jsme se věnovali v předcho-
zích úlohách, jsou schopny velice přesně modelovat tvar akčního potenciálu na základě fyziologického
modelu chování iontových kanálů. Chceme-li ale modelovat složitější sítě neuronů, ukazuje se, že i
zjednodušené modely (např. Wilsonův-viz appendix) jsou pro takové použití zbytečně komplexní. Při
modelování sítí neuronů není ani tak podstatný přesný tvar akčního potenciálu (ten, jak si ukážeme
později, může být snadno modelován pomocí α funkcí), jako spíš správné modelování časování pálení
neuronu. K těmto účelům se využívá jednoduchý Leaky integrate and fire neuron, popsaný v přednášce
č. 3. Základním principem modelu je jednoduchý integrátor, který se po překročení nastaveného prahu
resetuje na klidový potenciál (více v již zmiňované přednášce)

Úkol 1.8 (1 b) Stáhněte si model LIF neuronu ze stránek cvičení - cv4_lif.m. Zobrazte výstup
modelu pro konstantní vstupní proud (výchozí nastavení). Vykreslete průběh výstupního napětí a
okamžiky spikes v čase. Vypočtěte frekvenci pálení a zobrazte ISI histogram.

Úkol 1.9 (2 b) Upravte zadání z předchozího bodu tak, že na vstup přivedete namísto konstantního
proudu šum se střední hodnotou 12 a směrodatnou odchylkou 100 (opět využijte funkci randn).
Simulujte pro časy 0 − 105 s krokem dt = 0.01. U ISI histogramu nastavte počet binů na 60. ISI
histogram převeďte na odhad pravděpodobnostní funkce (

∑
pdf = 1).

Úkol 1.10 (3 b) Na data z předchozího bodu nafitujte logaritmicko-normální rozdělení. Předpis logaritmicko-
normálního rozdělení je dán rovnicí

pdf lognormal(x;µ, σ) = 1
xσ
√

2π
e− (log(x)−µ))2

2σ2 (1.27)

Jedním z možných řešení by tedy bylo použít jako vstup odhad pravděpodobnostní funkce ISI z předcho-
zího bodu a analytickou funkci na něj nafitovat pomocí funkce fminsearch nebo jí podobných. Vzhle-
dem k tomu, že však jedna hodnota v pravděp. funkci neodpovídá jednomu, ale celé řadě pozorování, byl
by takový postup nesprávný. Problematiku nastudujte zde: http://www.mathworks.com/products/
statistics/demos.html?file=/products/demos/shipping/stats/cfitdfitdemo.html#6.

Z uvedených důvodů využijeme pro fitování funkci lognfit, která odhadne parametry rozdělení
pomocí metody maximální věrohodnosti. Na základě odhadnutých parametrů vypočtěte a zobrazte
analytický průběh logaritmicko-normálního rozdělení na ISI pravděpodobnostní funkci. Přesnějšího
zobrazení můžete dosáhnout mapř. úpravou počtu binů v histogramu.
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2 Analýza reálných data, modelování neuronových populací
V této části si vyzkoušíme analýzu reálných µEEG (micro-EEG) dat, získaných z mozků pacientů
s Parkinsonovou chorobou. Data porovnáme s našimi simulacemi z minulého bloku a vyzkoušíme
analyzovat korelaci odezvy konkrétního neuronu s dalším biologickým signálem - elektrookologramem.
Data jsme získali díky naší spolupráci s 1. Neurologickou klinikou v Praze.

Dále si v této části vyzkoušíme nasimulovat složitější síť neuronů (tzv. spiking network) a budeme
pozorovat její chování za různých podmínek.

3 Přenos a kódování informace v mozku
V tomto bloku si namodelujeme některé procesy, související s přenosem a uchovávání informace v
mozku. Zabrousíme také do základů kognitivního modelování a vyzkoušíme si tzv. samoorganizující
mapy.

4 Výpočetní neurověda v systémové úrovni a její robotická
implementace

V této části se budeme věnovat kognitivnímu modelování pomocí sofistikovaných SW nástrojů a im-
plementujeme kognitivní síť pro rozpoznávání vizuálních podnětů do humanoidního robota
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neuron type τR[ms] gT gH
Fast spiking (FS) neocortex 1.5 0.25 0
Regular spiking (RS) 4.2 0.2 5
Bursting 4.2 2.25 9.5

Tabulka 1: Požadovaná nastavení wilsonova modelu pro simulace z úkolu .1

Appendices
Wilsonův model
Jak jsme viděli v předchozích příkladech Hodgkin-Huxleyho model, přesně modelující vlastnosti neu-
ronu krakatice, je velice složitý a neumožňuje rozsáhlejší analytické zkoumání (jak jsme viděli m.j.
na příkladu výpočtu aktivační funkce). Pozdeji v historii se ukázalo, že úpravami rovnic HH modelu
lze dosáhnout obdobných výsledků s výrazně nižší výpočetní složitostí. Za příklady mohou sloužit
Wilsonův nebo LIF model. Wilsonovu modelu je věnována tato krátká úloha, o LIF modelu bude řeč
později.
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Obrázek 4: Hodgkin-Huxley: časové konstanty modelu

Zjednodušené modely musejí z pochopitelných důvodů zahrnovat základní mechanizmy Na+ a
K+ kanálů. Podstatou Wilsonova zjednodušení byla úvaha, že časová konstanta HH modelu τm (viz
obrázek 4(a)) je velmi malá a tudíž zanedbatelná pro všechny možné hodnoty napětí na membráně a
na ní závislá hodnota m se tak rychle blíží maximální hodnotě m, že může být touto hodnotou přímo
nahrazena. Wilson dále usoudil, že otevírání K+ kanálů je v podstatě doplňkem uzavírání Na+ (viz
obrázek 4(b) - n0 vs h0) kanálů a můžeme tedy použít další zjednodušení, totiž že h = 1−n. Přestože
výsledný model obsahuje pouze 2 následující diferenciální rovnice, je jeho výstup v zásadě srovnatelný
s výstupem HH modelu.

C
dV

dt
= −gKR(V − EK)− gNa(V )(V − ENa) + Iext(t)

τR
dR

dt
= −[R−R0(V )]

Úkolem tohoto cvičení je prozkoumání chování Wilsonova modelu pro různá nastavení časových
konstant.

Úkol .1 (A1) Stáhněte si ze stránek cvičení implementaci Wilsonova modelu pomocí Eulerovy me-
tody - wilson.m. Vyzkoušejte modelování chování neuronů pomocí různých nastavení Wilsonova mo-
delu z tabulky 1. Ostatní parametry ponechte ve výchozím nastavení. Výstupy zobrazte a porovnejte
s grafy v přednášce 2.
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