Vztahy (3.88) popisuji tzv. citlivostni model systému. Citlivostni model systém
ma stejnou matici systému A jako ptvodni systém. Potiebujeme tolik citlivostnict
modeld, kolik je proménnych parametri systému. Citlivostni funkce Jy/0u; miZeme
generovat pomoci simulace modelu systému a citlivostniho modelu systému podle
obr. 49.
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Obr. 49. Simulace citlivostnich funkci pomoci citlivostniho modelu systému

Lze ukazat [8], Ze pro systém s jednou vstupni a jednou vystupni veli¢inou
je pro generovani viech citlivostnich funkei mozné pouzit pouze jeden citlivostni
model. VSechny citlivostni funkce ziskame Jako linearni kombinace stavii citlivost-
niho modelu. Toto tvrzeni miZeme snadno odvodit transformaci systému do
Frobeniova kanonického tvaru. '

32.  Uréeni dynamickych vlastnosti systému

321. Metody ideptifikace .

Abychom dany objekt mohli Fdit tak, aby spliioval nage poZadavky,
musime znat jeho vlastnosti. Je zfejmé, Ze &im lépe a pfesnéji chceme dany objekt
fidit, tim pfesnéji a vérn&ji musime poznat jeho vlastnosti. '

Ur€ovani dynamickych vlastnosti objektu spotiva v zjisténi jeho matema-
tického modelu, to je v urdeni dynamického systému na objektu. Tomuto problému
fikime identifikace systému. PH identifikaci mtizeme v zasads postupovat dvéma
cestami — analytickou a experimentalni.

Pti analytickém pfistupu vyjdeme z konstrukénich tdaji daného objektu
a podle fyzikalnich nebo chemickych zakont sestavime rovnice popisujici vztahy
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mezi veli¢inami v objektu. Témito vztahy je uréen dynamicky systém na realném
objektu. Tomuto postupu fikdme identifikace systému matematicko-fyzikalni ana-
lyzou realného objektu.

Vyhodou tohoto pfistupu je to, Z¢ miZeme dynamické vlastnosti objektu
urit pfed jeho realizaci, a tak mame moZnost zménou konstrukce ovliviiovat
dynamické vlastnosti objektu.

Nevyhodou tohoto pfistupu je, ze vyzaduje dikladné znalosti pfislusného
oboru, do kterého zkoumany objekt patfi, a vysledky jsou mnohdy sloZité a vysledné
vztahy je nutné vhodné aproximovat.

Analytickou cestou ziskAme vztahy mezi vSemi veli¢inami v objektu.
Z téchto vztaht snadno uréime stavové rovnice systému i vn&j$i popis systému.

Pii experimentalni identifikaci systému uréujeme vlastnosti objektu roz-
borem pribéht vstupnich a vystupnich veli¢in objektu. Rozborem vstupnich
a vystupnich veli¢in objektu ziskdme matematicky model vyjadfujici vn&jsi popis
systému (napf. pfenos). Nevime-li nic o struktufe identifikovaného objektu, ne-
miZeme ze ziskaného matematického modelu urit vnitfni strukturu systému.

Cast potiZi, na které pfi experimentalni identifikaci naraZime, je zptsobena
tim, %e identifikovany objekt je obvykle souasti vét§iho zafizeni, a proto jej
nemiZeme zkoumat izolované. Identifikovany objekt musime zkoumat v sou-
vislosti s ostatnim za¥izenim a &asto v takovych podminkach, v nichZ nemiiZeme
odstranit plisobeni ostatnich veli¢in na zkoumany objekt.

Zde se omezime na metody experimentalni identifikace, pfi kterych neuva-
7ujeme plisobeni nahodnych veli€in na objekt, ani neuvaZujeme nepfesnosti méfeni.
Jsou to tzv. deterministické metody identifikace. Deterministické metody identifi-
kace jsou jednoduché a nazorné. Je-li méfeni na objektu provedeno peélivé, do-
sahneme dobrych vysledk.

UvaZujeme-li, Z¢ na zkoumany objekt plisobi nahodné veliCiny nebo Ze
jsou méfené veli¢iny zatizeny Sumem, je nutné pouZit statistické metody identifikace.
Statistické metody identifikace vyZaduji mnohem v&t§i soubory zméfenych dat
a jejich zpracovani je moZné pouze s pouZitim pocitaci.

Pfi zjisfovani dynamickych vlastnosti systémi je pravdépodobné nejvhod-
n&j3i postup, ktery vyuziva matematicko-fyzikalni analyzu objektu a ziskany model
systému porovnava s realnym objektem srovnanim experimentaln€ ziskanych dat
s daty ziskanymi simulaci odezev matematického modelu pomoci pocitace. Kombi-
nace analytického a experimentalniho p¥istupu je vhodna, nebof umozni pronik-
nout do vnitfni struktury objektu a ziroveil umoZni ové&fit pfenos ziskaného
modelu.

32.2. Metody linearizace

Vztahy mezi veliGinami systému ziskané matematicko-fyzikalni analyzou
jsou velmi Gasto popsany nelinearnimi funkcemi. Tyto nelinearni vztahy linearizu-
jeme v okoli pracovnich bodi a pfevadime je do bezrozmérného tvaru. Linearizo-



vané vztahy plati pro malé odchylky proménnych od pracovnich bodi. Linearni
modely systému hleddme a pouZivame proto, Ze se s nimi lépe pracuje, a také
proto, Ze v mnoha pf¥ipadech s dostateénou piesnosti vyhovuji.

" Linearizaci provadime tak, ¥e nelinearni vztah rozvedeme v fadu a poui-
jeme jen ty Cleny fady, které jsou linedrné zavislé na proménnych veliinach,
a ostatni ¢leny zanedbame.

Mg&jme napt. statickou nelinearni funkéni zavislost y = f(x). V pracovnim
bodé€ x,, y, plati y, = fi (xp)- V okoli pracovniho bodu plati

Y= Yo + Ay = flxo) + (%-:—)

Zanedbame-li zbytek &(Ax?), plati pro piiriistky Ay, Ax

Ay = <g—£) Ax = K Ax (3.89)

=x0

Ax + g(Ax?)

= X

kde zesileni K se rovna derivaci funkce J(x) v bodé& (x4, y,).

Podobné pro funkci vice proménnych: M&me napt. funkci dvou proménnych
y = f(x,v), kterou chceme linearizovat v pracovnim bodé€ y,, vy, x,. Pro malé
odchylky od pracovniho bodu plati ptiblizng

Ay = (—(g—) ) Ax + (—gg) ) Av (3.90)

V=00 v=vo

Casto misto absolutnich hodnot proménnych pouZivame odchylku veli¢iny
od pracovniho bodu Ax = x — Xo, ktera je rozdilem skuteéné hodnoty veli¢iny x
a ustalené nebo vztazné hodnoty. Odchylka m4 rozmér fyzikéalni veliCiny. Castgji
proto pouZivame pom&rnou odchylku, ktera Jje bezrozmérna
X—Xx, Ax

Dy = X X0

Vztazna hodnota x, miZe byt jmenovita hodnota (napt. titkovy udaj u elektric-
kého stroje) nebo maximaini hodnota pfisluiné veli¢iny. Potom pomérna odchylka
je v celém rozsahu zmén fyzikalni veliCiny &islo mensi ne? jedna. ‘
Pfiklad. Linearizujte a pfevedte na bezrozmérny tvar nelinearni vztah
(soucin promé&nnych)
We) = kx(t) oft)
v pracovnim bodé&
Yo = kxovg

V okoli pracovniho bodu plati pfiblizng

_ _ dy ay _
Y=Y+ Ay =y, + (g;)ﬁonx + (E—)ﬁxoz&v = kvy Ax + kxy Av



Zavedenim beirozmérnych veli¢in
VS - Ax _ Ao

X i v

f—3 N qD
Yo Xo Vo

dostaneme po uprave linearni bezrozmérny vztah

Py =05+ @,
Linearizaci nahradime souCin dvou promé&nnych souétem pomérnych odchylek.
Podobn€ lze linearizaci pfevést podil dvou velidin na rozdil pomé&rnych odchylek.

Pfevod na bezrozmérné velifiny miZeme provadsét i bez predchozi lineari-
zace. Tento zplsob je potom formalné upln€ shodny se zobrazovanim velitin p¥i
modelovani systému na analogovém pocitaéi.

Je-li zavislost mezi veli¢inami vyjadfena implicitng vztahem

F(x,y)=0

OF oF
(a—> v (7;) Ay =0
=Yo y=JYo

@y

plati

Odtud pro odchylku od pracovniho bodu plati

Linearizovany vztah pro bezrozmé&rné veliGiny

_Ax _ Ay
¥ X’ Y Yo
ma tvar
o, = Ko,
kde.

K —. Yo [(OF\ (OF
Yo 0x dy J 5=

Podobn& miZeme linearizovat stavové rovnice systému. M&jme stavové rovnice neli-
nearniho systému tvaru
x' = fix,u,t)
y =glx,u,)
Tyto stavové rovnice systému miZeme linearizovat pro malé odchylky promén-
nych od zvolenych nominalnich hodnot. Oznaéme tyto nominalni hodnoty

Xolt), uo(t), yo(t). Nominalni hodnoty mohou byt obecng funkcemi &asu, ale vidy
spliiuii stavové rovnice (3.91).

(3.91)



Pro malé odchylky proménnych od nominalnich hodnot miiZeme neli-
nerni funkce f a g ve vztahu (3.91) rozvinout v ¥adu. Potom plati

dixo + x) _ oa I |

—er == fxo,uy, 1) + <ax>:gx + (E :g" (3.92)
_ % % |
Yoty =gxo,uo, 1) + <6x)§§x * (5"_>:3u

Derivace vektorovych funkci f a g podle vektorii x a u jsou matice. Plati napf.

o of o
of O0x; 0x, 0x,
()|
0fs  Of, 0ty
O0x; 0x, ' ox,

Zavedeme oznadeni

_(of _(of _ (% _ (%%
A(t) = (F;)zga B(t) - (au ):g’ C(t) = (E :ga D(t) - Ju zg (393)
Po dosazeni matic A, B, C, D podle (3.93) do rovnic (3.92) dostaneme linearni
stavové rovnice linearizovaného systému

%’t‘_ = A x(t) + B() u(®)

(3.94)
y(t) =€) x(2) + D) u(z)

32.3. Matematicko-fyzikdlni analyza vlastnosti objektu

Ve zkoumaném objektu probihaji urité fyzikalni nebo chemické dgje, které
miZeme popisovat fyzikalnimi nebo chemickymi zakony (napf. D’Alembertiv
princip, Kirchhoffovy zikony, Maxwellovy rovnice, rovnice hmotnostni rovno-
vahy apod.).

PouZitim té&chto zikond sestavime systém integrodiferencilnich rovnic,
které popisuji dynamické vlastnosti systému.

Uvedeme zde n&kolik piikladi analyzy dynamickych vlastnosti riznych
objekti.

Dynamické vlastnosti stejnosm&rného motoru

Stejnosmérny motor je systém, jeho vystupem je uhlova rychlost
a vstupnimi veli¢inami jsou napéti na kotvé U, budici napéti U, a zatéZovaci
moment M, (obr. 50).

Diferencialni rovnice popisujici chovani motoru v prechodovém stavu
maji tvar .

U=R,+ Lk% + Kl,w



Uy = Ryfy + Ly 2
M, = Ki,i
dw

M, M+J?

Vyznam proménnych j _]e ziejmy z obr. 50.

m$

> .
/ Mz Obr. 50. Stejnosmérny motor s cizim buzenim

Poznamka. Momentova a napéfova konstanta K v prvni a tfeti rovnici
jsou v soustavé SI totoZné, a proto je oznadime bez indexu. Blokové schéma
stejnosmérného motoru je na obr. 51, kde

L,

=R je Casova konstanta v kotve,
: k
Ty = Ri je casova konstanta budiciho obvodu.
‘b
U+ 9 " 0
4 Rb"l"'PTa) n E
X
Up 1 Obr. 51. Blokové schéma
Rp{1+pTh) stejnosmérného motoru

Pokud je vystupni veli¢inou systému poloha hiidele motoru, pfipojime na vystup
jesté jeden integra¢ni Clen’ (obr. 51). Vylougenim i, i,, M,, dostaneme (po nutné
linearizaci) zévislost

~ op) = fLUQ), Uylp), M(p)]
Nelinearni vztahy linearizujeme podle diive odvozenych vztaht. Potom pro
pfirtistky proménnych plati

AU = Rk Al + Lk Ail"l' K(IbO A(D + wb Aib) (3.95)
AU, = Ry, Ai,. + L, Al - (3.96)
K(Iyo Ai + I, Aiy) = AM, + J Ao (3.97)

Linearizaci jsme odstranili soudiny proménnych.



Odvozené vztahy prevedeme do bezrozmérnych tvarii zavedenim bezrozmérnych
proménnych definovanych vztahy

_ Aw v = AU " AU, ’ AM, Al Al
y—a’o’ 1—Uo’ 2 Uy ’ —-Mzo" Ly’ I,

kde U, je jmenovité napéti kotvy,
@,  uhlova rychlost p¥i jmenovitych hodnotach Uy, Upg, M,
Iy jmenovity proud pfi M, = M,,,
M,; jmenovity moment, '
Uo jmenovité budici napéti,
I, proud prochazejici budicim vinutim p¥i jmenovitém napéti Up,.

Po dosazeni téchto vztahti dostaneme z rovnice (3.95)

"R R ., Koo
U= BB+ RETE + 220 (5 4 )
n n

Uo

U, . . - s e s
kde R, = I—o Je tzv. ymenovity odpor kotvy, ktery byva nejméné desetkrat vatsi
nez odpor kotvy R,.
Tento vztah upravime do tvaru

u; = ﬁ—:(l + 0B + (1 - ﬁ“)(y + a)

n

Rovnice (3.96) upravena do bezrozmérného tvaru je
U, = ol + pty)
Rovnice (3.97) v bezrozmérném tvaru je
Koeficient u y’ upravime
Ja, Jw, JKI g, J(Uy — R,y) J
My ~ Kol ~ Rloolly = RIoPl, ~ (Rlpgy Ra ™ RO

- JR, R . (R
= —_—— 1 = n__ 1
KT,o7 (Rk ) ’"'(Rk 1)
kde 7, je elektromechanicka asova konstanta, ktera se rovna Casu, za ktery by se
motor rozb&hl konstantnim momentem nakratko M = kI,Uy/R, na jmenovitou

hlovou rychlost naprazdno o = Uy/kl,,).
Resenim odvozenych rovnic

wo= R0+ pr)p+ (1 . ﬁ")(y +0)

U, = a(l + pry)

o+ Bf=v+

Y I - T /R“;i\..'




dostaneme obraz vystupni veli¢iny

R, R, 3 1 R,
Uy Rn _ Rk v Rn _Rk (1 + pta) U, 1 + PTo |:1 , Rn _ Rk (1 + pta)]
1 + prp(1 + pra)

y =
(3.98)

Stejnosmérny motor tedy lze povaZovat za staticky ¥izeny systém tfetiho Fadu.
Systém je stabilni (viz €L 3.5) pro jakoukoli kombinaci ¢asovych konstant 7., a .
Systém je aperiodicky, jsou-li kofeny charakteristické rovnice realné (samoziejmé
zaporneé), coZ nastane pro

T, > 47,

U vétsiny skutenych motort je tato podminka splnéna. Tento vztah nemusi byt
splnén u motorli s extrémné malym momentem setrvacnosti nebo u motor
s uméle zvétienou &asovou konstantou v kotvé pfidavnou indukénosti (napf. pro
vyhlazovani proudu kotvy pii tyristorovem fizeni motoru).

Prenos momentu (zde porucha v) na (thlovou rychlost ma v &itateli zrychlujici
glen (1 + pr,), takZe odezva na skok momentu zatina v nule s nenulovou derivaci.
(Urgete jak velkou.)

P¥enos budiciho napéti (zde veli¢ina u,) na Ghlovou rychlost je popsan di-
ferencialni rovnici 3. fadu. P¥enos ma znaménko minus, jak plyne z (3.98), a to
znamena, 7e pribuzeni ma v ustaleném stavu za nasledek sniZeni otadek a naopak.
Tento vztah je oviem slozit&jsi, jak je zfejmé z (3.98). Pro

Rk = 0,5Rn

se thlova rychlost v ustaleném stavu nem&ni pfi zmén& buzeni (pfi linearizaci
v okoli pracovniho bodu). Pro '

R, > 0,5R,

se naopak tihlova rychlost pfibuzenim v ustaleném stavu zvétsi. Z toho miiZeme
udinit tento zavér: Je-li zaté¥ovaci moment M, (ktery uréuje pro dané U, proud
kotvy I, a tim i- velikost R, = Uo/I 0)’ v&t§] neZ polovina momentu nakratko
(coZ je moment M, pro @ = 0), zmendi se uhlova rychlost odbuzenim a naopak.

Dynamickeé vlastnosti obraceného kyvadla

Kyvadlo je balancovino pohyblivym vozikem ve své nestabilni poloze
(obr. 52).

Uvazujme pohyb pouze v jedné roviné — vozik se pohybuje pouze pfimo-
gafe. Kyvadlo ma hmotnost m, moment setrvaénosti vzhledem k zavésu J a vzda-
lenost t&¥iste od bodu zavésu I Vozik ma hmotnost m, a je pohan¢n motorem,
ktery vyvozuije silu F(t).

V bodé zavésu pusobi na kyvadlo vertikalni a horizontalni sila F(t)

" a Fy(r). V t&zisti pusobi sila F (1) = mg. Dynamicky systém, ktery popisuje chovani
e 1 e e o do vetunnl velidinn — silu F(f) vyvozovanou motorem



na voziku a dvé vystupni veliginy — polohu voziku h a thel vychyleni kyvadla
z vertikalni polohy ¢.
Zavedené veliGiny jsou vazany diferencialnimi rovnicemi

m%[h(t) + Isin o(1)] = F (1)
2
m-gor [l cos o(0)] = F.() — mg

J%f— = IF,(t) sin 9(t) — IF,(t) cos o(r)

2
o h(t) = F) - Fy() — B Y

kyvadio

. vozik

——=F(t)

NAN AN NN R RSN

Obr. 52. Kyvadlo balancované Obr. 53. Sily piisobici v bodé zavésa
pohyblivym vozikem kyvadla

Prvni rovnice vyjadfuje, Ze horizontalni sila F »(f) je tvofena setrvacnou silou
zplisobenou pohybem hmoty kyvadla v horizontalnim sméru a silou zptisobenou
padem kyvadla (obr. 53). Druha rovnice plati obdobné pro vertikalni silu F,.
Tieti rovnice vyjadfuje rovnovahu setrvaCnych sil p¥i otaceni kyvadia. Ctvrta
rovnice popisuje rovnovahu sil pisobicich na vozik. Velitina B je konstanta
visk6zniho tlumeni. Po upravé jsou pfedchazejici rovnice

mh” + mlp" cos ¢ — mi(¢')? sin ¢ =F,
—mlo"sin g — mp')? cos p = F, — mg
Jo" = IF, sin ¢ — IF, cos @
mh’ =F — F, — Bl
Je-li hmotnost voziku podstatné v&t§i ney Jje hmotnost kyvadla, miZeme ve

Ctvrté rovnici silu F,, zanedbat, a tim odstranit vliv kyvadla na pohyb voziku.
Z prvnich tH rovnic vylou¢ime sily F, a Fy. Potom

J(@") = Isin p[mg — miep” sin @ — ml(@’)* cos ]—
— lcos p[mh" + mip” cos ¢ — mi(@’)? sin ]

Po upravé dostaneme

V + m_Zz) @ — mglsing + mih" cos p = 0



Z ptedchazejiciho vztahu plyne

0" — lisin o+ lih" cosp =0 (3.99)
; L ) .
kde
I, =(J + m*)/ml
je tzv. efektivni délka kyvadla.
Systém je tedy popsan diferencialni rovnici

¢" — Zsing + —

11 I,

1 h'cosep =0
mh" =F — BiW

Pfedchazejici dvé diferencialni rovnice druhého fadu pfevedeme snadno na Ctyfi
diferencialni rovnice prvniho fadu. Stavovy vektor systému je

T T
X = [(Pa (P’, hahl] = [x13x2>x3:x4]
Stavové rovnice systému jsou

!
Xy = X;
, 1 F B
x’2=is1nx1+—cosx1 —_— X4
ll ll mv mv
'
X3 = x4_
Xy = F B X
4 m, m, 4

Provedeme linearizaci téchto stavovych rovnic kolem nominalniho feSeni F(t) = 0,
o(t) = 0, h(t) = 0. Matice linearizovan¢ho systému jsou potom

0 100 ] C 0 ]

1

x 0 001 0 0

0. 00 Bjm, 1

¢ - - - mV_,
100107
<:“[1000_

Poznamka. Linearizované stavové rovnice snadnéji ziskame, budeme-li
linearizovat pfimo rovnici (3.99), ktera po linearizaci bude mit tvar

qo”——l o+ 1h =0
1 1

Poznamka. Volime-li stavové proménné
x=[hW,h+ Lo W +1o]"



otom z (3.103) pfimo plynou stavové rovnice systému

eré plati za ptedpokladu, Ze matice A, je regularni.

Ptiklad. Kineticka energie stejnosm&rného motoru je

1 1
T=75Jo" +5Lg" + ¥9)q
le J je moment setrvagnosti rotoru motoru,
L indukénost kotvy,
¢ poloha hfidele motoru,
=i proud kotvy,
® magneticky tok.
umici funkce R je
— 1 12 1 12

¢ Ry je odpor kotvy,
B tlumici moment.

jnosmérny motor nemi Zidnou potencialni energii. Vn&j¥ zobecnéné sily
u napéti na kotvé u a zatéZovaci moment m. Lagrangeovy rovnice stejnosmérného
toru maji potom tvar

do

" " dQ —
Lq + qu + ? = U
li zména toku v zavislosti na poloze kotvy konstantni, plati
do _
do ~

Il
iferencialni rovnice motoru maji znamy tvar

Jo" + Bo' + m = ki

di . .
LE+Rkl+k<p =u

4. Aproximace piechodovych charakteristik

Pfechodovou charakteristiku mé&fime na realném objektu pomérné snadno
Ze nejprve ustalime objekt v rovnovaZném stavu a potom vstupni veliGinu




