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PREDMLUVA

Mila studentko, vaZeny Ctenafi,

tyto studijni texty jsou uréeny pro vSechny, ktefi chtéji studovat stejnojmenny tradi¢ni pfedmét
specializace a €asem snad i samostatného magisterského studijniho oboru Biomedicinské inZe-
nyrstvi, resp. Lékarska informatika vyu¢ovaného na Fakulté elektrotechniky a komunikacnich techno-
logii a Fakulté informacénich technologii VUT v Brné.

Predpokladame, ze studenti pfedmétu by, kromé nezbytnych zakladu z teorie systému a zna-
losti matematickych prostfedkl pro feSeni diferencidlnich rovnic a jejich soustav, méli znat i urcité
mnozstvi zakladnich faktd z teorie i praxe modelovani a simulace systému - tedy méli by pred studiem
tohoto specializacniho pfedmétu absolvovat néjaky obecnéji zaméreny kurz zaklad{i modelovani sys-
témd. Pokud tomu tak ale neni, chceme studentim pomoci struénym zopakovanim zakladu, které je
obsahem prvnich tfi kapitol.

Dale by skripta méla zajemcim poskytnout pfehled a informace o (v této chvili a dle naseho
soudu) dilezitych pfistupech, metodach a algoritmech pouzivanych pfi modelovani a simulacnich
experimentech s modely reprezentujicimi rizné biologické, tj. medicinské, biochemické, epidemiolo-
gicke, psychologické, ekologické a jiné systémy. Rozhodné neobsahuji vSe, co se v tomto oboru pou-
Ziva, ani v8e o ¢em se hovofi a bude hovofit na pfednaskach. K tomu nas vedly dvé skute¢nosti. Za
prvé, rozsah skript, ani pfednaskovych hodin neni neomezeny a bylo tfeba vybirat. Za druhé, i v tak
tradiénim oboru jako je modelovani biologickych systému se neustale méni metody zkoumani i tak
fikajic spoleCenskeé priority, které stanovi okamzitou dulezitost té které problematiky. Oproti sou¢asné
naplni prenasek schazi ve skriptech problematika identifikace systémd, tj. metody stanovovani hodnot
parametrd modell, schazi zde i specificka problematika, kterou bychom mohli nazvat matematickou
fyziologii, tj. konkrétnimi metodami matematického popisu funkce vybranych subsystému lidského
organismu. Napln této ¢asti velice Uzce souvisi s vyzkumnou cinnosti pracovnikl, podilejicich se na
vyuce a proto i zde Ize oCekavat jistou variabilitu zaméfeni, ma-li se studentiim dostavat do rukou a
hlavy alespofi zhruba obrazek o sou¢asném stavu tohoto oboru.

NaSim pranim ale je, aby pres o€ekavanou variabilitu nazord a podminek vyuky a tedy i pfes
nepochybné zmény naplné pfedmétu, které budoucnost pfinese, byla tato skripta vhodnou a dostacu-
jici pomuckou pro studium pfedmétu ,Modelovani biologickych systémd® i v nasledujicich letech, pFi-
padné i v biomedicinsko-inZenyrské praxi.
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1. ZAKLADNIi POJMY
1.1. MODELOVANI A SIMULACE

Oba pojmy oznacuji aktivitu spojenou s vytvafenim modelt objekti realného svéta a s jejich
experimentovanim.

r r I -
modelovani +—t— simulace
I
I
realny matematicky realizace
objekt model . modelu
platnost vernost

Obr.1.1 Zakladni schéma aktivit spojenych s modelovanim systémui
Modelovani je soubor aktivit vedoucich k vyvoji matematického modelu, ktery soucasné repre-
zentuje strukturu a chovani realného systému.

Simulace je soubor aktivit slouzicich k ovéfeni spravnosti modelu a ziskani novych poznatkl o
ginnosti realnych systému.

Redlny objekt
= zkoumana C€ast realného svéta; maze byt
prirozeny (kvétina, v&eli roj, kardiovaskularni systém ¢lovéka, ...) nebo
umély (pocitac, tok materialu ve vyrobnim podniku);
existujici nebo planovany
= zdroj dat o svém chovani
Model

= zjednoduSeny abstraktni popis realného objektu (soubor vztah, resp. instrukci pro genero-
vani dat popisujicich chovani realného objektu;

= modely systému s neznamou strukturou (to je zpravidla pfipad biologickych systém) jsou
zalozeny na analyze experimentalnich dat. Tento proces stanoveni struktury systému (mo-
delu) se nazyva inverzni problém. Protoze je struktura systému neznama, reprezentuje
struktura modelu, vytvofena podle experimentalnich dat pouze hypotézu o struktufe systé-
mu, modely tedy nejsou statické, nybrz se vyvijeji v ¢ase podle pfistupu k novym informacim
o systému, které umoznuji rozSifovat a zpfesnovat model i s ohledem na strukturu;

= pfi tvorbé modelu se vyskytuji mnoha omezeni - neuplna data diky nedokonalému vzorko-
vani, resp. nevhodnému poctu nebo nepfesné stanovenym podminkam provedenych expe-
rimentd.

Realny objekt a jeho model jsou navzajem propojeny dvéma relacemi - abstrakci a interpretaci.

tému a ignorovani méneé dilezitych rysa. Dilezitost je v tomto pfipadé posuzovana podle relativniho
vlivu prvkl systému na jeho dynamiku.

Interpretace znamena vyklad vztahu mezi modelem (s jeho prvky, vlastnostmi a chovanim) a
realnym systémem. Pokud nelze parametry modelu interpretovat, pak nelze na realném systému meéfit
jejich viastnosti.



Biologové zpravidla Spatné abstrahuiji -
chtéji do modelu zahrnout co nejvice detailu.
Matematici, resp. technici naopak vét3inou
nedokazi interpretovat své modely.

Realizace modelu (vétSinou pocitatem, ale

abstrakce

Platnost modelu fika jak dobfe model repre-

muze byt fyzikalni, geometricky, ...)

= na zafizeni schopném zpracovani
dat, resp. signald, ma-li k dispozici
vhodné zakddované instrukce popi-
sujici model

<__interpretace w

zentuje redlny objekt (v prvnim pfiblize- At
ni je to mira souhlasu mezi daty gene- realny model
rovanymi objektem a jeho modelem) systém

Stupné platnosti modelu: Obr,1.2 Vztah realného systému a modelu

replikativni platnost - model generuje to
co realny objekt az dosud;

predikéni platnost - model generuje spravna data dfive nez realny objekt;

strukturalni platnost - model nejen generuje spravna data, nybrz vyjadfuje i skute¢ny zpusob
generovani dat v realném objektu;

Vérnost simulace - udava spravnost s jakou realizaCni zafizeni (pocitac) realizuje model (spravnost

programu; pfesnost zpracovani dat; u fyzikalnich realizaci mira ekvivalence mezi matematic-
kym popisem reélného objektu a jeho modelové fyzikalni realizace).

MODELY JSOU VZDY SPATNE - ALE VETSINA Z NICH JE UZITECNA.

1.2. CiLE A DUSLEDKY MODELOVANI A SIMULACE

Cilem veskerych aktivit spojenych s modelovanim a simulaci neni zkonstruovat matematicky,

resp. pocitatovy ekvivalent realného systému, ale tento model pouZit k pochopeni chovani reélnych
systém(l, abychom mohli I1épe predikovat &i optimalizovat chovani realnych objektl, pfipadné zkon-
struovat nové objekty.

Specifi¢téjsi cile modelovani a simulace (zejména biologickych systému) jsou:

stanoveni vazeb mezi jednotlivymi souc¢astmi systému (struktury) - nékdy je tato informace znama,
jindy je tfeba ji vydedukovat z experimentalnich dat. Tyto vztahy mohou byt napf. mezi zivo&iSnymi
druhy v ekologickém systému nebo mezi jednotlivymi sloZzkami potravy v krvi a raznych tkanich.
Model mlize byt pouzit k uréeni funkénich vztah(, pravé tak jako ke stanoveni ¢asovych zavislosti
a vztahu (napf. mezi chemickymi slou¢eninami vznikajicimi b&€hem biochemickych reakci probiha-
jicich v organismu).

vypocet parametri systému - takové parametry (rGzné rychlostni konstanty, mnozstvi substanci
v systému, apod.) Ize pouzit napf. pro diagnostické ucely. Aby byly specifikované parametry stano-
veny pfesné, je nutné aby byl model zcela konzistentni se znamou informaci o ¢innosti studované-
ho systému a tomu musi odpovidat i kvalita ziskanych experimentalnich dat.

integrace informaci o systému - uvazme napf. model zazivani pfezvykavcu, ktery mize ukazat jak
rdzny typ stravy ovliviiuje bakterialni slozeni a mnozstvi slozek potravy v jednotlivych ¢astech a or-
ganech téla zvifete. Takovy model integruje informaci o ¢innosti mnoha subsystém{, reprezentuji-
cich metabolismus rdznych slozek potravy, do jednoho celkového modelu. Diky mnoha interakcim,
zavislostem a zpétnym vazbam, Ize procesim v takto rozsahlém komplexnim systému porozumeét
pouze pomoci modelovani a simulace. ProtoZze mnoho procestl v rozsahlych systémech se uplat-
fuje soucasné a vytvafi se tak sloZité interakce mezi témito procesy, je nepravdépodobné, Ze by
bylo mozné vysvétlit disledky tohoto slozitého chovani pouze intuici. bez pouziti modelu.

predikce chovani systému - model Ize pouzit pfi simulaci odezvy na rlizné vstupy nebo parametry
systému. Experimenty s realnym objektem mohou byt drahé, Casové naro¢né, neproveditelné.



S modelem je Ize opakovat za rdznych podminek, s riznymi parametry, jsou nedestruktivni, Ize
ménit Casové méfitko.

e identifikace rozdili chovani systému za ruznych experimentalnich podminek - v nékterych pfipa-
dech mala zména podminek &innosti systému vyvolava vyznamné zmeény v odezvach systému,
pfip. i jeho struktufe, na druhé strané podstatna zména nékterého z parametr(i zplsobuje jen ne-
patrné odchylky v chovani. Modely v takovychto pfipadech pomahaiji identifikovat citlivost chovani
systému vici riznym zménam podminek €innosti.

e vyuka a vzdélavani - modely jsou neocenitelnou pomackou pfi vysvétlovani ¢innosti slozitych sys-
témda, jejich pomoci Ize demonstrovat vlastnosti systémd, vliv rGznych principl, jako napf. vliv
zpétné vazby nebo saturace v zavislostech mezi veli€inami popisujicimi chovani systému, apod.
Jejich pomoci Ize testovat nové teorie, pfip. hypotézy a tak podporovat kreativni pfistup ve studiu a
poznavani slozitych systému.

Z uvedeného vyplyva, Zze s pomoci model{l realnych systému Ize ziskat:

. schopnost presnéji formulovat dany problém a jeho cile;

o schopnost orientovat se ve sloZitéjSich vztazich;

. schopnost oddélovat podstatné od nepodstatného a tim zjednodu$ovat pozorovana fakta;
. schopnost odhalovat mechanismy jevu.

1.3. OBECNE TECHNIKY MODELOVANI

Principialné rozeznavame tfi zakladni pfistupy k modelovani a modelovani biologickych systé-
mu pfedevSim. Tyto pFistupy zavisi -

e na tom, zda je model zaloZen jiz na teoretickych znalostech o feSeném problému ¢i na zkoumani
experimentalnich dat;

e natom, zda struktura modelu odpovida struktufe realného systému;
e slozitosti modelu.

Apriorni versus aposteriorni navrh modelu

Apriorni (teoretické) modely jsou vyvinuty na zakladé existujicich znalosti o funkci modelované-
ho systému. Napf. model metabolismu glukézy mize byt zalozen na experimentech s jednotlivymi
enzymy in vitro a na nich zalozenych teoretickych predpokladech o reakcich enzym( v zivém orga-
nismu. Naopak, aposteriorni (empirické) modely vychazeji z novych experimentalnich pozorovani. Pfi
navrhu uvedeného modelu metabolismu glukdzy Ize vyjit z méfeni koncentrace oznacené glukdzy
v télnich tekutinach (krvi) in vivo po jejim vstfiknuti do organismu. Model musi byt zkonstruovan tak,
aby co nejlépe aproximoval ziskana data. V tomto pfipadé téz hovofime o modelech typu ¢erna skfini-
ka, resp. Seda skfifka, pfiéemz tmavost Sedé barvy zalezi na Urovni znalosti vnitfni struktury analyzo-
vaného realného objektu.

Popisny versus mechanisticky navrh modelu

Popisné modely zahrnuji matematické funkce a rovnice, které reprezentuji experimentalni data.
Parametry téchto rovnic obecné nejsou ve vztahu k prvkm, proménnym a parametrdm realného ob-
jektu. Ackoliv popisné modely jsou zpravidla jednodussi nez nize popsané mechanistické modely,
jsou zpravidla zalozeny na pfedpokladech (hypotézach), které musi byt dale ovéfeny. Tyto modely
vétSinou nedokazi kompletné vyuzit informaci obsazenou v experimentalnich datech a jejich platnost
je omezena na znama data (replikativni platnost) - popis dat neni jejich vysvétleni.

Mechanistické modely vychazeji z procest a mechanism(, které se uplatriuji a probihaji v ana-
lyzovaném realném systému. Tyto modely obsahuji funkce, jejichZ parametry maji vztah k veli€¢inam
realného objektu, a mohou byt pouzity ke zkoumani a vysvétleni jeho struktury a funkce. Na druhé
strané je nevyhodou téchto modelu, Ze struktura systému musi byt znama. Vyhody vSak ziejmé pre-
vazuji - zpravidla Ize vyuzit veSkerou informaci z naméfenych experimentalnich dat, experimenty s
realnym objektem mohou byt navrZzeny a pfipraveny na zakladé simulaénich experimentl s modelem
a modely mohou byt pouzity k analyze dat ziskanych za rliznych podminek a identifikaci diferenci,
které se s realném objektu vyskytnou. To mlze byt uzite¢né napf. pfi srovnani zdravého a nemoci
ovlivnéného organismu a zkoumani vlivu IéCeni.



Rozsahlé versus redukované modely

Cilem navrhu modelu je nalézt co nejjednodussi model (s nejmensim moznym pocétem parame-
trd1), ktery by co nejlépe respektoval experimentalni data. Na druhé strané, rozsahlejsi modely, repre-
zentujici dalSi, pro dany systém charakteristické, fenomény, mohou pfispivat ke generovani novych
hypotéz o struktufe a funkci analyzovaného objektu. Obecné je potfeba najit kompromis mezi poza-
davky na matematickou jednoduchost a biologickou pfesnost modelu. Minimalni, resp. redukovany
model muzZe poskytnout parametry, s jejichz pomoci Ize pomérné pfesné popsat experimentaini data,
ale kazdy z takovych parametr(i bude vyjadfovat kombinaci nékolika procesu. Naopak, parametry
velkych, rozsahlych systéml se obecné vazi na jednoduché procesy, nicméné nemusi byt reprezen-
tovany zcela pfesné.

1.4. POSTUP PRI VYTVARENI MODELU A PRI SIMULACNICH EXPERIMENTECH

Cely proces matematického a po-
CitaCového modelovani a simulace se
sklada ze dvou zakladnich fazi - vytvo-
feni modelu v€etné ovéfeni jeho sprav- - -
nosti a simuladnich  experimentl vedecke poznatky
(obr.1.3).

Tvorba modelu zadina definici
problému a ucelu, pro€ ma byt dany
problém feSen. Je-li problém takové
podstaty, Ze lze feSit pomoci pocitaco- -
vého modelovani, je potieba shromazdit definice systemu
veSkeré dullezité udaje, které Ize pro
feSeni vyuzit - udaje o podstaté problé-
mu, dilci udelj’e o} j(?ho Fevégnj, g";i Feéem’ matematicky model
jeho Casti, pfipadné zvefejnéna experi-
mentalni data o chovani realného sys-
tému za néjakych podminek (které ne-
musi byt totoZzné s podminkami, platny-
mi pro zadany problém). UZite€né jsou i
informace o dfivéjSich pokusech vytvofit —
poéitadové modely, bud pfimo pro fese- verifikace modelu
ni zadaného problému, pfip. i pro feSeni o
problémi pfibuznych & koncepéné po- _modelovdni
dobnych. Na zakladé vech téchto in- simulace
formac!’ Ize vyslovit hypv(?tézul, S jejl'? poéitaéové pokusy
pomoci Ize definovat a pfipravit experi-
menty poskytujici patficna data o cho-
vani studovaného realného objektu,
resp. podklady pro konstrukci prvnich
variant modelu.

experiment

pocitacovy model

aplikace vysledku

Rovnéz znalost ucelu feSeni pro-
blému ma koncepéni vyznam pro navrh
modelu. Ugelem a cilem tvorby modelu
muze byt snaha o stanoveni jednoho ¢i
vice parametrd, které mohou mit vy-
znam pro stanoveni diagnézy. V tomto pfipadé jsou kladeny zvySené pozadavky na jednoznacnost
stanoveni hodnot poZadovanych parametrd. Jinym cilem muzZe byt snaha o integraci informaci o funk-
ci a struktufe daného systému - pro tento typ modell jsou poZadavky na biologickou pfesnost pod-
statné dllezitéjSi nez pozadavky na matematickou reprezentaci problému. Jiny typ ucelu, ktery ovliv-
fiuje charakter a typ modelu je snaha o predikci chovani realného systému. Zde je zpravidla podstatna
zakladni obecna idea, definujici charakter chovani systému za novych podminek, pfesnost
v poc¢atecnich fazich navrhu modelu neni pfili§ podstatna.

Obr.1.3 Detailni blokové schéma postupu pfi vytvareni modelu a
simulacnich experimentech
(podle [13])

Definice systému je prvnim krokem vedoucim ke konkrétnim pfedstavam o struktufe tvofeného
modelu. Spociva ve stanoveni zakladnich prvkl systému, zakladnich vazeb mezi prvky a pro komuni-
kaci s okolim systému.



Je-li pro spInéni cile nezbytné vyvinout novy model, je mozné pouzit dvou protichtidnych postu-
pu. Prvni varianta je zacit s nejjednodussi moznou strukturou, kterd bude v dalSim rozSifovana exten-
zivné (pfidavanim dalSich prvkud), pfip. intenzivné (délenim plvodni struktury na diléi podsystémy a
vazba mezi nimi). Druhy postup spoc€iva v navrhu modelu, ktery vyuziva co nejvice znalosti o modelo-
vaném problému a v dalSim upfesfiovani se model spiSe zjednodusuje.

Po matematické formulaci modelu postupuje navrh do implementaéni faze, ve které se model
konvertuje do podoby respektujici pozadavky a zasady dané pouzitymi programovacimi prostiedky.
Bez ohledu na pouzité programovaci prostredi je tfeba specifikovat:

e rovnice popisujici dynamiku stavu modelu a vystupnich veli¢in;

e parametry modelu a jejich po¢ate¢ni hodnoty (odhad hodnot parametrd, tj. identifikace parametrd
modelu patfi k jedném z nejdllezitéjSich soucasti navrhu modelu);

e pocateCni podminky fedeni soustavy definiénich rovnic modelu;
e formaty soubord experimentalnich dat.

V tomto okamziku nastava ovérovani spravnosti vytvofeného modelu, tj. jeho platnosti a vér-
nosti. Vérnost se ovéfuje porovnanim vysledkl pocitacovych vypoctd s vysledky vzorovych, nejcastsji
manualnich vypocta pro néjaké typické jednoduché podminky. Druha z moznosti jak ovéfit vérnost
vypoctu je srovnavat vysledky s experimentalnimi daty a tak hodnotit sou€asné jak vérnost, tak plat-
nost modelu. Pfi nesouladu je tfeba opravit chyby v programu, opravit definici matematického modelu,
pripadné dokonce modifikovat az zakladni definici systému spolu s hypotézami o funkci a struktufe
modelovaného objektu i problému.

Je tfeba si opét uvédomit a zdlraznit, ze
Zadny model neni dostateCné pFfesny a tedy
spravny, pro_toie’dle d?finicg je kazdy rr}odvel Spatna perfektni Spatny vysledek
pouze aproximaci skute¢nosti. To znamena, ze —
ovéfovani spravnosti modelu je proces relativni
vzhledem k ucelu a oc€ekavani, se kterym byl
model navrhovan, pfipadné relativni vaci jinym
modeltm, jsou-li k dispozici. (K dispozici rozhod- perfektni spatny Spatny vysledek
né jsou, protoZe cely proces modelovani vzdy data ————>
spociva v navrhu rlznych variant feSeni.) Dale je
tfeba si uvédomit, Ze srovnavani spravnosti
funkce modelu nezavisi jen na spravnosti mode-
lu, nybrz také na dokonalosti a spravnosti vstup-
nich udaju a experimentalnich dat, jsou-li vstupni
data Spatna, nemuze byt spravny vytvofeny model (obr.1.4). Tedy spravnost modelu je vzdy vztazena
relativné k uspofadani a provedeni experimentl a kritériu hodnoceni odchylky.

data model

model

Obr.1.4 Paradigma problémd

Pro ovéfovani prediktivni platnosti modelu, tj. schopnost pfedvidat budouci chovani realného
systému, neexistuji obecna pravidla a postupy. Zpravidla se uplatfiuji dva zakladni postupy:

e experimentalni data, ziskana pozorovanim realného systému v uréitém obdobi v minulosti a za
stejnych podminek, o kterych se domnivame, Ze budou platit i v budoucim obdobi. Tato data roz-
délime sekvencné na dvé posloupnosti. Prvni ¢ast pouzijeme k identifikaci parametrd modelu, dru-
hou posloupnost pak k ovéfovani chovani v budoucnosti (data pouZita k validaci nesmi byt pouzita
pfi stavbé a optimalizaci pocitatového modelu). Tento pfistup tedy pfedpoklada zachovani, ne-
ménnost podminek &innosti sledovaného a modelovaného systému z minulosti do budouciho ob-
dobi.

e parametry modelu se ziskavaji pomoci identifikacnich postupl s pouzitim vSech dat z minulého
obdobi a vysledky simulacnich vypoctll, na jejichz zakladé se ovéruji schopnosti modelu pfedpovi-
dat chovani realného systému v budoucnosti, se srovnavaji s udaji, které se ziskavaji z nasledné-
ho pozorovani realného systému.

UziteEny maze byt ¢asto i postup, jimz se simulaéni pocitaovy model nuti pracovat za podmi-
nek, odpovidajicich situacim a stavim, které nemohou (teoreticky, pfip. i prakticky) v realném systé-
mu nastat. Tento postup je v podstaté jakousi formou dikazu sporem a je tfeba byt pfi jeho pouzZiti
nalezité opatrny. Na pfiklad i proto, Ze existence nerealnych situaci se ¢asto pfi navrhu modelu pouzi-
va pro zjednodu$eni jeho struktury.



1.5. IDENTIFIKACE PARAMETRU

Metody identifikace parametrd, tj.
stanoveni jejich hodnot, zavisi na typu
modelu. U teoretickych strukturalnich mo-
dell, Ize hodnoty jednotlivych pouzitych
parametrd stanovit na zakladé teoretické-
ho rozboru, obecnych znalosti o daném
systému, pfipadné z naméfenych experi-
mentalnich dat popisujicich pouze vnéjsi
chovani analyzovaného objektu, pfiéemz
hodnoty parametrd se vypocitaji z pfedpo-
kladdané struktury systému i modelu.

L4

realny
systém

KomplikovangjSi je situace u tzv. e, e,
aposteriornich (empirickych) modeltd, kdy | | ...
vhitfni strukturu realného objektu nezname
a jeji urceni je teprve jednim z cild mode- modifikace krit&rium
lovani a simulaénich experimentd. V tom

pfipadé se hodnoty parametr(i zpravidla W El LY
uréuji pomoci néjakého optimaliza¢niho

algoritmu, jehoZ obecné schéma, v podsta- Obr.1.5 Schéma pro identifikaci a optimalizaci parametri
té pouzitelné i pro ovéfovani spravnosti modelu

modelu, je na obr.1.5.

Data generovana modelem za podminek ekvivalentnich s podminkami &innosti realného sys-
tému srovnavame se zméfenymi Udaji z vystupu redlného systému. Pro ovéfeni shody chovani mode-
lu a realného biologického systému Ize pouzit jednak subjektivnich a jednak objektivnich postupu.

Subjektivni posouzeni shody ma vyhodu v intuitivnim vazenim rdznych segmentt datovych po-
sloupnosti podle zaméfeni modelu a zkuSenosti experimentatora. Nevyhodou je naopak prakticka
nemoznost pouZiti této metody pro rozsahlé mnohaparametrické modely.

Objektivni metody identifikace parametr( potfebuji jednak definované kritérium pro stanoveni
velikosti chyby - nesouladu mezi redlnymi a modelovymi daty a za druhé, algoritmus, ktery na zakladé
velikosti odchylky dokazZe modifikovat parametry modelu.

Relativné obecna kriterialni funkce pro stanoveni odchylky obou sad dat ma tvar
k
S(e) = S(Y,. Yo) = 2 D les| =2 D w.
i i

kde e; jsou hodnoty rozdild mezi ekvivalentnimi hodnotami experimentéalnich realnych a modelovych
vystupnich dat, w; jsou vahy odchylek jednotlivych vystupl a k je stupen funkéni zavislosti S na e. Pro
jeden vystupni signal a k = 2 dostavame kritérium (stfedni) kvadratické odchylky

(1.1)

‘k

Yiii = Ymij

SYVe Ym) =D (Ve = Ym)® - (1.2)
i

Algoritmus modifikace parametr(i pak spociva v fizeném prohledavani parametrického prostoru
tak, aby byly nalezeny takové hodnoty parametrd modelu, pro které je shoda mezi experimentalnimi a
modelovymi signaly nejvétsi.

1.6. ZAKONY MODELOVANI

1. zamérte se na specifické cile, nesnazte se vytvofit zcela obecny model;

2. zvolte optimalni uroven sloZitosti;

3. vyvarujte se poku$eni zaclenit do modelu veSkeré znalosti o realném systému;
4. nikdy neplanujte vyvoj modelu na dobu delSi nez 1 rok;

5. je-li to mozné, pouzijte jiz existujici model.



2. EXPERIMENTY
2.1. NA UVOD

Data o &innosti realného objektu jsou zakladnim pfedpokladem pro uspé&sné vytvoreni modelu
tohoto objektu. Vhodna data Ize pofidit a interpretovat pomoci empirického zkoumani redlného objek-
tu, zalozeného na smyslovém vnimani projevu realného objektu, jehoz vysledky jsou dale zpracova-
vany prostfedky logického poznani.

Nejobecnéjsimi (nejuniverzalngjSimi) formami empirického zkoumani jsou pozorovani a expe-
riment.

Pozorovani je zaloZzeno na pasivnim sledovani procesu a souvisejicich skutecnosti, pokud
mozno V jejich pfirozeném stavu, co nejméné ovlivnéném pozorovatelem. Pozorovani poskytuje in-
formace o vnéjSich dé&jich, jevech a vztazich (tvar, rozmeéry, podobnost, fyzikalni & chemické vlastnos-
ti, Casova naslednost, ...). Vyznam pozorovani klesa v situacich, kdy nabyvaji na dllezitosti pfi€iny
pozorovanych jevd, pfip. charakter a podstata vztahl uvnitf zkoumaného objektu.

Experiment vychazi z aktivniho pFistupu ke zkoumani objektu. Spociva na zamérné vyvolanych
zménach podminek existence a funkce daného objektu, které maiji pfimét zkoumany objekt projevit se
za rdznych, uméle navozenych situaci.

Vychozim pfedpokladem pro uspofadani experimentu je formulace hypotézy o analyzovaném
objektu. Hypotézy, a pak i nasledné experimenty, jsou dvojiho typu:

. vyhledavaci (heuristické) - ,Co se stane, udélame-li toto?“
. oveérovaci (verifikaéni) - ,Stane se tohle, udélame-li toto?*

POZOR ! Hypotézy mohou vést k omyllm, tj. k chybné interpretaci namérenych udaji. Aby-
chom se vyhnuli moznym zdrojum chyb, je tfeba pro méreni vytvorit relativné uzavfeny, autonomni
systém, ¢imz dojde k vylouceni nebo alespori k oslabeni fady vliva a ¢initelll, které mohou ovlivnit
interpretaci dat, a tak vytvofit podminky pro kontrolovatelnost a reprodukovatelnost experimentalnich
pokus.

2.2. EXPERIMENTY S BIOLOGICKYMI SYSTEMY

Experimenty s biologickymi systémy maji néktera specifika vyplyvajici z charakteru téchto ob-
jektd.
. slozita, hierarchicka struktura

Teoretické principy €innosti biologickych systému jsou zpravidla zaloZzeny na zobecnéni a
tim zjednoduSeni sledovaného déje €i déji. Zobecnovani pozorovanych situaci ma zpravidla provi-
zorni, hypoteticky charakter = nezbytna potieba experimentalniho ovéfeni.

. biologicka variabilita

Je zpuUsobena proménnosti vnitfniho prostfedi, pfipadné sloZitou interakci s vnéjSim pro-
stfedim. Zavisi na zkoumané urovni biologického systému. Ma charakter interindividualni (mezi je-
dinci) a intraindividualni (u jedince v ¢ase). Potlacit Ize homogenizaci experimentalniho materialu a
prostredi.

2.3. PLANOVANI EXPERIMENTU

Udaje méfené na realném objektu poruchy
jsou ovlivilovany raznymi vice & ménéne-
kontrolovatelnymi vlivy vychazejici ,l, ,l,
z vnéjSiho okolniho prostfedi, z vlastniho
méFeného objektu - biologicka variabilita  vstupni _} realny _} mérené
(nahodné chyby), pfip. z vlastnosti méficich e ' : ' s
pfistroju €i principu méfici metody (syste- veliciny — system L, veliciny

matické chyby - je mozné je korigovat).
Nahodné chyby nelze vyloudit, Ize pouze
potladit jejich vyznam vhodnym usporada- Obr.1.6 Obecné schéma usporadani experimentu
nim a provedenim experimentl = planova-



ni experimentu.
Planovani experimentd dovoluje:
e zmenSit chybu experimentu a vylougit vliv nahodnych faktor(;
e zmenSit poCet pokusl a s pozadovanou presnosti ziskat objektivni odpovéd na kladené otazky;
e pfijimat adekvatni feSeni podle pfesné formulovanych pravidel.
Metodologie planovani experimentl zahrnuje:
e opakované pokusy
- nutné pro vypocitani a eliminaci chyb experimentl (zachovani experimentalni situace);
- nutné pro rozSifeni oblasti pouziti vysledkl (rizné experimentalni situace).
e pouziti nahodného vybéru pro vylou€eni chyb

- POZOR ! - UpIné nahodna struktura ale mize zpUsobit velky rozptyl vysledkl vyvolany ne-
kontrolovatelnymi faktory;

¢ vytvoreni ekvivalentnich (stejnych) podminek a vytvoreni bloki

- nutné pro potlaceni vlivu pfirozené variability (vnéjSiho i vnitfniho prostfedi) - k tomu je potfe-
ba vyuzit vSechny apriorni informace o daném systému, aby bylo mozné Fidit experimen-
talni podminky, které zahrnuji vSechny podstatné vlivy;

- pro zvySeni citlivosti rozdélujeme experimenty do blokd, jak z hlediska charakteru experimen-
talniho materialu, tak z hlediska experimentalnich podminek;

Priklad:

Mé&jme skupinu nemocnych a dva léEebné preparaty L1 a L, a mame vyhodnotit (srovnat) kvalitu
pusobeni obou Iékl na nemocné (obecné jakékoliv). Lze nepochybné odivodnéné predpokladat, Ze
pacienti se budou liit vékem, pohlavim, vahou, fazi pribéhu nemoci, pfipadné dal$imi faktory, které
mohou ovlivnit charakter experimentu a jeho vysledku.

V tom pfipadé mizeme experiment usporadat tak, Ze:

a) pacienty rozdélime na dvé skupiny N; a N, a pacientlim ve skupiné N; podame lék L, a pacientlim
ve skupiné N, podame lék L,. V kazdé skupiné budeme sledoval vliv jednotlivych preparati po do-
bu Ty, resp. Tne. Ziskané vysledky statisticky vyhodnotime.

b) v8em nemocnym podame nejdfive Iék Ly a vyhodnotime vysledky vlivu tohoto |éku na pacienty.
Potom po dostate¢né dlouhé dobé, nutné k vylou€eni prvniho preparatu, zatneme podavat druhy
preparat a opét zhodnotime ziskané vysledky, bud samostatné nebo pouze rozdily mezi vlivy jed-
notlivych 1éka u jednotlivych pacientli nebo u skupin

V prvnim pfipadé mame dvé mensi skupiny pacientd, Ize tedy obtiznéji zajistit nahodné uspo-
fadani obou skupin, tak abychom vylougili nékteré nehomogenity ve skupinach, které mohou nepfizni-
vé ovlivnit kvalitu vysledk(. Naopak vysledky vlivu obou Ié¢ebnych preparatl Ize vyhodnotit samostat-
né, bez zkoumani stavu, do kterého se dostanou pacienti po prvni fazi |é¢ebné klry prvnim
z nasazenych léku, tak jak je tomu u druhé varianty.

Vétsi skupina v druhém pripadé muze lépe odpovidat bézné typické struktufe pacientli s danou
chorobou. Vzhledem ke skuteénosti, Ze vS§em pacientim jsou léky podavany jednotné, mizeme vy-
sledky vyhodnocovat nejenom komplexné, nybrz i v mensich skupinach, specifickych urc€itymi charak-
teristickymi rysy, jako napf. vék, pohlavi, apod. a tedy hodnotit pisobeni Iéku na jednotlivé dil¢i kate-
gorie pacient(.

Na druhé strané, pfi tomto usporadani se musi, vzhledem k naslednosti obou |é€ebnych fazi,
zvazit vhodné poradi podavani obou lékl, coz mize byt ovlivnéno i jinymi souvislostmi, nez napf.
extrémné skute€nosti, Ze podani prvniho Iéku pacienty vylédi.

uoo
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3. DEFINICE SYSTEMU
3.1. DEFINICE

L. von Bertalanffy: Systém je komplex vzajemné na sebe plsobicich element ...
R.L. Ackoff: Systém je soubor prvkd a vazeb mezi nimi.
G.J. Klir: Systém je uspofadani urcitych komponent, vzajemné propojenych v celek.

Systém s je dvojice mnoZin s = (A,R), kde A = {aj} je mnoZina prvk( a R = {r;} je mnoZina vzta-
ha (relaci) mezi prvky a; a a;, ktera ma jako celek urcité vlastnosti.

3.2. ZAKLADNI ATRIBUTY SYSTEMU

Struktura je dana mnozinou vSech vazeb (vztah(, relaci) mezi prvky a riznymi podsystémy da-
ného systému.

Chovani je projevem dynamiky systému. (Dynamika je schopnost vyvolat zménu v systému,
zejména jeho stavu. Dynamika je vlastnosti prvkd systému, vazby jsou jejimi iniciatory (vstupy), resp.
nositeli disledku (vystupy))

Stavem systému rozumime souhrn pfesné definovanych podminek nebo viastnosti daného sys-
tému, které Ize v daném Casovém okamziku rozpoznat. Stavu systému Ize v libovolném Casovém
okamziku t (z néjakého zvoleného €asového intervalu) pfifadit vektor hodnot x(t) € X, ktery nazyvame
stavovym vektorem, slozky x; vektoru x nazyvame stavovymi velic¢inami (proménnymi) a prostor X
vdech moznych hodnot stavovych veli€in nazyvame stavovym prostorem. Podle vyvoje hodnot stavu
systému Ize systémy délit na statické (nevykazuji pohyb) a dynamické.

Stabilita je schopnost systému udrzovat si pfi zméné vstupl a stavl svych prvki nezménénou
vnéjs§i formu (chovani) i navzdory procesim probihajicim uvnitf systému. Stabilitu chapeme jako
vlastnost zarucuijici, ze po urcité malé zméné pocatecnich podminek nastane v systému pfi nezméné-
nych vstupech pohyb jen malo odli§ny od plvodniho. Pojem stability se neomezuje pouze na navrat
do vychoziho stavu po poruse, ktera zpusobi vychyleni. Casto je navrat do plivodniho stavu nemozny,
protoZze se zménily podminky. v nichZ systém existuje - pak si systtm mulze najit stav odchylny od
vychoziho stavu, ktery je rovnéz stabilni - tzv. ultrastabilni systém.

Okoli systému je tvofeno mnozinou prvku, které nejsou soucasti daného systému, ale jsou
s nim vyznamné svazany. Systém a jeho okoli jsou jednak objektivni skute€nosti, ale jsou dany i sub-
jektving, v zavislosti na osobé zkoumajici systém a na ucelu zkoumani.

Veli¢iny (vazby), které zprostfedkovavaiji vliv okoli na systém jsou vstupy systému a vnéjsi pro-
jevy (vazby) systému, které reprezentuji jeho vliv na okoli, jsou vystupy systému. Prvek systému, ktery
ma vazbu s okolim (vstupni nebo vystupni nebo vstupni i vystupni) nazyvame hrani¢nim prvkem sys-
tému a mnozinu vSech hraniénich prvkl( nazyvame hranice systému.

Otevieny systém je takovy, u néhoz dochazi k energetické a informaéni vyméné s jeho okolim.
Uzavieny systém je naopak vici svému okoli zcela izolovan, nema se svym okolim zadné vazby.
Prakticky uzaviené biologické objekty neexistuji, pfipadné pouze docasné, mlze vSak byt ¢asto uzi-
tec¢né pro teoreticky rozbor vytvofit model, ktery je od svého okoli ¢aste€né nebo zcela oddélen. Proto
je pfi definovani systému tfeba rozhodnout jak zkoumany problém vy¢lenit z v podstaté neomezenych
vzajemnych souvislosti.

Podminka separability systému - systém je separabilni, jestlize jeho vystupy zpétné vlivem pro-
stfedi neovliviiuji podstatné vstupy.

Priklady:

e termoregulacni systém Zivého organismu - systém muizZeme povazovat za separabilni, pokud or-
ganismus svou tepelnou energii vyznamné neovliviiuje teplotu prostfedi, ve kterém se nachazi;

e lesni komplex v oblasti zasazené exhalaty - systém |ze povazovat za separabilni, pokud by zmé-
néna schopnost lesniho komplexu absorbovat exhalaty neovlivnila celkovou koncentraci exhalatd v
ovzdusi;
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3.3. BIOLOGICKE SYSTEMY A JEJICH VLASTNOSTI

Zakladnimi vlastnostmi biologickych systému jsou:

. pfirozenost (nejsou zpravidla uméle vytvoreny &lovékem);

. velky rozmér (vysoky pocet stavovych proménnych a ne vzdy je pfesné znam);

o slozita hierarchicka struktura;

o vyznamna interakce na vSech urovnich jejich struktury (Casto Casové proménna);

. velké rozdily mezi jednotlivymi realizacemi (jedinci) - rozptyl uvnitf populace - interindividuélni
variabilita;

. velké rozdily v chovani jednotlivych realizaci (jedincl) v ¢ase - intraindividualni variabilita;

o neergodicita statistickych uloh (a podle vySe uvedeného bodu ani jejich stacionarita);

. predpoklady o linearité pfedstavuji velice hrubou a omezenou aproximaci;

. ) vyznamné omezeni poctu experimentl opakovatelnych za dostate¢né srovnatelnych podmi-
nek;

. vyznamné omezeni experimentd z hlediska prevence $kod;

o experimenty na jedincich rdzného typu (Clovék x zvifata) mohou pfinaset rizné vysledky jak

z hlediska kvality, tak kvantity.
Charakter a typ modelu z velké &asti zavisi na dominantnich vlastnostech zkoumaného biolo-
gického systému.

3.4. MODELY A JEJICH POPIS

B neformalni popis - vychazi z pochopeni zakladnich rysi a funkce realného systému (je
v pfirozeném jazyku nebo pouziva blokovych schémat);

B formalni popis - vyjadfuje rysy a funkci modelu pomoci matematickych prostfedk, tj. mate-
maticky model

3.4.1. NEFORMALNI POPIS

Neformalni popis modelu se sklada ze specifikaci prvkd, jejich popisnych proménnych a para-
metrd a zakladnich vztahu a pfedpokladd, které poskytuji bazi pro vSechny nezbytné faze navrhu a
ovérovani funkce vytvareného modelu, predevsim formalniho abstraktniho popisu, pocitacové imple-
mentace modelu, jeho ovéfovani, pfipadné vztahu k jinym podobnym modeliim.

e prvky - Casti, ze kterych se skladaji modelované objekty (systémy);

e proménné - slouzi k popisu stavu prvkd systému a jejich vyvoje v ¢ase;

e parametry - zpravidla neproménné (konstantni) charakteristiky prvki a vazeb modelu;

e vazby - pravidla, dle kterych se prvky navzajem ovliviiuji (pfipadné méni své parametry) a tak ur-
Cuji vyvoj chovani v ase;

e zakladni pfedpoklady (pocatecni podminky) - vyplyvaji ze specifikace

Pro vybér prvkd, parametr(i i vazeb nejsou zadna, pfedem znama pravidla, ktera by uréovala
optimalni postup. RozliSujeme vSak dva principidlné rdzné prfistupy jak hledat vhodny popis modelu -
pfistup deduktivni a induktivni.

Dedukce se pouZziva, pokud se model sestavuje na zakladé obecné platnych a zndmych zako-
nu daného oboru. Pouziva se tedy tam, kde je podstata modelovanych jevl znama a ovérena. Nao-
pak indukci je tfeba pouzit tam, kde a kdy nejsou objektivni, exaktni zakonitosti znamy, coz je zejmé-
na pripad biologie, mediciny, pfip. ekologie, ale v mnohych pfipadech i ekonomie, meteorologie.

Struktura modelu by méla byt pfimérena struktufe realného objektu, vybér se miize pfizplsobo-
vat urovni znalosti objektu.

Neformalni popis mize byt:
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. neuplny - neosetfuje vSechny realné mozné situace;
. nekonzistentni - postup vede k urcitému feSeni dané situace i k jeho opaku;

. viceznacny - pro dany stav muze nastat vice alternativ feSeni.
3.4.2. PRIKLADY

(Zjednoduseny) Forrestertiv model svéta

Pfedobrazem nize uvedené extrémné zjednodusené verze byl model vzajemnych interakci vy-
branych slozek realného svéta publikovany v knize ,World Dynamics®, stézejni knihy ekologicky za-
méFeného Rimského klubu, zaloZzeného v roce 1960 vyznamnymi svétovymi ekology, ekonomy, védci
a politiky. Model byl navrzen, aby umoznil predikce vlivu nékterych, ve svétovém méfitku dllezitych
jevl (znecisténi, stav zasob pfirodnich zdroja, kapitalovych investic do primyslu a zemédélstvi) na
stav obyvatelstva na Zemi a kvalitu lidského Zivota.

Prvky:  obyvatelstvo, znecisténi, pramysi;
Proménné:
obyvatelstvo
- hustota ... udava, kolik je obyvatel na jednotku obyvatelného povrchu Zemé;
.. je vyjadfena v kladnych realnych Cislech;
znedisténi
- uroven ... udava okamzitou miru znecisténi prostfedi v néjakych, pfedem specifikova-
nych jednotkach;
. je vyjadrena v kladnych realnych Cislech;
primysl
-rozvoj ... celkova primyslova aktiva vyjadfena v penéznich jednotkach;
.. je vyjadren v kladnych i zapornych realnych, pfip. celych Cislech.
Vazby (zakladni vyvojovy diagram je na obr.3.1):

1) rychlost ristu hustoty obyvatelstva roste (linearné) s ristem hustoty obyvatel a rozvoje
primyslu a klesa (linearné) s ristem urovné znecisténi;

2) rychlost rastu urovné znecisténi roste (linearné) s rastem hustoty obyvatel a rozvoje pri-
myslu;

+ | obyvatelstvo znecisténi

+ +

" prumysl

Obr.3.1 Blokové schéma zjednoduseného Forresterova modelu svéta

3) rychlost ristu rozvoje priimyslu roste (linearné) s rdstem rozvoje priimyslu a klesa (line-
arné) s ristem urovné znedisténi.
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Vztahy mezi vladou a obyvatelstvem

Model popisuje dynamiku statniho uspofadani zavislého na vztazich mezi obyvatelstvem a
statni moci (vladou). VIada je fizena politickou stranou, ktera je bud liberalni nebo konzervativni. Cha-
rakter politické strany ur€uje vnitfni politiku vliady - svobodnou nebo represivni. Lidé reaguji na vladu
vlady svym nesouhlasem - malym nebo velkym.

Prvky: vlada, lid
Proménné: (diskrétni Casové méfitko s rozliSenim jeden rok, kdy si to mdzeme dovolit?)
vlada
- strana ... udava politické tendence vlady;
. habyva binarnich hodnot {konzervativni, liberaini};
- politika ... udava typ vladni politiky;
. nabyva binarnich hodnot {svobodna, represivni};
lid
- ob&ansky nesouhlas ... udava celkovy stav nazor( obyvatel zemé;
. nabyva binarnich hodnot {maly, velky};

vlada lid

Obr.3.2 Blokové schéma modelu vztahti mezi viadou a obyvatelstvem

Vazby: 1) represivni politika zpUsobi pFisti rok nevyhnutelné vysoky stupern ob&anského nesouhla-
su;

2) naopak svobodna politika vlady vzdy do pfistiho roku pfinese nebo udrzi nizky stupen
ob&anského nesouhlasu;

3) strana zUstava u moci, pokud je ob&ansky nesouhlas maly a je do pfistiho roku vyméné-
na, pokud je nesouhlas velky;

4) konzervativni strana nikdy neméni politiku, tj. nemeéni ani politiku svého predchudce, kdyz
prejima viadu;

5) liberalni vliada reaguje na velky ob&ansky nesouhlas zavedenim svobodné politiky, ktera
se ovSem béhem roku tiSe zméni na represivni a uz takovou zlstane.

3.4.3. SYNTEZA A DEKOMPOZICE

Syntéza

Propojeni systému nizSich fadu do celkl prostfednictvim pfedevsim jejich hrani¢nich prvka, ale
pfipadné i vnitfnich prvkd - systém 1.fadu vznika spojenim elementarnich systéma, systém 2.fadu
spojenim systému 1. fadu, ... . V praxi ale celostni systémy nejsou obecné vytvofeny spojenim systé-
mu téhoz fadu.

Viyuziti - pfi projektovani systémi z rdznych typovych prvk(; modely bunééné struktury.
Dekompozice

RozloZeni slozitého systému na jednodussi ¢asti podle funkénich, topologickych ¢&i hierarchic-
kych hledisek. Dekomponovany systém musi zabezpec€ovat vlastnosti plivodniho systému, proto musi
byt spInény nasledujici pozadavky:

e dekompozici se nesmi porusit soudrznost celku;
e dekompozici dosahnout co nejvétsi rovnomeérnosti ve velikosti jednotlivych subsystém;

e vytvofené subsystémy musi byt disjunktni;
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e dekompozici se kazdému subsystému vycleni i cile, které pfispivaji k vytvoreni celkového cile pU-
vodniho systému.

Rozlozenim rozsahlého systému na mensi elementy Ize zpravidla Iépe a snadnéji fesit analytic-
ké ulohy na zadaném systému.

Zjednodusovaci procedury
a) vynechani prvkl, proménnych nebo vazeb;
b) snizeni rozliSovaci schopnosti méfitka pro vyjadfeni proménnych;
¢) shlukovani prvkd a odpovidajicich proménnych do bloku;
d) nahrada deterministickych proménnych proménnymi nahodnymi.
ad a)

Vychazi z pfedpokladu, Ze ne v8echny sloZzky modelu jsou W
stejné  dllezité (dllezitost posuzujeme relativné  vUGi
vstup/vystupnim relacim realného objektu i modelu) = je mozné U
vytvofit platny zjednoduseny model vynechanim nékterych prvkd,
proménnych ¢&i vazeb. A

Vynechani jedné slozky vétSinou ovlivni i ostatni. B Y

\"
prvek — proménné, vazby /\\
C Z

proménna — vazby

Priklad: Obr.3.3 Priklad situace pfi pfipad-
Politicka tendence uréena stranou ma maly vliv na ob&an- N€m vynechani prvku ¢i proménné
skou nespokojenost = Ize vynechat proménnou strana.

ad b)

Proménna zajiStuje popis stavu prvku. Zmenseni rozliSovaci schopnosti ve vyjadfeni proménné
zachovava vsechny prvky, proménné i vazba, ale zmensi (Ize linearné i nelinearné) mnozinu dyna-
mického rozsahu = prvek nabyva menSiho poctu stavu

Priklad: zaokrouhlovani
POZOR !l!

PFi pfiliSném zjednoduseni se miize popisna schopnost proménné snizit natolik, ze proménna
zjednoduseného modelu neni schopna vyjadfit chovani zakladniho modelu dostatecné presné.

ad c)

Prvky zakladniho modelu jsou seskupeny do blokd, které jsou povazovany za prvky zjednodu-
8eného modelu. Proménné zjednoduSeného modelu se vytvofi sdruZzenim proménnych zakladniho
modelu (nejlépe bez ztraty informace), pfip. omezenim vysledného rozsahu.

ad d)

Hypotéza o deterministickém zakladnim modelu, ve kterém vazby deterministicky Fidi hodnoty
proménnych je nahrazena zjednodusenym pravdépodobnostnim modelem, ve kterém jsou nékteré
vazby nahrazeny pravdépodobnostnim mechanismem.

PFi zvySovani podrobnosti modelu Ize samoziejmé pouzit opacné postupy jaké byly uvedeny
pro zjednoduSovani modelu - tedy vlozeni prvkd, proménnych a vazeb, zvyseni rozliSovaci schopnos-
ti, dekompozice kompaktnich blokil do strukturované sité a kone¢né nahrada pravdépodobnostnich
zdrojli dat deterministickymi algoritmy.
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4. MATEMATICKY MODEL
4.1. FORMALNI POPIS SYSTEMU

Formalni popis pouziva pro vyjadfeni vztah(l mezi prvky systému a hodnotami jejich promén-
nych matematicky zapis (diferencialni ¢€i diferencni rovnice, logické pravidla, formalismy teorie auto-
matd, ...). Tento zplsob popisu umoznuje snadnou, v podstaté mechanickou kontrolu Uplnosti, konzis-
tence a jednoznacnosti modelu.

Matematické prostfedky se rizni podle:
e typu Casové zakladny (spojité, diskrétni, nezavislé na Casovém méfitku);
e podle charakteru proménnych (spojité, diskrétni, logické);

¢ podle deterministického charakteru proménnych a parametrl (deterministické, nedeterministické -
pravdépodobnostni, fuzzy, ...)

Deterministické modely jsou specifikovany zcela explicitné a nepfipousti jakoukoliv nahodnou
zavislost, zatimco stochastické modely zahrnuji alespori jeden nahodny prvek &i zavislost a jsou
zaloZeny na pravdépodobnosti vyskytu urcitych jevl. Stochastické modely byvaji zpravidla pouzi-
vany pro stanoveni dynamickych rychlostnich parametra tvorby &i trvani existence urcitych slozek
systému. VétSina biologickych systému zahrnuje rysy obou pfistupu - existence urcité formy zpra-
covani (napf. absorpce Zivin ze stfev) je deterministicka (tento zplsob zpracovani soucéasti stravy
existuje u vSech zkoumanych subjekt(l), ale rychlost absorpce ma nahodny charakter a navic se li-
§i pfipad od pfipadu.

e vztahu k okoli (autonomni, neautonomni)

Z matematického hlediska byva zpravidla jednodussi zabyvat se pouze autonomnimi systémy,
prakticky toho Ize dosahnout vhodnou definici rozhrani mezi systémem a jeho okolim. Z hlediska
modelovani a simulaénich experimentu je vSak vhodné zachovat moznost ovliviiovani stavu mode-
lu nastavenim vstupnich veli¢in.

e podle proménnosti parametrt (linearni, nelinearni, Casové proménné)

Systém je linearni, pokud jakakoliv kombinace vstup( vytvari tutéz kombinaci vystupud. To plati
napf. kdyZ mnozstvi substance, ktera se pohybuje z jednoho mista nebo stavu na druhé, je pfimo
umérné mnozstvi této substance. O té&chto systémech fikdme, Ze se fidi kinetikou prvniho Fadu.
VétSina biologickych systému je ale nelinearni. To znamena, Ze pohyb sledované latky neni pfimo
umérny jejimu mnozstvi. OvSem za plsobeni malych poruch Ize chovani nelinearnich systémui za
linearni s jistou povazovat. Napf. radioaktivni tracery, které umoznuji studovat dynamiku pohybu
ur€itych komponent v organismu, jsou uzite¢né vzhledem k jejich malé hmotnosti a objemu. Proto
organismus pfili§ nezatézuji (neméni se pfilis ani hmotnost, ani objem soustavy nosi¢ - tracer a
proto muzeme jejich kinetiku povaZovat za linearni.

e vztahu k minulosti (bez paméti, s paméti).

Podle vztahu k vyjadfeni proces(i probihajicich ve vnitfni struktufe modelu (systému) rozliSuje-
me:

e vnéjsi popis (vstupni/vystupni);
e vnitfni popis (stavovy).

Vné&jsi popis je zpravidla nezavisly na vnitfni struktufe realného objektu, popisuje pouze feno-
menologické zavislosti, parametry modelu nezavisi na dé&jich uvniti systému, pouze reprezentuji vnéj-
Si vlastnosti projevu systému (viz kap.1.3.2). Naopak, vnitini stavovy popis reprezentuje vztahy mezi
stavovymi veli¢inami systému, popisuje vnitfni zavislosti a charakteristiky déjii. Stavovy popis vétSinou
respektuje vnitfni strukturu realného objektu.

Z hlediska principu a cill je pfi modelovani dominantné pouzivan popis stavovy.

Spojité modely

Vnéjsi (vstupni/vystupni) popis - diferencialni rovnice N-tého fadu, ktera vyjadfuje vztah mezi
hodnotami vstupnich u(t) a vystupnich y(t) proménnych a jejich derivacemi
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anY™V(t) + an YNV + L+ agy(t) + agy(t) = by u™(t) + by u™ () + .+ by u(t) + bou(t),

M < N- (4.1)

Stavovy popis - N diferencialnich rovnic 1. fadu (rovnice dynamiky) + K algebraickych rovnic
(vystupni rovnice), které vyjadfuji vztah mezi stavovymi x(t), vstupnimi uj(t) a vystupnimi y,(t) promén-
nymi

X =AX+B.U

(4.2)
Y =CX+D.U

Diskrétni modely

Vnéjsi (vstupni/vystupni) popis - diferenéni rovnice N-tého fadu, ktera vyjadfuje vztah mezi
hodnotami vstupnich u(nT) a vystupnich y(nT) promé&nnych a jejich derivacemi
any(nT-NT) + an. Y(NT-NT-T) + ... + a; y(nT-T) + ag y(nT) = 43)
= by u(nT-MT) + by u(NT-MT-T) + ... + by u (nT-T) + by u(nT),
pfip. obecné muzeme psat
y(nT) = fy {y(nT-NT), ..., y(nT-T), u(nT-MT), ..., u(nT)} (4.4)

Stavovy popis - N diferen¢nich rovnic 1. fadu (rovnice dynamiky) + K algebraickych rovnic (vy-
stupni rovnice), které vyjadfuji vztah mezi stavovymi x(nT), vstupnimi u;(nT) a vystupnimi y,(nT) pro-
ménnymi

X(nT+T) = AX(nT) + B.U(nT); 45)

Y(nT) =C.X(nT)+ D.U(nT), '
pfip. opét obecné

X(nT+T) =f{X(nT), U(nT)}

Y(n'T) =g {X(nT), UMnT)}.
4.2. KOMPARTMENTOVE MODELY, KOMPARTMENTOVA ANALYZA

Pro sestavovani formalniho matematického popisu pomoci soustavy béznych diferencialnich
rovnic byly vytvofeny rizné postupy, které cely proces vice méné zmechanizovaly. Kompartmentova
analyza je jednim z takovych postupd. Kompartmentové modely pfedpokladaji, ze latka, jejiz dynami-
ku uvnitf systému sledujeme, se v daném systému nachazi v diskrétnich oblastech (zénach), tzv.
kompartmentech.

(4.6)

4.2.1. ZAKLADNi POJMY

Kompartment je urcita (koncepéni) zéna daného systému, jejiz Castice téhoz typu jsou podro-
beny plsobeni tychz vlivll (procesu). Zdna je definovana fyziologickou oblasti nebo prostorem, jako je
napr. krev, kostni dren, celé lidské télo nebo jeho subsystémy jako dychaci nebo ob&hovy systém.
Césticemi (l4tkou) rozumime elementy téhoZ typu & chemického sloZeni, napf. bilkovina, ervené
krvinky, prostaglandin, které podléhaji ttmuz fizeni, procestim, transformacim &i pohybu jako je napf.
absorpce, vyluCovani, oxidace, atp. Kompartment je homogenni, z kinetického hlediska odliSitelny
prostor. Casto s fyzikalnim &i fyziologickym pozadim a s definovatelnym rozmérem - hmota, prostor,
koncentrace, tlak, atd.

Vstup kompartmentu je reprezentovan pfivedenim sledované substance z jeho okoli nebo syn-
tézou téchto Castic uvnitf kompartmentu. Vystup muze byt spojen s pohybem ¢&astic (latky) mimo
prostor kompartmentu nebo jejich transformaci do jiné formy.

Multikompartmentovy systém se sklada z koneéného poctu navzajem propojenych dil¢ich kom-
partment(.
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4.2.2. MATEMATICKY POPIS KOMPARTMENTOVEHO SYSTEMU

UvaZujme nadobu (kompartment), jiZ pro-
téka tekutina s pritokem F. Protoze pFitok a
odtok kapaliny do a z nadoby je tyz, objem kapa-
liny v nddobé& se neméni. Dale prfedpokladejme,
Ze v okamziku t; je do nadoby vstfiknuto a oka-
mzité po celém objemu kapaliny v nadobé roz-
ptyleno uréité mnozZstvi n&jaké latky, napf. barvi-
va. PoCéatecni koncentrace této latky v nadobé je
Co. ProtoZe kapalina i s barvivem z nadoby odté-
ka, koncentrace barviva v nadobé& se méni - pfi
zméné Casu zt na t + At se koncentrace zméni
z C(t) na C(t + At).

Za dobu At prote€e nadobou mnozstvi ka-
paliny, které je rovno F. At. Toto prito€né mnoz-
stvi kapaliny odplavi z nadoby

W\ F
l,l.,‘l‘\

Obr.4.1 llustrace pro odvozeni matematického popisu
dynamiky v jednoduchém kompartmentovém systému

AQ = - F.ALC(t) (4.7)
(podle [13])
sledované latky. Pfedpokladejme, Zze zména jeji
koncentrace v kapaliné za dobu At je velice ma-
Ia, nicméné ji mizeme urcit podle vztahu
AQ(t) —F.At.C(1)
AC(t) = = .
(t) v v (4.8)
V tom pfipadé plati, Ze
AC(1) F
——=——_C(t
At v (t) (4.9)
aproAt—>0je
dC(t F
c=20-C c=kew:  ct=co (.10)

kde k = F/V je tzv. rychlostni konstanta. Zakladni
dynamiku koncentrace urcité latky ve sledova-
ném prostoru Ize zjednoduSené popsat linearni
diferencialni rovnici 1. fadu.

Chceme-li sledovat dynamiku celkového
mnozstvi latky, pak mizeme z (4.10) psat

IR\
r{’!“\ i F

Obr.4.2 llustrace pro odvozeni matematického popisu
dynamiky v dvoukompartmentovém systéemu

(podle [13])
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Q'(t) =—-k.Q(t), 4.11)
protoze C(t) = Q(t)/V.

Uvazme nyni situaci, kdy kapalina protéka s konstantnim pratokem dvéma nadobami (viz
obr.4.2), pficemz objem kapaliny v prvni nadobé se udrzuje na hodnoté V, a v druhé nadobé V,.
Necht ve vychozim okamziku je opét do prvni nadoby vstfiknuto a okamzité rovnomérné rozptyleno
urcité mnozstvi sledované latky (barviva) a budeme sledovat jak se méni koncentrace barviva C, a C,
v obou nadobach. Pro prvni nadobu s pouzitim vztahu (4.10) plati

Co'()=—1-Cal). @12)

U druhé nadoby musime zohlednit jak pfitok, ktery je dan velikosti odtoku z prvni nadoby, tak
vlastni odtok. S pomoci vztahl(l (4.10) a (4.12) tedy mizeme pro dynamiku koncentrace barviva
v druhé nadobé psat

Cy'()=1—Calh—1—-Cul). 4.13)

a Vo
Dynamiku systému se vstupem a vystupem (obr.4.3) tedy miZzeme popsat diferencialni rovnici
Q) = kiqu(t) - keo-Q() ;  Qlto) = Qo , (4.14)
kde Q(t) je definicni stavova veli¢ina kompartmentu, jejiz

dynamiku sledujeme, u(t) je proménna popisujici prabéh
vstupni veli€iny a kig @ kqo jsou rychlostni parametry (kon- U(t) —_— Q(t) S
stanty). kiq kqo

Obecné jednokompartmentovy systém s n vstupy a
m vystupy pak popiSeme vztahem

n m
Q'(t)= Z kiqui (t)- Z kqu(t) , Qty) = Qo . (4.15) Obr.4.3 Jednoduchy kompartmentovy systém
i=1 =1 se vstupem a vystupem.

Konecné, v pfipadé K-kompartmentového modelu
se stavovymi veli¢inami Qy je definiCni vztah ve tvaru

n K K m
Q' (1) = D kig Ui(t) + Dk Q; (1) = D kigQie () = D kg Qi (t) , k=1, ..., K. (4.16)
i=1 i=1 j=1 i=1
J#k J#k

Pokud jsou rychlostni parametry modelu konstantni, je uvedeny model linearni. Kdyz ale jsou
parametry zavislé na ¢ase, resp. dalSich veli€inach popisujicich charakteristiky ¢i dynamiku systému,
je model nelinearni. Toto rozSifeni umoznuje zaclenit do modelu zménu struktury redlnych systémi,
tedy jejich intra- i interindividualni variabilitu.

Rovnovazny stav systému vzhledem k urcitému kompartmentu Q,’(t) (veliiné, sledované &asti-
ci) je takovy stav, kdy jsou jeho vstupy a vystupy v rovnovaze, {j. kdyz plati

Ql(t)=0. (4.17)
Z rov.(4.16) tedy pro rovnovazny stav plati
K m n K
D K Qi) + D kg Qi) =D kig Ui+ Dk Qj(t) k=1, .., K. (4.18)
j=1 i=1 i=1 =1
Jk Jk

a proto
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n K
Z:kiqkui(mz;kjkaj(t)
i= =
Qu (1) = Ik _ (4.19)

K m
Zkkj + _Z,qui
= i=

J#k

V pfipadé autonomniho systému bez vstupl a vystupu potom je

K
D KxQy()
j:1
o L — (4.20)

K
> K
i=1

jzk

Priklad
UvaZzme dvoukompartmentovy systém podle kqo
obr.4.4. Jemu odpovidajici matematicky popis za-
hrnuje soustavu dvou diferencialnich rovnic us(® Q) - () u,(®)
Q7'(t) = (k1o + Ka2)Q(t) + ka1 Qo(t) + us(t) 4.21) lk1° leo

Qg,(t) = k12Q1(t) '(k20 + k21)Q2(t) + Uz(t)

Z toho plyne, Ze pro rovnovazny stav systeé-

mu, kdy Q+'(t) = Q2'(t) = 0, plati Obr.4.4 Priklad dvoukompartmentového systému

— (Ko +k12) K21 Q; :{—Uq
{ K1z —(k20+k21)}{Q*2:| —U; “.22)

a tedy dle Cramerova pravidla

— Uy Ko — (kg +ky2) -y
* —Uy  —(Kyo +Kpq) * Kyz — Uy
Q = ; Q; = 4.23
‘— (kqo +K12) Ko —(K1o +Ky2) Ko ( )
K1z = (Kgo +Kot) K1z — (Ko +Kp1)
000

4.2.3. PRIKLADY POUZITIi KOMPARTMENTOVE ANALYZY A MODELOVANI
Pouziti tracert

V medicinské praxi je nékdy obtizné méfeni vyvoje stavu jednotlivych kompartmentt, zejména
diky invazivnosti méfeni. V mnohych téchto pfipadech je ale mozné pro usnadnéni méfeni pouZzit tzv.
tracerd. Tracer je latka, ktera ma tytéz kinetické vlastnosti jako sledované Castice, slou€enina &i latka,
neposkozuje organismus a podléha tymz fyziologickym procesim jako vySetfovana latka, mnohdy je
na ni pfimo vazan. Tracery byvaji aplikovany (injekci, peroralng€) v malém mnozstvi do krve, plasmy,
tkané &i stfevniho traktu a rychle se rozptyli do sledovaného prostoru. Tracery podléhaji svému vyvaiji,
zpravidla na fyzikalni bazi, avSak tato transformace musi byt vyznamné pomalejSi nez biologické déje,
jimiz je dynamika sledované latky a traceru ovladana.

Prikladem traceru mlze byt radioaktivni izotop - jédu v pfipadé zkoumani dynamiky jodu
v organismu. Vyvoj ale sméfuje k pouziti spiSe neradioaktivnich stabilnich izotop(.

Vyluéovani léku z organismu

Predpokladejme, Ze lék je podan intravendzné a krvi rychle rozptylen po organismu tak, ze m-
Zeme pouzit téZe vychozi predstavy jako v pfipadé zakladniho odvozeni vztah(l pro jednokompart-
mentovy systém (kap.4.2.2, obr.4.1). Potom si mGzeme zhruba predstavit organismus jako jeden
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kompartment, ze kterého je l1éCivo vyluCovano. V tom pfipadé Ize situaci ztotoZnit se vzorovou situaci
podle obr.4.1 a vylu€ovani Iéku reprezentovat diferencialni rovnici 1. fadu

C'(t) = - keo-C(1) (4.24)
kde C(t) je koncentrace sledovaného léku v organismu a k¢, je rychlostni parametr vylu€ovani Iéku.

V pfipadé, Ze je rychlostni parametr modelu konstantni, je diferencialni rovnice lineérni a jeji fe-
Seni je ve tvaru

C(t) = Co.exp(-kco.1) , (4.25)

kde C, je pocateCni vychozi koncentrace |éku bezprostfedné po jeho podani. Z experimentalnich dat
Ize urcit hodnotu kg, a tu srovnavat s prahovymi normalnimi hodnotami a tak ji pouzit k diagnostickym
uceltm.

Systém pfijmu potravy

Pfedpokladejme, Ze chceme sledovat
dynamiku koncentrace néjaké latky, ktera je U1(t) k12
soucasti potravy (bilkoviny, cukry, tuky, sto- Cq(t) Calt) Cs(t)
pové prvky, ...) v ur€itych mistech organis-
mu, konkrétné zazivacim traktu, krvi, tka- k
nich a vyluGovacim systému. Toto zadani 24
muze spliovat schéma podle obr.4.5, kde
kompartment C; predstavuje koncentraci C,(t)
sledované latky v Zaludku a stfevnim traktu, 4
C, vyjadfuje koncentraci v krvi, C; v tkanich
a kone¢né C, ve vyluCovacim systému, k 4o
resp. v moci. Funkce u,(t) popisuje Casovy
pribéh pfijmu stravy z vnéjsSiho prostredi.

Odpovidajici matematicky popis ob- Obr.4.5. Kompartmentovy model systéemu prijmu stravy

sahuje Ctyfi diferencialni stavové rovnice (systém 4. fadu)

Cq'(t)=uq(t) — k2G4 (t); C4(tg)=Cyp;
Co'(1)=ky2Cq(t) = (kpz +kps )Co (1) +k3C3(t);  Co(tg)=Co;
C3'(t)=k23Co(t) —k3Ca(t); C3(to)=Cso; (4.26)
Cu'(1) =Ko Co(t) —kysoCy(t); C4(tg)=Cyo,

kde ki, az ky4, jsou rychlostni konstanty charakterizujici rychlost pfenosu latky z jednoho kompartmen-
tu do druhého. Jak jsme jiz ale uvedli dfive, biologické systémy jsou vyznamné nelinearni, a proto
nelze ocekavat, Ze linearni popis s konstatnimi parametry presné vyjadfi skuteéné procesy probihajici
v lidském organismu. Zavedeni nelinearit vSak tomu mdze napomoct.

Uvedme pfiklad zavedeni takovéto nelinearity. Pfedpokladejme, Ze transport latky do moc€i na-
stane az v okamziku, kdy koncentrace C, sledované latky v krvi bude vétsi nez néjaka prahova hod-
nota. Pak Ize parametr ko4 vyjadfit jako funkci koncentrace C, pomoci vztaht

10, pro C, <Cy,

kot (C5) = 4.27
24(C») \Kyu, pro C,>Cy- (4.27)
ko4 (C2) k24(C2)
Tkay Koy ————————= =
0 Com —0Cy 0 Com —=C2

b)

Obr.4.6 Vyjadreni zavislosti rychlosti transportu z kompartmentu krve do moci pomoci (a) skokové funkce;
(b) pomoci sigmoidni funkce.
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Grafické vyjadreni takové funkce je na obr.4.6a. Tato zavislost je nespojita, skokova, v realném
biologickém systému nepochybné nerealizovatelna. Spojitym vyjadfenim této zavislosti maze byt
napf. sigmoidalni funkce (obr.4.6b), definovana vztahem

k
Kog (Cy)= 24 :
24(C2) T+ exp(Cyr — Cy) (4.28)

Zahrneme-li libovolnou z obou uvedenych funk&nich zavislosti do modelu, zakladni soustava
rovnic (4.26) se nemeéni, pouze parametr ky4 se stava zavislym na koncentraci C, podle vztahu (4.27)
nebo (4.28). Lze tedy snadno ménit strukturu modelu, aniz dochazi k zavaznym zasahum do jeho
matematického popisu.

Distribuce jodu v organismu savct

Jad se v organismu savcu vysky-
tuje ve tfech zakladnich formach: k31

e anorganicky jod; ’ K
e jod ve §titné Zlaze; U1(t) k12 5 23
e organicky jod v thyroidnich hormo- ~ ——=1 C4(t) Colt) | Cs(t)
nech a prohormoénech (tyroxin T, a k ‘k

trijédtyronin Tj). 21 32
I'(1c> k3o

=
=

Vazby mezi jednotlivymi formami
(kompartmenty) jodu jsou zfejmé z obr.
4.7. Anorganické jodidy pfijima orga-
nismus z vnéjSiho prostredi ve stravé a
gastedné se na tuto formu transformuije i j6d ze zbylych dvou kompartmentt. Cast anorganického jédu
opousti organismus, podobné jako ta ¢ast organickych hormond, které se nevraci do §titné zlazy,
pfipadné se netransformuje na anorganické jodidy. Matematicky popis modelu Ize vytvofit podle jeho
blokového schématu ve tvaru

Obr.4.7 Struktura modelu distribuce jédu v organismu savct

Cq'() =uy(t) = (kqz +k4o)Cq(t) + kpqCo () + k31C5(t); Ci(to)=Co;
Co'(t) =k12C4(t) = (kzg +k23)Co(t) + k3o Cy(t); Ca(tg)=Co; (4.29)
C3'(t) =kpzCo(t) = (K3q +kap + k3 )C3(t); Cs(to)=Caso;

Je-li v krvi latka - inhibitor, ktery snizuje rychlost transformace nékterych forem existence jéodu v

K31 ua(t)

|

k k

u,(t) 12 23 ]

1

—— G || Ca) Csth | | -] G

Kaq K3z N Obr.4.8 Blokové schéma modelu
k - k distribuce jodu v organismu savct s
lk1 o | 3°t I l 40 inhibitorem
- _ _ 1

organismu, napf. j6du §titné Zlazy na anorganické jodidy, pfipadné vystup thyroidnich hormonu z or-
ganismu, pak lze snadno modifikovat zakladni blokové schéma vlozenim ¢&tvrtého kompartmentu,
reprezentujiciho inhibitor (obr.4.8) a tomu odpovidajicim zpisobem modifikovat soustavu diferencial-
nich rovnic kompartmentového systému

Cy'(t) =uq(t) = (Kqz +Kio )Cy(t) + kpq(Cy ). Co (1) + k34C5(t); Ci(tg)=Cyp;

Co'(1)=kq12C (1) —[k21(Cy) + k3 ]. Co(t) + k3 C5(1); Ca(tg)=Cy;
C3'() =kp3Cy(t) —[kgq +kgp +k35(Cy)]-Cy(t); C3(tg)=Cyp; (4.30)
Cy'(t)=uz(t) —k4oCys C4(tg)=Cyp -
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5. MODELY JEDNODRUHOVYCH POPULACI
5.1. ZACINAME

Populaéni biologie se zabyva dynamikou stavu rliznych Zivych populaci, ktera je zavisla na
vztazich mezi biologickymi druhy a jejich Zivotnim prostfedim. Typickymi pfiklady model(i tohoto typu
jsou modely popisujici vztahy v jednodruhovych, dvoudruhovych &i vicedruhovych populacich. Takto
vytvofené modely mohou byt navic pouzity i pro feSeni problém v pfibuznych oblastech jako je napfF.
sociologie (vztah zaméstnavatele a zamé&stnaneckych skupin), fyziologie, atp.

5.2. SPOJITE DETERMINISTICKE MODELY JEDNODRUHOVYCH POPULACI

Zakladni pfistup k modelovani dynamiky jednodruhovych populaci je zaloZzen na deterministic-
kém zplsobu chovani populace, pficemz stav populace je charakterizovan jeji velikosti. Velikost je
mozné vyjadfit potem jedinct daného druhu, Zijicich v daném prostoru, pfip. hustotou osidleni, defi-
novanou poétem jedinct dané populace vztazenych k jednotce obyvaného prostoru. Otazky, které
mohou jednopopulaéni modely pomoci fesit jsou napf.:

¢ jak dlouho potrva, nez populace dosahne urcité velikosti?
¢ jak velika bude populace po urcitém ¢asovém intervalu, pfip. po daném poctu generaci?
¢ jak dlouho mlze populace prezit v nevhodnych Zivotnich podminkach?

Necht x(t) oznaCuje hodnotu populaéni hustoty v Case t. Potom stav populace v Case t+At je za-
visly na hodnoté x(t) v ase t modifikovany procesy, které se v dané populaci odehravaji. Tyto procesy
vyjadfuji autonomni pfirastek , dany poétem (hustotou) jedincu, ktefi se v Casovém intervalu At
v populaci narodili, autonomni Ubytek, tj. pocet (hustota) jedinc(, ktefi v daném intervalu At zemfieli a
konec¢né poctem (hustotou) jedinc(, ktefi do populace pfisli (imigrovali) z jiného prostredi, pfip. odesli
(emigrovali) jinam. To znamena, Ze zakladni vztah charakterizujici dynamiku dané populace mizeme
psat ve tvaru

X(t+ At) = x(t) + Axy, — AXy + AXpy , (5.1)
kde Ax, znamena pfirlistek za dobu At zplisobeny porodnosti, Axy Ubytek zplsobeny umrtnosti a Ax,
predstavuje zménu vyvolanou migraci. Protoze Ax, pfedstavuje jak narlst, tak uUbytek jedincu

v populaci, zahrnuje se tento ¢len v jednodussich variantach modelu ke vyraz{im vyjadfujicim porod-
nost a umrtnost. V takovém pfipadé plati

X(t+ At) = x(t) + Ax, — AXy. (5.2)
Je-li Ax, pocCet jedincU, ktefi se narodili za dobu At, pak plati
Axp =B(x1). At (5.3)
kde B(x,t) je porodnost, tj. pocet jedincd, ktefi se narodi za ¢asovou jednotku. Podobné
Ax4 =D(x,t). At (5.4)

kde D(x,t) je umrtnost, tj. pocCet jedinc(, ktefi za Casovou jednotku zemrou. Vztahneme-li oba vyse
definované parametry ke stavu populace, ziskavame relativni parametry, ij. relativni porodnost

b(x,t) = B(x,t) / x(t) (5.5)
a relativni amrtnost
d(x,t) = D(x,t) / x(t) . (5.6)
Za vySe uvedenych predpokladi mazeme vztah (5.1) pfepsat do tvaru
X(t+At) = x(t) + ( b(x,t) - d(x,t) ).x(t). At, (5.7)

pfipadné po dalSich drobnych upravach dostavame
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MEED2XO e x), (5.8)

kde y(x,t) = b(x,t) - d(x,t) je obecna funkce vyjadfujici zakladni dynamické charakteristiky daného po-
pulaéniho modelu.

V limitnim pfipadé, kdy At — 0, mizeme psat
x'(t) =y(xt).x(1), (5.9)

coz je obecné deterministické vyjadfeni dynamiky stavu populace x(t) za pfedpokladu, Ze tento stav
muzeme popsat spojitou funkci. To Ize, z biologického hlediska, kdyz:

1. populace x(t) je natolik velka, Zze neni tfeba poditat s jednotlivci (kvantovaci podminka);

2. generace v populaci x(t) se prekryvaji, resp. vSechny jedinci v populaci jsou identi¢ti (neexistuje
vékové rozliseni), tj. populace je homogenni z hlediska jedinct v produkénim véku (vzorkovaci
podminka) - zatimco populace bakterii, pfip. vy$Sich Zivocichl (obratlovcu) tuto podminku zpravi-
dla splfiuji, u populaci hmyzu nebo napf. jednoletych rostlin nastavaji problémy.

Neni-li kterakoliv z téchto podminek splnéna, nelze pouzit spojité modely, ale nékteré z modeld
diskrétnich.

Chovani zakladniho spojitého modelu jednodruhové populace definovaného vztahem (5.9) ur-
Cuje tvar funkce y(x,t).
5.2.1. MALTHUSUV' MODEL

Malthustv model je nejjednodussi variantou spojittho modelu jednodruhové populace, ktery
vychazi z pfedpokladu, ze funkce y(x,t) je konstatni, tedy plati

y(x,t) = b(x,t) - d(x,t) =r. (5.10)

Jinymi slovy predpokladame, Ze rozdil ubytku a pfirastku v populaci je v ¢ase staly. Z hlediska pro-
stfedi, v némz populace Zije to znamena, Ze vliv tohoto prostiedi se v ase neméni. V tom pfipadé
muzeme definiéni rovnici psat ve tvaru

X'(t) = r.x(t). (5.11)

Tato linearni diferencidlni rovnice 1. fadu (Malthusova rovnice) znamena, Ze rychlost rozmno-
Zovani je v populaci x(t) pfimo umérna hustoté populace, pficemz r je konstantou umérnosti, repre-
zentujici relativni rychlost dynamiky (rozmnoZovani) populace. Rozmér konstanty r je [s™'].

Malthusova rovnice ma freSeni
3 : , , : : : , , , ve tvaru

#(0) =0 r=0

0sf B

#(0)=0
0

i} 20 40 60 ao 100 120 140 160 180 200
1

Obr.5.1 Charakteristické pribéehy reseni Malthusovy
rovnice

' Thomas Robert Malthus (1766 - 1834), anglikansky knéz a ekonom, ktery si poprvé uvédomil (Essay on the
Principle of Population), Zze populace jakéhokoliv druhu mohou rist geometrickou fadou. Nebezpedi spociva
v nedostatku zdroju pro takto se rychle rozvijejici se populace. Korektivem proti prelidnéni (pfemnozeni) by byly
vélky, bida, lidské nefesti.
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x(t) = x(0).exp(rt), (5.12)
kde x(0) je hodnota pocatecni podminky. V pfipadé nenulové pocate¢ni podminky, tj. x(0) > 0, popu-
lace exponencialné roste (prosperuje), kdyz r > 0, exponencialné klesa (vymira) pro r < 0, pfipadné
zustava konstantni pro r = 0 (viz obr.5.1).

Dulezitou informaci o vlastnostech a chovani modelu mohou poskytnout udaje o rovnovaznych
(stacionarnich) stavech, pfipadné jejich stabilité ¢i nestabilité.

Stav systému oznacujeme za rovnovazny, pokud

X(t)=0prot=0. (5.13)

Rovnovazny stav X systému je povazovan za stabilni, pokud se systém po vychyleni z tohoto
stavu pomoci néjaké malé poruchy dostane do jiného stavu (stavl) takového (takovych), ze se jeho
(jejich) vzdalenost od plvodniho stavu nezvétsSuje. Kdyz se systém po vychyleni z rovnovazného sta-
vu vraci zpét do tohoto stavu, hovofime o asymptotické stabilité. Pokud systém po vychyleni tento
stav opousti, je rovnovaha nestabilni (labilni).

Stabilitu realného systému ovliviiuji dvé slozky:

1. odolnost (setrvacnost) - schopnost systému zachovavat pfi ruSivém pusobeni puvodni stav - ¢im
mensi je vychylka zpusobena poruchou, tim vétsi je odolnost systému;
2. pruznost - schopnost systému vracet se po ukonceni poruchy zpét do puvodniho rovnovazného
stavu.
Véta 5.1.
Je-li funkce systému popsana diferencialni rovnici

X (t) = f(x), (5.14)

kde f(x) je obecné nelinearni funkci x, pak jeho rovnovazné stavy X jsou ureny feSenim rovnice
f(x) = 0 a fikame, Ze jsou linearné stabilni vici malym porucham, kdyz f(x') < O a nestabilni, pokud
f(x)>0.

Ddkaz:

Predpokladejme, ze systém je vychylen malou poruchou n(t) z rovhovazného stavu X do nové-
ho stavu x,(t), pfisemz plati, Ze |n(t)l = [xy(t) - x| << 1.V tom pFipadé Ize rov. (5.14) pfepsat do tvaru

n'(t) = f(x +n)~f(x)+nf(x)+.... (5.15)
Po linearizaci je
n'(t) ~ n.f(X) (5.16)
a z toho plyne
n(t) = explf (x 1. (5.17)
Tedy n(t) roste Ci klesa (systém je nestabilni i stabilni) podle toho, zda f’(x*) > 0 nebo f’(x*) <0.
e
Obecné mulze existovat libovolné v
mnozstvi rovnovaznych stavlli x analy- < .
zovaného systému, které jsou fesenim nestabilni
rovnice f(x) = 0 (viz napf. obr.5.2). V tom o o
pfipadé stabilitu téchto bodd x uréuje = stabilni stabilni
gradient funkce f(x ). Podle obr.5.2 jsou /
gradienty f(x) vrovnovaznych bodech TO — >N
x =0 a x =x, kladné a z toho vyplyva,
ze rovnovazné body jsou nestabilni vUgi

malym porucham, naopak gradienty f'(x)
pro X =X¢ a X = X3 jsou mensi nez nula
a tedy tyto stavy jsou stabilni. Sipky na
x-ové ose vyznacuji symbolicky chovani v okoli rovnovaznych bodu. Pokud je porucha v bodé x, tako-
va, ze se systém dostane az do stavu x > x,, potom systém pFechazi az do stavu xs, nikoliv stavu x;.

Obr.5.2. Model populacni dynamiky s nékolika rovnovaznymi
stavy
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Z toho plyne, Ze existuji prahové hodnoty poruch, pro které, jsou-li poruchy mensi, jsou rovnovazné
stavy vzdy stabilni. Tyto prahové hodnoty zavisi zcela na tvaru funkce f(x).

V pfipadé Malthusovy rovnice pro rovnovazné stavy plati
r.x(t) = 0. (5.18)
To muze nastat pouze kdyz r = 0 (pfirdstek v populaci je pfesné roven ubytku) bez ohledu na

hodnotu x(0), resp. kdyz x(0) = 0. Kdyz r >0, pak je rovnovazny stav x =0 nestabilni, pro r <0, je
rovnovazny stav x = 0 stabilni.

Malthustv model (pfesto, Ze je vyznamnym zjednodu$enim proces( probihajicich v jakékoliv
populaci) muze byt pouzit napf. k hrubému popisu vyvoje lidské populace jak vyplyva z udaju
v tab.5.1, kde jsou uvedeny hodnoty popisujici vyvoj velikosti lidské populace v obdobi od poloviny 17.
stol. do zacatku 21. stoleti.

polovina | zadatek
Rok [POOVIN® | 28086k | 1023 | 1960 | 1974 | 1987 | 1999 | 2010 | 2022
il | 05 1 2 3 4 5 6 7 8

Tab.5.1 Vyvoj velikosti lidské populace v obdobi od pol. 17. stol. do zaCatku 21. stoleti

Pres svou jednoduchost nachazi Malthus(iv populaéni model uplatnéni pfi modelovani populaci
v mikrobiologii, konzervaéni biologii (obnova decimovanych populaci), chov hmyzu (napf. predikce
vytéZnosti v€eliho chovu), ochrana rostlin a hmyzu (rlist zavle€enych populaci), rybarstvi (predikce
stavu rybi populace).

5.2.2. LOGISTICKY MODEL

Vyvoj redlnych populaci neni stale ryze exponencialni. Dfive nebo pozdéji se uplatni omezujici
faktory prostfedi, ve kterém populace existuje, a rust velikosti populace se zpomaluje az se zcela za-
stavi & dokonce populace zane vymirat.

Limitujici vlastnosti prostfedi mohou byt vyjadfeny pomoci tzv. kapacity prostredi, ktera udava
maximalni hustotu populace, ktera se mize v daném prostfedi dlouhodobé udrzet.

Z hlediska vazby na tvar obecné rovnice (5.9) popisujici dynamiku vyvoje jednodruhové popu-
lace to znamena, ze funkce y(x,t) nemuze byt konstantni, ale musi byt zavisla na stavu vyvoje popula-
ce. Cesta, jak zohlednit jak okamzity stav populace x(t), tak vliv prostfedi vyjadfeny kapacitou prostie-
di K, je definovat funkci dynamiky y(x,t) vztahem

v(x,t) = K-x(t) . (5.19)
V tom pfipadé se defini¢ni diferencialni rovnice transformuje do tvaru
X(t) = (K - x(t) ).x(t) = Kx(t) - x*(t) . (5.20)

Systémova diferencialni rovnice je i nadale rovnici 1. fadu (stéle sledujeme jednu stavovou
proménou popisujici velikost & hustotu populace), nicméné prestava byt linearni - funkce na pravé
strané rovnice je vyjadifena polynomem druhého stupné.

Ve tvaru jakém je rovnice (5.20) zapsana vSak vyvolava pochybnosti o rozmérové spravnosti.
Rozmeér levé strany odpovida veli¢iné popisujici viastnost populaéniho systému (pocet jedinctl, husto-
ta populace) vztazené k ¢asové jednotce, zatimco rozmér pravé strany odpovida druhé mocniné defi-
ni¢ni vlastnosti populace. TutéZ nesrovnalost v interpretaci Ize vysledovat i pfi vypo&tu pro malé hod-
noty proménné x(t). V tom pfipadé je xz(t) << K.x(t) a rychlost zmén je témér linedrné umérna stavu
populace (X'(t) ~ K.x(t)). V tom pfipadé je ale vyznam parametru K zcela jiny nez je tfeba. Tuto dispro-
porci Ize feSit zavedenim dalSiho, normalizacniho parametru C a dalSimi drobnymi Upravami tak, Zze
rovnici (5.20) pfepiSeme do tvaru

X(t) = C.(K - x(t) ).x(t) = C.K.(1 - x(t)/K).x(t), (5.21)

kde soucin C.K predstavuje relativni rychlost dynamiky populace x(t). Konec¢né&, prehlednéjsi zapis
uvadi oba parametry modelu samostatné ve tvaru
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X' (t) = p('] - %}.x(t), (5.22)

kde p = C.K. Tuto rovnici nazyvame logisticka, pf¥ip. Pearlova - Verhulstova rovnice. Koeficient p je
maximalni relativni rychlost dynamiky populace a K > 0 je kapacita zivotniho prostfedi sledované po-
pulace.

Analytické feSeni rovnice (5.22) ma tvar

_ K.x(0).exp(pt)
" K+ x(0).(exp(pt) = 1)

X(t) (5.23)

a jeho priibéhy jsou patrné na obr.5.3. Po-
kud je x(0)> K, prubéh x(t) monoténné
klesd k hodnoté K, zatimco pro x(0) <K, 0
potom  x(t) monoténné konverguje
k hodnoté kapacity prostiedi K. V tomto
pfipadé je jeSté rozdil mezi prabéhy pro
x>K/2 a x<K/2. Vprvnim pfipadé ma
funkce x(t) Cisté exponencialni charakter,
v druhém pfipadé ma x(t) sigmoidalni pru- an}
béh - &im je hodnota x(0) mensi, tim viditel-

néjsi je tento pribéh. b

Rovnovazné stavy logistické rovnice 20 0> x(0) < K2
stanovime z rovnice

t
p('] - %}.x(t) -0. (5.24) 0 = iy 8

—_—=

Pro p =0 je feSenim logistické rovni- Obr.5.3 Charakteristické prubéhy feseni logistické rovnice
ce jakakoliv konstantni funkce, proto se
zaméFfme spiSe na situaci, kdy p = 0. V tomto pfipadé jsou rovnovazné stavy

x*4(t) =0 a x*5(t) =K. (5.25)
Jejich stabilitu uréime podle Véty 5.1.

2

2
F(9 = [px(1— I = [px - BT =p - 22

(5.26)
Potom
f(0) = p a pro p>0jef(0)>0=> x* = 0 je nestabilni;
p<0jef(0)<0= x* = 0 je stabilni.
Pro x*(t) = Kje
f(Ky=-papro p>0jef(K)<O = x* = K je stabilni;
p<0jef(K)>0 = x* = K je nestabilni.
Pro p # 0 mizeme analyzovat dvé rizné varianty - p<0ap > 0.

Kdyz p <0, znamena to, Ze dle vySe uvedeného vyznamu parametru p je populace vymirajici -
jeji stav se snizuje. V pfipadé, Ze x(0) € (0; K), pak X'(t) <0 a tIim X(t)=0. Rovnovazny stav x,*= 0 je i
—>00

dle této Uvahy stabilni. Pro x(0) > K v§ak x’(t) > 0, tj. hodnota proménné x(t) roste a X, = K je nestabil-
ni. To naznacuje, ze chovani modelu pro p <0 a x(0) > K neodpovida otekavanému a mizeme kon-
statovat, Ze za téchto podminek neni model platny.

Kdyz naopak p >0, pfedstavuje model prosperujici (Zijici) populaci. Pro kazdé x(0) =0 je
tIim x(t) =K. To vyplyva jednak z vySe urcené stability ¢i nestability obou rovnovaznych stavu a z hod-
—0

noty derivace funkce x(t) jak pro x(0) e (0; K), tak pro x(0) > K. Paradoxem v$ak je, ze priibéh x(t) je
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pro x(0) > K klesajici, navzdory predpokladu, ze p > 0. Obecné chovani modelu v tomto pfipadé od-
povida pfedpokladiim, v navaznosti na podminku p > 0 vSak toto chovani nedokazeme biologicky
interpretovat.

Je-li vhodné zavést do modelového popisu populace i proménny vliv prostfedi, v némz popula-
ce Zije, Ize tuto skutecnost vyjadrit Casovou zavislosti parametr(i modelu. V pfipadé logistické rovnice
to jsou parametry p a K a rovnice nabyva tvaru

) = _ X1
x(t)—p(t).(1 K(t)).x(t). (5.27)

Pro kazdou poc¢atecni podminku x(0) > 0 ma rov. (5.27) jedno fe$eni ve tvaru
(0) |t (s)d
x(0).ex| s)ds
p oP

1+ x(0). J::Z((z))

X(t) = (5.28)

" .
.expj'o p(u)duds

U takovychto modelu je vhodné zjistit, zda feSeni modelu asymptoticky konverguje k néjakému
ustalenému stavu pro kladnou hodnotu pocateéni podminky x(0). Da se ocekavat, ze tIim x(t) bude
—>0

zaviset na prabéhu funkci p(t) a K(t). Castym pfipadem proménnych parametrd logistického modelu je
situace, kdy je prlibéh parametrickych funkci p(t) a K(t) periodicky. V tom pfipadé nemusi limita x(t)
pro t — o viibec existovat, je vSak mozné oCekavat, Zze se pribéh x(t) ustali na néjaké periodické li-
mitni funkci.

Bez blizSiho rozboru uvedme pfiklad, kdy je p(t) konstantni a kapacita prostfedi se méni perio-
dicky, napf. podle funkce K(t) = 1/(1 + e.coswt), pro € € (0; 1). Za téchto podminek bude ustalené fe-
8eni rovnézZ periodické s toutéZ periodou jakou ma funkce K(t) - viz obr.5.4. Z obrazku vyplyva, Ze se
modelové chovani Iépe pfizplsobuje zménam kapacity prostfedi pro vétsi hodnoty parametru p, tj. pro
rychlejsi rast populace.

Obr.5.4 Odezvy modelu s ¢asové proménnou kapacitou prostredi - a) p= 0,1, b) p = 0,9.

Dal$i variantou logistické rovnice mlze byt model, ve kterém vliv prostfedi pfedstavuje odchyt
Ci (vy)lov. Defini¢ni rovnice takového modelu ma tvar

t
X' (t)= p.(‘] - %) x(t)-c. (5.29)
Rovnovazné stavy tohoto modelu jsou dany feSenim kvadratické rovnice

%xz—px+0=0, (5.30)
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coz jest

. +w/ —4pc/K
xj, =P P (x/_ﬂ/Kp 4p0) (5.31)

2p/K
Podle poctu realnych kofenl nastavaji nasledujici varianty:

a) dva ruzné realné koreny, coz nastava pravé tehdy, kdyz ¢ < K.p/4 - v tom pfipadé jsou oba kofeny
kladné;

b) jeden dvojnasobny kladny realny kofen pro ¢ = K.p/4, {j. x*1,2 = K/2;

c) Zadny realny kofen pro ¢ > K.p/4.
Pokusme se stanovit stabilitu rovnovaznych stavli pro jednotlivé varianty z Véty 5.1.
Derivace pravé strany rovnice (5.29) podle x je

f'(x)=p—%x. (5.32)

Dosadime-li za kofen X 1 pro variantu a) dostavame

2 1
F(X))=p— e */_(pf+,/Kp —4pC) :-?.,/sz —4pc<0 (5.33)
a pro kofen X , je

f'(xy) = p—ﬁi( VK — yKp? —4pc) \/_ AJKp2 —4pc >0 (5.34)

Koren X je tedy asymptoticky stabilni a kofen X » nestabilni. Tedy, aby populace nasledkem lo-
vu nezacala vymirat, je tfeba aby ubytek zpUsobeny lovem byl menSi nez Kp/4 a aby pocatecni uro-

/X; xf;\e—x X

S~
/ X*\
== ,

a) b)

Obr.5.5 Analyza logistického modelu jednodruhové populace s odchytem

*
X1
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ven populace byla vétsi nez x , (viz obr.5.5a).
Pro variantu b), tj. kdyZ existuje pouze jeden dvojnasobny rovnovazny stav, plati

. 20 K
f'(x4p)=p—-—.—=0, )
(x12) K2 (5.35)
CcoZ znamena, Ze modelovany systém nema asymptoticky stabilni, ani Qestabilni feSeni. Funkce na
pravé strané rov. (5.29) je mens$i neZ nula pro jakékoliv hodnoty x(t) = x 1, =K/2, tj. funkce klesa pro
jakoukoliv hodnotu pocatecni podminky x(0) (viz obr.5.5b). Pokud je x(0) > K/2, potom se FeSeni
asymptoticky bliZi hodnoté x 4, =K/2, pokud je x(0) < K/2, feSeni klesa k nule.

Konec&né, pro posledni variantu, tj. pro ¢ > K.p/4, populace vymfe v kone¢ném Case, bez ohledu
na hodnotu po&ate¢ni podminky.

Je-li Uroven odchytu linearné zavisla na stavu populace, {j. lovi se stale stejné procento p z cel-
kového stavu populace a vychazime-li z logistické rovnice, pak mizeme definovat model podle nasle-
dujiciho vztahu

"= p.(1-xK).X-px = (p - p)x - pX/K. (5.36)
Bez slozité analyzy Ize z rovnice (5.36) vyvodit, Ze populace nevymre, pokud p > p.

VysSe uvedené modely mély bud nestabilni nulovy rovnovazny bod (populace pfi vhodném na-
staveni parametrd modelu rostla od sebemensi kladné hodnoty x(0) - rov.(5.11), (5.22) nebo (5.27))
nebo vymirala pro jakoukoliv po&ate€ni hodnotu x(0) € (0, K/2) (rov.5.29, varianta b)) nebo dokonce
pro jakoukoliv po¢ateéni hodnotu (rov.5.29, varianta c)). V realnych populacich v8ak zpravidla existuje
prahova hodnota xp, kterd udava nejmensi mozny stav populace, jenz je schopna sebereprodukce.
Je-li stav populace nizsi nez tato prahova hodnota, populace vymira. To mGze byt zplsobeno ne-
schopnosti jedincu v populaci nalézt partnera pro rozmnozovani nebo ztratou genetické diverzity a
z toho vyplyvajici vétsi citlivosti vaéi kratko- ¢i dlouhodobym zménam zivotniho prostfedi i vUci ne-
mocim.

Z matematického hlediska to znamend, Ze funkce f(x) na pravé strané definini diferencialni
rovnice musi byt tfetiho fadu, aby méla tfi rovnovazné stavy - stabilni nulovy stav a stav na urovni
kapacity prostfedi a nestabilni rovnovazny stav na prahové hodnoté xe.

Takové podminky by mohla splfiovat napf. nasledujici modifikace logistické rovnice

X (t) = p. x(t).(1 - %).(x(t) —Xp)=...= %x?’ (t)— p(’l + X?Pj X2 (t) + pxpX(t) . (5.37)

Z rovnice vyplyva, ze kofeny rovnice f(x) = 0, kde f(x) je funkce na pravé strané rov. (5.37), jsou
X1 =0, Xo =xp a konecné x3 = K. Nyni se opét pokusme o analyzu charakteru rovnovaznych bod
podle Véty 5.1.

Pro derivaci funkce f(x) plati
' p .2 XP)
f'(X)=3=X"-2p| 1+ —|.X—p.Xp. 5.38
(x)=3 p( K p-Xp (5.38)
V zavislosti na znaménku hodnoty parametru p ma funkce f(x) v jednotlivych rovnovaznych bo-

dech nasledujici polaritu:

Pro x4 =0 je f(0) = p.xp. Je-li p > 0, potom f(0) je také vé&tSi jak nula a nulovy rovnovazny stav
je nestabilni. Pro p < 0 je naopak tento stav stabilni.

Pro x, =xp je f(xp) = -p.Xp.(1- Xp/K). To znamena, protoze xp <K, ze f(xp) <0 pro p>0 a
f(xp) >0 pro p <O0.

Konecné pro x; = K je f(K) = p.(K - xp) a opét protoZe xp < K je f(K) >0 pro p > 0 a f(K) <0 pro
p<0.

Vysledky uvedeného rozboru znamenaji, ze pro p < 0 je stabilita rovnovaznych stavl takova ja-

ko jsme pfedpokladali. Naopak pfi p > 0 je stabilita Ci nestabilita jednotlivych rovnovaznych stavu
opacna, tj. model nesplniuje ocekavané predpoklady.
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5.2.3. MODELY JEDNODRUHOVYCH POPULACI SE ZPOZDENIM

Jednim z nedostatk(l modell jednodruhovych populaci podle rovnice x’ = f(x) je, Ze nerespektu-
je vékové roztfidéni populace, na kterém zavisi porodnost i umrtnost v dané modelované populaci. U
vSech az dosud zminénych modell predpokladame, Ze ¢lenové populace jsou schopni mit potomky
hned v okamziku svého zrozeni, zatimco v mnoha reélnych populacich dosazeni schopnosti repro-
dukce trva urcity €asovy interval (doba dospivani - fyziologického, socialniho; doba bfezosti, t&hoten-
stvi). To znamena, Ze vliv na rychlost rozmnoZovani neni dano sou€¢asnym stavem populace, nybrz
stavem v minulosti vzdalené o stfedni dobu potfebnou pro dosazeni schopnosti reprodukce.

Nejjednodussi zplsob, jak zohlednit toto ¢asové posunuti je zaélenit do modelu ¢asové zpoz-
déni, které odpovida pravé (stfedni) dobé potiebné k dosaZeni reprodukéni schopnosti, pfipadné
prodlouZzené o &asovy interval potfebny k vyvoji plodu od poceti k narozeni. Obecné vyjadieni stavové
rovnice takového modelu tedy je

X'(t) = f(x(t), x(t-1)), (5.39)
kde 1 je stfedni doba dosaZeni reprodukcni schopnosti.

Pouzijeme-li tohoto pfistupu pro logistickou rovnici, dostavame rovnici Hutchinsonové definova-
nou

X (t)=p. x(t).P - y} (5.40)

kde p, K> 0 a t > 0 jsou parametry modelu. Rovnice Hutchinsonové udava, Ze regulaéni vliv na oka-
mzity stav populace ma spiSe stav populace v ¢ase t - Tt nez v ase t (rovnice je zjednodusenim, které
postihuje pouze priimérné vlastnosti analyzované populace).

Rovnice Hutchinsonové popisuje nasledujici situaci:

predpokladejme, Ze populace Zije v prostfedi s dostateénym zdrojem potravy. Proto se, zejmé-
na pfi nizkém stavu rozmnozuje relativné rychle pfiblizné podle exponencialniho zakona (1 >> x(t- 1)).
Jak se ale stav populace zvySi, zacne se projevovat vnitrodruhova konkurence, zdroje potravy nedo-
staCuji a nasledkem toho se omezi porodnost. Kdyz navic dospéji jedinci, narozeni v dobé s nizkou
populaéni hustotou, pfemnozeni zpusobi rychly pokles populaéni hustoty a cely proces se opakuje.

Zobecnénim rovnice Hutchinsonové, které postihne realnéjsi vlastnosti populace, je napf. inte-
gro-diferencialni rovnice konvolu¢niho typu definovana

t
X (1) = p.x(1).| 1- %I w(s)x(t — s)ds |, (5.41)
t1

kde vSechny koeficienty jsou kladné a w(t) je vahova funkce, ktera udava jak velky daraz by mél byt

t = s ma relativni pocet w(s) jedincli vék s. Rozdil t, - t; udava maximalni mozny vék jedincli v populaci
a proto

t
j w(s)ds = 1. (5.42)

ty

Funkce w(s) je nezaporna a spojita (pokud popisuje spojité rozmnozovani). Pfi sezénnim roz-
mnozovani je vahova funkce diskrétni a rovnice Hutchinsonové je specialnim pfipadem, kdy ma dis-
krétni vahova funkce w pouze jeden vzorek.

Charakter feSeni rovnice Hutchinsonové je zcela odliSny od feSeni logistické rovnice - analytic-
ké feSeni neexistuje, feSeni je tfeba obecné hledat numericky.

Da se ocCekavat, Ze feSeni pro velké hodnoty zpozdéni bude nestabilni a proto, pfesto, ze je
rovnice Hutchinsonové rovnici 1. fadu, ofekavame moznost vzniku oscilujiciho feSeni.
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w(t)
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Obr.5.6. Typicky pribéh vahové funkce pro Obr.5.7 Schéma pro zdivodnéni vzniku oscilujiciho FfeSeni u
vyjadreni integralné zpoZdéného vlivu na popu- rovnice Hutchinsonové

laéni dynamiku

Pfedpokladejme, Ze pro t = t, je stav populace a Ze pro jakykoliv asovy okamZik t < t; je x(t -1)
< K. Pak zrovnice (5.40) plyne (protoze 1 - x(t- YK > 0), Zze X'(t) > 0 a tak x(t) v okoli t; je rostouci.
Kdyz t = t; + 1, pak hodnota x(t - t) = x(t;) = K a z toho plyne, ze x'(t) = 0 (¢len v zavorce v rov. (5.40)
je nulovy). Dale uvazujme €as t e (t; + 1, ), x(t2) je opét rovno K. Pro tento €as t je x(t - 1) > K a proto
X'(t) <0 a x(t) klesa dokud t je mensi nezZ t, + 1. Pro tento Cas je opét X'(t) = 0, protoZze x(t, + t -
'L') = X(tz) =K.

Na zdkladé teoretické analyzy Ize vyvodit, Ze pro vznik oscilaci v feSeni logistické rovnice se
zpozdénim (vztah (5.40)) je rozhodujici hodnota soucinu p.t. Je-li jeho hodnota mensi nez n/2, pak

feSeni rovnice asymptoticky konverguje k rovnovazneému stavu X =K. Je-li véak sougin p.T > /2, pak
je fesSeni x = K nestabilni a vytvafi se podminky pro vznik oscilacniho chovani.

10.000-

pocet -
much |

5|0 T Y T T 1601 T T T 1150r T ) ‘2(‘)0‘ T T I2150I T J 13(1)0
—= pocet dni

Obr.5.8 Srovnani experimentalnich udaji popisujicich dynamiku populace australskych ovéich much s feSenim
modelu vyuzivajiciho rovnice Hutchinsonové (silnéj§i ¢ara popisuje experimentalni data, naopak tenci hladsi ¢ara
simulaéni vysledky)

5.3. DISKRETNi DETERMINISTICKE MODELY JEDNODRUHOVYCH POPULACI
5.3.1. ZAKLADNI DISKRETNi EKVIVALENTY SPOJITYCH MODELU

Pokud se generace Zzijici v populaci navzajem nepfekryvaji (v populaci se vyskytuji jedinci pou-
ze z jedné generace), nelze pouzit spojitych modell. V tom pfipadé je tfeba pracovat s diskrétnimi
hodnotami vyjadfujicimi stav populace v urcitém definovaném stavu vyvoje (zarodky, dospéli jedinci,
apod), které zname v uréitych ¢asovych intervalech, odpovidajicich dobé&, ktera uplyne od zrodu za-
rodku az po dospélost. Tyto intervaly mohou byt rdzné dlouhé - u primitivnich organismd muze byt
tato doba relativné kratka, u vyssich organism( to byva zpravidla jeden rok.

Dynamiku takovych populaci popisuji diferenéni rovnice ve tvaru
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Xn+1 = f(Xn) , (5.43)
podle niz je pocet jedincll v nasledujici generaci ur€en funkci pouze poctu jedincl v generaci pfed-
chéazejici. To neni vZdy pravda, proto Ize pouZit i obecné&jsi model

Xn+1 = F(Xn,Xn-15 Xn-2s «-ey Xnket) s Pro n > K, (5.44)
kdy novy stav populace zavisi na stavech v k po sobé jdoucich pfedchazejicich generacich.

Zabyvejme se nyni diskrétnimi populaénimi modely, které jsou ekvivalentni vy3e uvedenym
modeliim spojitym, tedy zejména Malthusové rovnici, logistické Pearlové-Verhulstové rovnici a rovnici
Hutchinsonoveé.

Malthusova rovnice
Jako zakladni diskrétni ekvivalent rov.(5.11) se uvadi rovnice
Xn+1 = R.X, (5.45)

kde klasicky vyklad parametru R vysvétluje tento parametr podobné jako u spojitych modelu jako rych-
lost dynamiky (rozmnozovani) populace, ktera mlze byt napf. dana poctem potomkl na jednoho
z rodic¢u.
Podle rov. (5.45) plati, ze
Xn = RXp1 = R.R.Xp2 = ... = R".Xo, (5.46)

kde xo je pocate¢ni podminka a rov. (5.46) pfedstavuje feSeni linearni diferenni rovnice 1. fadu.
V tom pfipadé ale pro R = 0, j. pro nulovy populacni pfiristek, by hodnota stavu populace v nasledu-
jici generaci byla nulova a nikoliv zachovana plivodni hodnota, jak by se dalo oCekavat z logiky véci.
Na druhé strané predpokladejme, Ze jeden rodicovsky par mize mit jednoho potomka. To znamena,
Ze R =0,5. Za tohoto pfedpokladu je stav populace v nasledujici populaci poloviéni, coZ naopak logi-
ku vyvoje respektuje. Pokud by byla nedokonala funkce modelu podle rov. (5.45) pro R = 0 na zava-
du, mGzeme se pokusit model pfiméfené upravit.

ni rovnice (5.11) a vhodné interpretovat derivaci na levé strané, napf. ve tvaru
Xn+1 - Xn = R.Xp, (5.47)
coz vede na diferencni rovnici
Xn+1 = Xp + RXp = (1 + R).x, . (5.48)

V tomto pfipadé stav nasledujici generace je pfi nulovém pfirdstku (R =0) roven stavu predchozi
generace, coz je v poradku, naopak pfi R=0,5 (jeden potomek na dva rodi¢e) je novy stav roven
jeden a pull nasobku stavu pfedchozi generace. To odpovida situaci, kdy do dal§i generace prezivaji
vsichni jednotlivci z generace pfedchazejici a navic se v ni objevuji nové narozeni jedinci. Tento zpu-
sob vypoc¢tu mize byt vhodny pro modely populaci, kdy délka zZivota jejich ¢lenl je delSi nez doba
dospivani, kterou reprezentuje vzorkovaci krok. Aby bylo mozné zohlednit i ubytek pfirozenou umrt-
nosti, Ize pro tento Ucel pouzit dalSi varianty, definované vztahy

X1 = R X, '™, resp. o = (1 + R).X,"™, b = konst. (5.49)

Dal$i moznou modifikaci je postup odvozeny z tvaru feSeni diferencialni Malthusovy rovnice,
ktery je (viz rov.(5.12)) x(t) = x(0).exp(rt). Ekvivalentné tomuto vztahu Ize pro diskrétni model psat

Xn+1 = Xn.€XP(R). (5.50)

Rozvedeme-li exponencialni vyraz do fady

R? R?®

R
exp(R):1+H+—2! +—3! +... (5.51)
a dosadime fadu zpét do vztahu (5.50), dostavame
R R?* R®
= St 5.52
Xp1 xn.[1+ 1 + o1 + 3 +J ( )
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vych model( pro parametr R = 0,5 - a) model podle rov.
| 1 (5.45); b) model podle rov.(5.48); c) model podle

2
15 i
| | Obr.5.9 Odezvy ruznych variant diskrétnich Malthuso-
1
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Vezmeme-li v potaz pouze prvni dva &leny rozvoje je vysledek roven vztahu (5.48). Chovani
modelu podle (5.50) bude za urcitych okolnosti podobné modelu podle (5.48). Model bude pracovat
spravné pro R = 0 a pfiblizné spravné pro malé hodnoty parametru R. Pro velké hodnoty je vSak ¢in-
nost modelu zatiZzena nelinearitou exponencialni funkce. Tento model je na rozdil od obou pfedchaze-
jicich variant schopen vypoctu i pro R <0, tj. pro modelovani stavu vymirajicich populaci, na druhé
strané je takovyto vypoCet opét zatiZzen exponencialni nelinearitou.

Pfes drobné problémy a odchylky od feSeni spojitého modelu, Ize konstatovat, Ze charakter dy-
namiky takto definovanych diskrétnich Malthusovych modelu je podobny chovani spojitych modeld. To
zdaleka neplati pro druhy z uvedenych modelu, pro diskrétni varianty logistické rovnice.

Diskrétni logisticka rovnice

Obecny tvar diskrétnich modeld jednodruho-
vych populaci je (jak tomu odpovidaji i vySe uvedené

diskrétni Malthusovy modely) T

Yoot = f(X0) (5.53) x

Ma-li model postihnout samoregulaéni procesy T
souvisejici s omezenou kapacitou prostfedi (jak to f(x,)

respektuje spojity logisticky model), Ize oCekavat, ze
funkce f(x,) bude mit n&jaké maximum, napf. pro
hodnotu x, (viz obr.5.10).

Tento zakladni poZadavek samoziejmé splriu- 0 X max — X,
je i vztah, ktery je uréen podle stejného vzoru jako
rov. (5.45), . Obr.5.10 Typicky tvar stavové kfivky diskrétnich
populacnich model(i s omezenou kapacitou pro-
stredi
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X0 :p,xn,(1_’:<_“j,1>>o; K>0, (5.54)

Chovani takového modelu je ale omezeno vyhradné pro parametr P > 0 a navic je ¢innost mo-
delu omezena jen na x, < K, protoze pro x, > K je Xp+1 < 0.

Realisti¢téjSi variantou je model popsany rovnici

X
Xniq = xn.exp(P.(1 ~ ?“D ,P>0;K>0. (5.55)

Tento vztah je logistickou variantou vztahu (5.50). Pro velké hodnoty x, je sice omezena dyna-
mika rustu, ale hodnoty x,.1 zUstavaji nezaporné.

Komplikace ve srovnani ¢innosti spojitych a diskrétnich popula¢nich modell vyvstavaiji i ze sku-
teCnosti, Ze diskrétni modely predpokladaji vypocet v diskrétnich krocich, coz implicitné zavadi do
vypoctu zpozdéni. Tato skute€nost pak vytvafi moznost heuristického srovnani €innosti diskrétnich
modell se spojitymi modely se zpozdénim, které pfipoustéji moznost oscilacniho chovani i u systému
1. fadu. Zatimco struktura diskrétnich Malthusovych modell je jesté relativné jednoducha, zavedeni
se jiz vyznamné odliSuje od chovani jejich spojitych vzora. Vystupy téchto modelll vykazuji nejen pra-
videlné oscilace, nybrz i slozité nepravidelné kmitani, které Ize vylozit a vysvétlovat pouze s nastroji
teorie nelinearni dynamiky, resp. deterministického chaosu. Proto bude detailnéjSi analyza funkce
diskrétnich logistickych modell provedena az v nasledujici kapitole, vénované pravé zakladim teorie
deterministického chaosu.

5.3.2. DISKRETNi MODELY JEDNODRUHOVYCH POPULACI SE ZPOZDENIM

Az dosud probirané diskrétni modely pfedpokladaly, ze stav populace v n-té generaci vzdy pfi-
spiva ke stavu populace v n+1 generaci. To plati pro vétSinu hmyzich populaci, ale nikoliv pro mnoho
dalSich zivocisnych, ale i nékterych rostlinnych druhd, jejichZz dospivani je del§i nez pouzity zakladni
krok Casového méfitka. V tom pripadé i diskrétni modely musi dokazat zahrnout efekt ¢asového
zpozdéni. Pokud budeme uvaZovat zpozdéni T generaci, miZzeme obecné psat defini¢ni diferenéni
rovnici ve tvaru

Xn+1 = f(Xn, Xn.1). (5.56)

Abychom si ukazali problémy spojené s linearni analyzou stability téchto systému a soucasné
ziskali povédomi o chovani modell tohoto typu, uvazme model odvozeny z exponencidlni varianty
diskrétni logistické rovnice podle vztahu (5.55).

Predpokladejme, ze mame model definovany diferen¢ni rovnici se zpozdénim podle nasleduiji-
ciho vztahu

Xn-1
Xni1 = Xn-exp(P-(1 K jj ) (5.57)
Ci pro vétsi jednoduchost jeho normalizovanou verzi
Un+1 = Un.€Xp[P.(1-Up1)], (5.58)

kde u, = x/K. Rovnovéiné stavy, tj. stavy kdy plati up+ = u, =Unq, jsou u*1 =0 a stav, kdy plati
1 =exp[P.(1-un4)], tj. u, =1. Dale prfedpokladejme, Zze systém je v rovnovaznych stavech ovlivnén
malou poruchou v, tak, ze plati

U= U + vy, kde |vy| << 1. (5.59)
Prou’s =0je u, =0 + v, tedy u, = v,. a po dosazeni do (5.58) dostavame
Vnet = Vn.€Xp[P.(1-Vn1)] = vi.exp(P), (5.60)

protoze v,.4 << 1. Pro jakoukoliv malou vychylku tedy vystup systému roste pro P > 0 exponencialné,
COZ znamena, Ze rovnovazny stav je za této podminky nestabilni.

Jaka je situace pro druhy rovnovazny stav u’, = 1. Po dosazeni podle (5.59) do (5.58) mame
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1+ Vo =(1+v,).exp[P.(1-(1+v,.
1 =( )-exp[P.(1-(1+Vn.1))] (5.61)
= (1 + vn).exp[P.(-Vn1)]
a po linearizaci (viz obr.5.11) je
1+Vhy =(1+v,).(1-Puv,
n+1 ( n) ( n 1) (562)
~ (1 + Vvp-P.vpy - P.vivig).
To dale znamena, ze [exp(-P.vq)]'" = -P. exp(-P.vy)
Vot = Vg + PVt = 0 (5.63) = -P|unso
a také Obr.5.11 Linearizace exponencialy
v okoli bodu v, = 0
Vp+2 = Vet + P, = 0. (5.64)
Nyni hledame kofeny charakteristické rovnice tohoto systému
Z2-z+P=0, (5.65)

kterou dostaneme z (5.64) po substituci v, = z".
Plati, ze

Z1p = @ (5.66)
a z toho z4, pfedstavuji dva realné kofeny, kdyZ P < 1/4 a pro P > 1/4 dva komplexné sdruzené kofe-
ny, pro které je z,, = a.exp(j0), kde a =JPa 0= arctg(\/M) . Reseni diferenéni rovnice (5.65) je
potom ve tvaru

vp=A.z"+B.z,", (5.67)
kde A a B jsou realné konstanty.

Je-li P € (0; 0,25), pak z; a z, jsou realné hodnoty z intervalu (0; 1). Proto pron — « je v, > 0 a
tedy u, = 1 linearné stabilni rovnovazny stav a kazdy navrat do rovnovahy po vychyleni poruchou v,
je exponencialné monotdnni.

Pro P > 0,25 jsou z; a z, komplexné sdruzené hodnoty (z, = z,), pro které plati z;.z, = \21 |2 =
=a?=P.Protoze P e (0,25; 1), jei |z1 |. |22| < 1. Reseni diferenéni rovnice ma v tomto pfipadé tvar
v, = Az +B.Z], (5.68)

a protoze A a B jsou realné konstanty, musi platit B = A a pomoci dalSich Uprav vyuzivajicich znalosti
vztahu pro hodnoty o a 6 dostavame

v, =Ael P e+ Ae P e = =2ALJP" cos(On+7). (5.69)

Kdyz P — 1, potom 6 — arctg J3 =n/3a periodické kmity maji periodu 6 vzorkd.

Pokud P > 1, pak |z;| > 1 a v, roste neohranidené pro n — «. Rovnovazny stav u’, = 1 je v tom
pfipadé nestabilni.

Priklad ze zivota

Na zavér této kapitoly uvedme model pouzity Mezinarodni velrybafskou komisi (International
Whale Commision - IWC) pro sledovani, predikci stavu a zachranu svétové populace kosticovitych
velryb. Pouzivany model vychazi z diskrétniho popisu populace se zpozdénim. Pro populaci dospé-
lych velryb dle pouzitého modelu plati

Xne1 = (1 - ). X + F(Xnr) (5.70)
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kde (1 - p).x,, 0 < p <1, uruje pocCet velryb, které preziji jeden rok, a funkce F(x,.t) definuje pfedpis
pro stanoveni pfirGstku populace zplsobeny velrybami narozenymi pred T roky (T je doba potfebna
pro dosazeni pohlavni dospélosti - pfiblizné 5 + 10 let).

Tento model pfedpoklada pomér pohlavi 1 : 1 a stejnou umrtnost pro obé pohlavi.

-

kde K je kapacita prostfedi bez rybolovu, P je porodni ¢etnost velrybich samic pfi x = K, Q je maxi-
malni porodni Cetnost, pokud populaéni hustota klesne na malou Uroven, z je mira pfesnosti s jakou je
urena hustota populace, (1 - n) je pravdépodobnost, Ze novorozenec prezije prvni rok a (1 - u)T ze se
dozije dospélosti. Kone¢né koeficient 1/2 na zadatku vyrazu na pravé strané udava pomérné zastou-
peni samic v celé populaci.

5.4. MODELY S VEKOVOU STRUKTUROU - LESLIEHO MODEL

Leslieho model je vékové strukturovany model s diskrétnim ¢asem, ktery popisuje dynamiku
vyvoje populace v definovanych vékovych skupinach pomoci znamych hodnot porodnosti a umrtnosti
v jednotlivych vékovych kategoriich. V&kova struktura je dana vyvojovymi stadii jedincd v populaci
nebo jinymi konvencemi.

5.4.1. STRUKTURA A MATEMATICKY POPIS MODELU

Prvky modelu pfedstavuji jednot-
livé vékové populaéni skupiny, popsané
poétem jedincl v kazdé skupiné. Para- ]b1 i ]bz dat ]b3 dat |b“ dn
metry modelu, které ur€uji chovani mo- t, X X Xg | --=m-----
delu, jsou:

e relativni porodnost b; v kazdé vékové dip \ dZNf dsp & \P.lm dit
skupiné x; za Casovou jednotku (je

dana pramérnym pocétem potomki
jedné samice ve vékové kategorii x;);

Funkce F(x,.) je definovana vztahem

F(x):%(1 - u)T.x.{P +Q

ty Xq X2 5 I B Xn

e relativni umrtnost d; v kazdé vékové
skupiné (dana pramérnym poctem
umrti vdané vékové kategorii x; tkt X4 X9 X3 | --------- Xn
vztazenym k poctu jedincl v této ka-
tegorii);

Obr.5.11 Schéma Leslieho populacniho modelu
e (pravdépodobnost) preziti p;= 1 - d.

Model je zalozen na pravdépodobnosti, s niz jedinec v kazdé vékové skupiné populace bud se-
trva ve své vékové skupiné (semeno zUstane zivé - neodumie, neni sezrano, ani nevykli¢i) nebo za-
hyne nebo prejde do vyssi tfidy (semeno vykli€i a za rok z néj bude rostlina).

Nejdfive pfedpokladejme konstantni parametry modelu.

Pocet jedincu v prvni vékové skupiné x4 urCuje poCet potomk( vSech vékovych skupin:

v Case tq je X1(t1) = b1.x1(to) + ba.xa(to) + ba.x3(to) + ... + bn.Xn(to)
v Case f; je X1(t2) = by.xq(ty) + ba.xa(t1) + ba.xa(t) + ... + bn.Xa(t4)
v Case tx.1 je X1(ts1) = b.Xq(t) + baXo(tk) + ba.Xa(tk) + ... + bn.Xn(tk)
tedy:
n
Xq(ter) = D bixi(ty) (5.72)
i=1

Pocet jedincu ve druhé vékové skupiné je
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Xo(te1) = P-Xa(t),
obecné v i-té vékové skupiné (2 <i<n)
Xi(tcr1) = Pit-Xia (be)- (5.73)

Rovnice (5.72) reprezentuje reprodukci populace, zatimco rov.(5.73) popisuje dynamiku
v kazdé vékové tfidé na zakladé umrtnosti. Tyto dvé definiéni rovnice mohou byt vyjadifeny v maticové
formé

Xk+1 =A. Xk, (574)

kde Xy je vektor vékového rozloZeni populace v ¢ase k a A je pfechodova matice. Podrobnéji miizeme
rovnici (5.74) prepsat

by by by - b4 by] _XO,k_ _XO,k+1 = zbi'xi,k
po 0 O 0 0 || X4k Xik+1 =Po-Xok
0 py O 0 0 || Xax | X2kt T P1-Xqk
0 0 p, 0 0 [| X3k X3k+e1 = P2-Xok
10 0 0 - pog O J[Xnk] [Xnket =Pno1-Xno1k |
A Xk Xk+1

Kazdy sloupec matice A ur€uje osud organismu v daném specifickém stadiu (skupiné). Hodno-
ta elementu v i-tém sloupci a j-tém fadku udava kolik jedinct ve j-té skupiné vzniklo diky jednomu
jedinci v i-té skupiné.

Tak jako u kazdého diskrétniho modelu Ize urit stav modelu v ¢ase t pomoci vztahu
X = A" Xo.
5.4.2. CHOVANi MODELU
Leslieho model ma (uvadime bez dlikazu) dva zakladni rysy:

¢ po nékolika tlumenych kmitech na pocatku simulace nasleduje exponencialni rist celkového poctu
jedincll v populaci;

¢ relativni vékové rozlozeni konverguje ke stabilnimu stavu.

450 T T T T T T T T T 1 " 1

400 F pararnetry modelu os 0e I
Ll il
wn) 350 x0=[28 20 35 25 10] | e e
b = [00112 08 0.1 0.1] krok 3 ok 4
d=[04 04050908 05 I I 05 I
0 L. 0 L.
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
! krok & ! krok &
05 05
0 I I [} 0 I 1.
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
! krok 7 ! krok 8
05 05
0 I I | '} 0 I li.
12 3 4 5 12 3 4 5
! krok 9 ! krok 10
05 05
) I | I . I 11
12 3 12 3

1} 10 20 30 40 a0 &0 70 a0 90 100

a) b)

Obr.5.12 Dynamika populace podle Leslieho modelu - a) celkova odezva a odezvy dil¢ich vékovych tfid;
b) dynamika relativniho rozloZeni cetnosti ve vékovych tridach.
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6. DETERMINISTICKY CHAOS
6.1 CO JE TO “ DETERMINISTICKY CHAOS”?

V minulé kapitole bylo pfi analyze diskrétniho deterministického modelu jednodruhovych popu-
laci naznaceno, Ze na prvni pohled prosta diskrétni logisticka rovnice (5.54)

Xo1 =P.xn.(1—%J P>0;K>0,

pripadné (5.55)

X
X4 = xn.exp(P.(1 —?”JJ ,P>0;K>0.

muze pfi zméné nastaveni parametru P vykazovat razné typy chovani od stacionarniho pfes pravidel-
né oscilace a nepravidelné kmitani, az po nelinearni nepfedvidatelné kmity. Posledné jmenované jsou
oznacovany jako chaos.

Chaos je pojem obecné uzivany pro popis velmi slozitého chovani, které se jevi jako neuspofra-
dané nebo nahodné a postrada jakoukoliv strukturu. Slovo chaos €asto pouzivame jako synonymum
pro naprosty neporadek ¢i nelad. V matematice byl dfive chaos definovan jako nahodny Sum nebo
slozité chovani systému s nekone¢né mnoha stupni volnosti.

Chaos nastavaijici v feSeni diskrétni logistické rovnice (5.54) je jiny, vznika ve velmi jednodu-
chém, analyticky zadaném systému. Takovy systém ma pouze nékolik stupnd volnosti, neobsahuje
zadny nahodny prvek nebo Sum a je popsan deterministickou diferenéni rovnici. Nepravidelné slozité
chovani takovych typl systému, které maji pouze nékolik stupit volnosti se nazyva deterministicky
chaos a nauka zkoumajici slozité chovani nelinearnich dynamickych systém(i se nazyva teorie deter-
ministického chaosu.

Slozité signaly mohou byt rozdéleny do tfi kategorii:
1. Sum — signal je nahodny nebo systém méa nekone&n& mnoho stupriti volnosti,

2. Slozity signéal produkovany systémem s mnoha stupni volnosti,
3. Slozity signal vytvareny jednoduchym systémem s pouze nékolika stupni volnosti.

Teorie deterministického chaosu se zabyva predevsim tfeti kategorii signalu.

6.2 HISTORICKA VLOZKA

Od konce 16. stoleti se zménilo naSe porozuméni pfirodnim védam. Johannes Kepler (1571 -
1630) byl jednim z u€encu, ktefi se zaslouzili o vytvofeni nového oboru pfirodnich véd. Zakladni prin-
cipy mechaniky byly stanoveny v dile Philosophiae naturalis principia mathematica (1687) lsaaca
Newtona (1642 - 1727) a také v dile Gottfrieda Leibnitze (1646 - 1716) Natura non facit saltus. Oba
ucenci prfedpokladali kauzalitu pfirodnich zakonu. Kyvadlo osciluje harmonicky, orbity planet solarniho
systému se skladaji z kruznic a elips. Pierre Simon de Laplace (1749 - 1827) v roce 1776 stvofil my-
tickou pfedstavu démona nekonecné vypocetni mohutnosti a tvrdil, Ze pokud by takovy démon znal
soucasny stav vesmiru a v8ech jeho ¢astic, byl by schopen znat jakykoliv pohyb a pozici vdech téchto
Céastic v minulosti i v budoucnosti. A¢koliv v dosaZeni cile takového snaZeni je mnoho obtiZi, po vice
nez 100 let se zdala tato teorie spravna. Doslovny vyklad Laplaceovy teorie na lidské chovani vedl
k filosofickému zavéru, zZe chod vesmiru i lidské chovani je zcela predeterminovano a jako disledek
svobodna vule neexistuje.

Po vytvoreni statistické termodynamiky Ludwigem Boltzmanem se stalo zfejmym, Ze mecha-
nisticky popis pfirody ma sva omezeni. Weierstrass predlozil védcim slozity problém: Je sluneéni
soustava stabilni €i nestabilni? Odpovéd méla vyjasnit otazku moznych disledkd rezonanci ve slu-
necni soustavé: Bude systém stabilni a budou planety trvale obihat po stejnych orbitalnich drahach
nebo rezonance v systému zplsobi oddaleni planet? Tato otazka byla odpovézena v roce 1903 Hen-
rym Julesem Poincarém (1854 - 1912), ktery dokazal, ze takzvany “problém chovani tfi planet nema
obecné analytické feSeni. Poincaré ukazal, Ze existuji stabilni i nestabilni typy orbit a Ze nékdy i velmi
malé poruchy systému mohou pfivodit velké zmény v budoucim chovani systému. Poincaré také zpo-
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chybnil moznost pfedpovéditelnosti. Systémy jsou sice deterministické, ale podobné pficiny nevedou
k podobnym dlsledkiim. Zakladni omezeni naSeho poznani pfedstavuje kone¢na presnost, se kterou
muzeme meéfit jednotlivé parametry systému.

DalSimi objevy se zjistilo, ze vétSina pFirodnich zakont je nelinearnich. Popisuji se obycejnymi
diferencialnimi rovnicemi, ve kterych jsou proménné a jejich derivace vazany nelinedrné vzhledem
k Casu. Vé&tSina téchto rovnic neni feSitelna analyticky a numericka feSeni umoznil az vynalez pocita-
Ce. Vroce 1963 Edward N. Lorenz publikoval vyznamnou praci o modelu konvekce v atmosféfe.
V tomto modelu se poprvé objevil deterministicky chaos. Lorenz pfedvedl velmi jednoduchou neline-
arni soustavu rovnic, jejiz chovani je principialné nepfedpovéditelné s citlivou zavislosti na pocatec-
nich podminkach.

Lorenziv model se stal znamym a podnitil zajem o studium nelinearnich systéma a determinis-
tického chaosu. Od té doby bylo na toto téma sepsano mnoho monografii a tisice védeckych &lanku.
Teorie deterministického chaosu byla aplikovana v mnoha védnich oborech: pfedpovédi po¢asi, neli-
nearnich elektrickych obvodech, mechanickych oscilatorech, laserech, optickych systémech, chemic-
kych reakcich a také v biologii a mediciné. Kapitola 6.8 pojednava o chaosu v biologickych systé-
mech.

6.3. DYNAMICKY SYSTEM A JEHO RESENI

Pro spravné pochopeni teorie deterministického chaosu je tfeba napfed formalné definovat, co
to je deterministicky dynamicky systém. Dynamicky systém definujeme jako:

X' (1) = F(x, t, ), (6.1)

kdexeUcR", teR'a peV <= RP(UaV jsouoteviené mnoziny). X = (X1, Xz, ..., Xa) repre-
zentuje stav systému a p = (w4, po, ... ,Hp) reprezentuje mnozinu parametrd systému. Stav systému
muze byt chapan jako bod v n-rozmérném prostoru S, ktery se nazyva stavovym prostorem. Vektoro-
vé pole F(x, t, u) je obecné nelinearni operator ovliviiujici body ve stavovém prostoru S. Pokud je
splnéna Lipschitzova podminka, Feseni rovnice (6.1) mize byt psano jako:

x(t) = DX, (6.2)

kde @ se nazyva tok systému a pfedstavuje jednoparametrickou mnoZinu C" difeomorfismu
stavového prostoru do sebe sama. xq jsou pocateéni podminky v Case t. (Jednoparametricka zname-
na, ze existuje pouze jeden parametr pro feSeni - ¢as t, difeomorfismus — existuje spojita transforma-
ce, tato transformace ma transformaci inverzni a existuje transformace alespon tfidy C1.) Zjednodu-
Sené feceno, feSenim dynamického systému je fazovy tok (tok v ase) z jedné pozice fazového pro-
storu do dalsi.

6.4 ATRAKTORY A PODIVNE ATRAKTORY

Vyvoj systému v Case je popsan posloupnosti bodl ve stavovém prostoru, tzv. trajektorii. Tra-
jektorie mohou byt pfitahovany do urcité omezené oblasti stavového prostoru a v této oblasti z{istanou
nekonec¢né dlouho. Takova omezena oblast stavového prostoru se nazyva atraktor. Obecné atraktor
definujeme jako mnozinu bodd, do kterych se dostanou jednotlivé trajektorie systému po nekonecné
mnoha iteracich. Systém mize mit i nékolik atraktord. Pokud se tak stane, rizné poc¢atecni podminky
mohou vést k pfechodu systému do rliznych atraktord. Oblast stavového prostoru, ze které se trajek-
torie vyvijeji do urcitého atraktoru se nazyva tzv. ‘spadnice’ atraktoru (basin of attraction). Spadnice
atraktoru pro urcity atraktor se sklada z mnoziny vSech pocatecnich bodu {xo}, které iterovanim vytvofi
trajektorii, ktera pfi zvySujicim se poctu iteraci kon¢i v atraktoru.

Nejjednodussim typem atraktoru je rovnovazny bod (obr.6.1a). Rovnovazny bod popisuje sys-
témy jako napfiklad tlumené kyvadlo, které po uplynuti pfechodného déje pfejdou do jednoho klidové-

foroid (obr.6.1c). Podoba se povrchu pneumatiky. Tvar toroidu popisuje pohyb generovany dvéma
nezavislymi oscilatory a nékdy se nazyva kvaziperiodicky. Trajektorie oviji télo toroidu ve stavovém
prostoru, jedna oscilacni frekvence popisuje pohyb v kratSim kruhu a druha frekvence popisuje pohyb
po delSim okruhu pneumatiky. Atraktorem muze byt také vicedimenzionalni torus. Takovy atraktor
popisuje kombinaci vice nez dvou oscilaci. Dulezitou vlastnosti kvaziperiodického pohybu je jeho pre-
dikovatelnost navzdory vSi slozitosti. ACkoliv se orbity nikdy pfesné neopakuji, pokud frekvence vytva-
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ROVNOVAZNY BOD LIMITNi CYKLUS

(—, — —) (0, - =)
' .
(a) (h)
TOROID PODIVNY ATRAKTOR
(0, 0,-)

() (d)
Obr.6.1 R(zné typy atraktort (podle [14])

fejici pohyb nemaji spolecného celociselného délitele, pohyb zlstava pravidelny. Trajektorie zacinaji-
ci na toroidu blizko sebe na toroidu blizko sebe zustavaji a tim €ini systém predpovéditelnym.

Az donedavna byly rovnovazny bod, limitni cyklus a toroid jedinymi znamymi typy atraktoru.
V roce 1963 objevil Lorenz konkrétni pfiklad jednoduchého systému s pouze nékolika stupni volnosti,
ktery se chova velmi slozité. Motivovan snahou o pochopeni pfedpovéditelnosti po€asi Lorenz zacal
zjednodusSovat rovnice toku kapalin a zjednoduSoval az dosahl pouze tfi stupfiti volnosti. Lorenzlv
model Ize zapsat v soustavé diferencialnich rovnice takto:

X'=p.(y - x)
y'=—XZ+rXx-y, (6.3)
Z'=xy-bz

kde p, r a b jsou nastavitelné parametry. Lorenz pozoroval chaotické chovani pro hodnoty parametru
p =10, b =8/3 a r = 28. Trajektorie atraktoru je rychle pfitazena do podmnoziny stavového prostoru,

30

20 LorenzUv atraktor

-20 0

Obr.6.2 Lorenzyv atraktor (5000 bodu se stejnym nastavenim parametru jaké pouZil Lorenz)
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ale uvnitf této uzaviené oblasti je nestabilni. Takové mnoziny, které kombinuji globalni stabilitu a lo-
kalni nestabilitu se nazyvaji podivné atraktory (strange attractors). Znamena to, Ze zname oblast sta-
vového prostoru, kde se nachazi fazovy tok téchto atraktord, ale uvnitf této oblasti se trajektorie cho-
vaji chaoticky a jejich vyvoj nedokazeme predvidat.

Jaké jsou typické vlastnosti podivnych atraktor(? Atraktory jsou popsany obycéejnymi diferenci-
alnimi nebo diferenénimi rovnicemi, jsou tedy deterministické. Nem(ze dochazet k priiniku rdznych
trajektorii. Pokud by doslo k pruniku trajektorii, nejednalo by se o deterministicky systém. Dal$i dalezi-
tou vlastnosti chaotickych systému je citliva zavislost na pocatecnich podminkach. To znamena, Ze po
urcité dobé i velmi mala zména pocatecnich podminek zplsobi vyznamnou zménu ve vzajemné vzda-
lenosti orbit ve stavovém prostoru. Tato vlastnost se také nékdy popisuje jako divergence blizkych
trajektorii. Dvé vzajemné blizké trajektorie v ¢ase t=0 od sebe budou exponencialné divergovat
s prodluzujicim se €asem. Nékdy se tato vlastnost nazyva lokalni nestabilitou. Ale i pfes exponencial-
ni divergenci trajektorie zUstavaji v omezené oblasti stavového prostoru a této vlastnosti fikame glo-
balni stabilita podivného atraktoru.

6.5 ROZMANITOST CHOVANI DISKRETNi LOGISTICKE ROVNICE

A jak je to tedy se sloZitosti logistické rovnice? Zména parametru P zpUsobi, Ze feSeni logis-
tické rovnice se posune ve stavovém prostoru (prostoru vSech moznych stavi systému). Nastavime-li
hodnotu parametru K = 1 a postupné ménime parametr P od 0 do 4, zaéneme objevovat rlzna feseni
logistické rovnice.

Trajektorie FfeSeni logistické rovnice zaina poc¢atecni hodnotou x, a po probéhnuti pfechod-
ného déje trajektorie mize dosahnout svého rovnovazného bodu. Rovnovazny bod je takovym reSe-
nim rovnice, kdy je splnéna podminka xp = fp(xp), tedy FeSeni je konstantni v ¢ase. Pro parametr P v

Xn 1.0f

T X

0.15} T
0.8}

Xnet 5 Xy

Xn.1= fXp)

Obr.6.3 a) jeden rovnovazny bod x,=0 - P = 0.6, x,= 0.7,.

intervalu (0,1) (viz obr.6.3a), existuje pouze jeden rovnovazny bod, a to xp = 0. Pfedstavime-li si, ze

1.0f 1.0f

Obr.6.3 b) jeden rovnovazny bod xo=1 - 1/P - P = 2.5; x,=0.1;
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Obr.6.3 c) periodické kmity s periodou 2 - P=3.2; x,=0.1;
1.0 1.0}
0.8 0.8
X1 = F(X,)
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/ M,
I \\
0.2 0.2
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Obr.6.3 d) periodické kmity s periodou 4 - P = 3.5; xo=0.1;

rovnice popisuje vyvoj poc¢tu ¢lend jednodruhové populace, je zfejmé, Zze populace po urcitém Case
vyhyne.

Chovani rovnice se zasadné méni, pokud se parametr P nachazi v intervalu (1,3). Nyni existuji
dva rovnovazné body, prvni nestabilni xp=0 a druhy stabilni xp = 1-1/P. Konvergence feseni x, do
bodu 1-1/P je monoténni pro 1 <P < 2, zatimco pro P v intervalu (2,3) uz monoténni neni (obr.6.3b).
Hodnoceni situace pro jednodruhovou populaci mize byt dano pfirovnanim ke stabilizaci poctu jedin-
cu.

K jesté zajimavéjSimu feSeni dojde pfi zvySeni parametru P na P = 3. Po ukonc¢eni pfechodné-
ho déje z urcité pocatecni pozice X, jiz nemame jeden pevny bod a stabilni feSeni, ale oscilujici kfivku

1.0f 1.0f

T Xp.q
Xne1= f(X,)

h " " " n ; h n n n n f
[1] 10 =20 30 40 S50 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
—t —X

Obr.6.3 e) Chaotické chovani - P = 3.92; x,=0.1;
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s periodou 2. Nastala tzv. bifurkace. Pojem bifurkace oznacCuje rozdéleni trajektorie feSeni ve stavo-
vém systému pfi proméné parametru P. Bifurkace také byva definovana jako nahla zména dynamic-
kého chovani systému. Studiu zmény chovani systému pfi proméné jeho parametrl se vénuje bifur-
kacni teorie. V pfipadé logistické rovnice postupuji bifurkace zdvojovanim periody az do velikosti pa-
rametru P = 3,839. Re$eni prechazi od rovnovazného bodu do 2-periodického, pak na 4-periodické,
8-periodické, 16-periodické atd. (obr.6.3c a obr.6.3d).

Hodnota parametru P = 3,839 je velmi dllezita. PFi této hodnoté existuje pouze jediné feSeni
s periodou 3. Chovani logistické rovnice pro P > 3,839 popisujeme jako chaotické, pro hodnoty P vétsi
nez tato hranice uz neexistuje periodické kmitani, model je nadale nepfedvidatelny a populace se
rozviji bez viditelného vzoru. (obr.6.3e).

Reseni diskrétni logistické rovnice miZe byt provedeno také graficky:

Rovnovazny stav je takové feSeni x*, pro

Rt (a) Xt#1= Xt

které plati
/ S x* = f(x*) = x*.F(x*) = 6.4)
Xaf -~ ' Je1= ) =x*=0orF(x*)=1
0 : \ V grafu tento bod najdeme jako prisecik
1 i . kfivky X.q = f(x¢) s pfimkou X1 = X; (viz obr.6.4 a) a
YoXiXe X m i X to v pfipadé, Ze maximum kfivky xu.; = f(x;) ozna-
Xt [ (b) ¢ené jako xn, > x*. Dynamicky rozvoj feSeni x;
T o dostaneme tak, Zze se zaCneme pohybovat verti-
kalné z bodu xo az do okamziku pruaniku s kfivkou
xw1 = f(x¢), a tak dostaneme x; = f(x,). Pouzijeme
. pfimku Xwq = X s hodnotou x4 a ziskame x,. Po-
° o . ) stupné pokradujeme a obdrzime xs, x, atd. Sipky

o 12 s 45678 T v obr.6.4a znaci drahu fedeni. Z obr.6.4b je vidét,
ze fteSeni pfi t — oomonoténné konverguje do

Obr.6.4 (a) Grafické znazornéni rovnovazného stavu a rovnovazného bodu x*.

toho, jak x; tohoto stavu doséhne. (b) Casovy rozvoj
rastu populace z (a). Podminka monoténni konvergence do rov-
novazného bodu je dana pomoci derivaci funkce

f(x¢) jako

0 <{olf(xt)

ax, L B =f'(x*) <1. (6.5)

t

Xe1= f{Xe)
Xer1= f(Xe) Xpp1= Xt N

\ Xer1= X
\
Xer1= f(X¢) @
(a)
C/
é m

Xo

Xt1= Xt

0

Obr.6.5 Lokalni chovani x; v blizkosti pevného bodu kde f(x*)<0. ZvétSené priklady zobrazuji feSeni pro
(a) —1 < f{(x*) <0 se stabilnim x*, (b) pro f{(x*) = -1, kde x* je neutralné stabilni a (c) pro f(x*)< -1 a x* je
s rostoucimi oscilacemi nestabilni.
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Obr.6.6 (a) Prvni iterace funkce uw.q = P.uy(1-uy) s rovnovaznym feSenim u* = (P-1)/P, (b) Druha iterace uy., = fz(ut)
Jjako funkce usproP =3+ ¢ kde 0 < g << 1.

Priblizeni stabilniho a nestabilniho grafického FeSeni rovnice je znazornéno v obr.6.5. Rekné-
me, ze funkce f(x;) ma rovnovazny bod x* > x,. Dynamické chovani feSeni velmi zavisi na geometrii
bodu priniku kfivek v bodé x*, jak je vidét ze zvétSenych pfikladd v obr.6.5. Plati-li —1 < f(x*) <0,
priklad (a), je feSeni stabilni a kmitani systému se ¢asem zmenSuje az do dosazeni pevného bodu.
V pfipadé (b), kdy f/(x*) = -1 je x* neutralné stabilni a feSeni vykazuje periodické oscilace. Tento rov-
novazny stav je nestabilni a i mala porucha jej mize prevést bud do stabilniho feSeni (a) nebo do
nestabilniho feSeni (c), které plati pro f(x*) < -1.

Stejnou grafickou procedurou je mozné zkoumat jednotliva feSeni pfi proméné kontrolniho pa-
rametru P. V obr.6.6 je zobrazena proména kfivky funkce ui.q = P.uy((1-uy) i pro druhou iteraci a je z ni
zfejmé, ze stabilnich feSeni dosahneme graficky stejnym zpusobem jako v pfipadé obr.6.5. V obr.6.6b
existuji kromé nulového rovnovazného stavu dalsi tfi rovnovazné body A, B a C, z nichz A a C jsou
stabilni, bod B je nestabilni. Se zvySovanim kontrolniho parametru se zvySuje poCet rovnovaznych
bodu a v systému dochazi ke zdvojovani periody.

Bifurkacni diagram ziskame opakovanim iterace rovnice (5.54) s proménnym parametrem P
(obr.6.7). Vysledné pocty ¢lenli populace po skoncéeni pfechodného déje jsou zobrazeny v zavislosti

<1C]3 L

2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8 =1
P >

Obr. 6.7 Bifurkacni diagram logistické rovnice. Vertikalni osa x ukazuje pocet ¢lenl populace v zavislosti na pa-
rametru P zaneseném v horizontalni ose (2,8 <P <4).
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na parametru P. Pro P < 3 existuje pouze jeden pevny bod xp = 1-1/P, pfi hodnoté P = 3 zadina perio-
da zdvojovani. Periody zdvojovani nad 16 nejsou kvuli omezenému rozliSeni grafu viditelné. Chaos
zacina v pasmu, kde se jednotlivé teCky jevi nahodné rozmisténé. Dokonce i v chaotickém reZimu se
objevuje urcity vzor, pasmo chaotického chovani je prolozeno vertikalnimi pruhy. Je pfekvapivé, ze uz
tak jednoduchy model chaosu dokaze predstavit mnoho rdznych druhd chovani.

6.6 UNIVERZALNOST CHAOSU

Jednou z dulezitych vlastnosti chaosu je jeho univerzalnost. Kdyby se kazdy nelinearni dyna-
micky systém choval specifickym zplsobem a mezi jednotlivymi typy chovani systému by nebyla zad-
na souvislost, studium nelinearnich systému( a chaosu by bylo jen odvétvim aplikované védy a nedo-
kazalo by stanovit obecné principy. Zaklad védy je tvofen pravé obecnymi principy a zakonitostmi a
tyto zakonitosti umozniuji rozvoj praktickych aplikaci. Zakladni vlastnosti chaosu jsou nezavislé na
typu studovaného systému a projevuji se v systémech fyzikalnich, chemickych i biologickych. A pravé
tato obecnost ucinila z teorie deterministického chaosu interdisciplinarni obor védy.

ml, ze oblast pravidelného chovani systému je spojena s chaotickou oblasti posloupnosti bifurkaci
(Obr.6.4). PopiSme posloupnost bifurkaénich bodd jako {A1,A2,As ... A,}. Mitchel J. Feigenbaum obje-
vil, Ze vzdalenosti mezi po sobé nasledujicimi bifurkacnimi body A, maji obecné pomér

An — An—1

§ =—n -~ nt 6.6
" An+1 _An ( )

Feigenbaum zjistil, Ze tento pomér je neménny pro vSechny hodnoty n a pro velka n dosahl &is-
la stejného pro vSechna zobrazeni s parabolickym tvarem charakteristiky pobliz své maximalni hodno-
ty (pfikladem je diskrétni logisticka rovnice). Toto Cislo bylo pojmenovano Feigenbaumovo delta:

d=1lim 3§, =4,6692016 . (6.7)

n—oo

Jednotlivé body bifurkace reprezentuji konvergentni posloupnost s limitou v A,.:
A, =A,-constd",  kde const, = 2.5029... (6.8)

Landorf dokazal univerzalnost této vlastnosti pro mnoho dynamickych systému popsanych
funkci f: (0,1) — (0,1) s bifurkacemi zdvojovanim periody.

Dal$i duleZitou vlastnosti chaotickych systém je jejich sobépodobnost. Cast systému pfi zvét-

1.0 - N -
L -
N [ ////
L ///’/
0.5k -
= L
I P /
/
o e ///
e
r e
0.5
| | ! | | | | | |
-1 0.5 @] o.5
o

—bx?
Obr.6.8 Bifurkacni diagram Gausova zobrazeni X, ; = € “+Cs parametrem b=7.5 a poc¢ate¢ni podminkou
Xo=0 — typicky priklad univezalnosti a bifurkace pomoci zdvojovani periody
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Obr.6.9 Sobépodobna struktura koronarnich arterii. Dolni obr. pfedstavuje zvétSeninu vyfezu horni oblasti. Bez
pfiloZzeného méfitka neni rozpoznatelné aktualni zvétSeni obrazu.

Seni vypada podobné jako plvodni celek. Typicky pfiklad sobépodobnosti je na obr.6.7 a obr.6.10. Na
obr.6.7 je bifurkacni diagram pro diskrétni logistickou rovnici (5.54) a na obr.6.10 je zvétSena verze
malé oblasti obr.6.7. Diagram znazorfiuje posloupnost zdvojovani periody vedouci k chaosu a uvnitf
oblasti chaosu se nachazi dalSi oblast zdvojovani periody.

Proc¢ je sobépodobnost dilezitou vlastnosti chaotickych systém(? Pokud geometricka struktura
je sobépodobnda, nema vlastni méfitko velikosti. Pozorovanim jedné €asti nepozname, jak velké zvét-
Seni pouzivame. Mnoho vlastnosti geometrické struktury je nezavislych na detailech modelu, ktery jim
dal vzniknout. Dulezitou vlastnosti je i univerzalnost cest vedoucich k chaotickému chovani.

6.7 RUZNE CESTY VEDOUCI K CHAOSU

Studium rdznych systémul ukazalo, ze vSechny tyto systémy vykazuji univerzalnost zptisobi
pfechodu z pravidelného na chaotické chovani. Systém méni své chovani z pravidelného (stacionar-
niho nebo periodického) na chaotické pfi pomalé zméné kontrolnich parametr(i. Pouzitim slova poma-
la zména zdurazriujeme zajem o stalé a ne prechodné chovani systému. Po kazdé zméné kontrolniho
parametru musi dojit k odeznéni pfechodného déje a ustaleni v novém stavu systému.
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Obr.6.10 Zvétseny vysek oblasti z obr. 6.7. Sobépodobnost bifurkacniho diagramu je naznacena existenci dal§iho
okna s 3-periodickym chovanim uprostifed oblasti chaosu.

Pfechody k chaosu mohou byt rozdéleny do nékolika obecnych skupin. Jakmile zjistime, jaky
typ pfechodu k chaosu vykazuje studovany systém, umozni nam to provést kvalitativni i kvantitativni
predpovéd o zplUsobu pfechodu do chaotického stavu. Situace neni ale tak prosta. Jeden systém
muze vykazovat vice rdznych typl pfechodu k chaosu pro rizné hodnoty kontrolnich parametr a
neni snadné zjistit, jaky typ pfechodu se vyskytne pro urcité hodnoty parametrll v systému. Pfechody
k chaosu rozdélujeme do dvou velkych zakladnich skupin, popsanych v tab.6.1.

V prvnim typu pfechodu prostfednictvim lokalnich bifurkaci se systém v ur€itém intervalu hod-
not parametr( chova periodicky. Pfi zméné kontrolniho parametru se periodické chovani ztraci a na-
stupuje chovani chaotické. V druhém typu pfechodu prostifednictvim globalnich bifurkaci je dlouhodo-
bé chovani systému ovlivnéno nestabilnimi pevnymi body nebo nestabilnimi periodami a také jednim
Ci vice atraktory. Pfi zméné kontrolniho parametru se pfechodné trajektorie stavaji ¢im dal tim slozi-
téjSimi a vytvafi pfechodné chaotické chovani. Toto pfechodné chaotické chovani trva velmi dlouho a
systém se stava chaotickym.

I. Prostfednictvim lokalnich bifurkaci
A. Perioda zdvojovani
B. Kvaziperiodicky pfechod
C. PreruSovany prechod

Il. Prostfednictvim globalnich bifurkaci
A. Chaotické prechody
B. Krize

Tab.6.1 Zptsoby pfechodil k chaosu

Prechod k chaosu prostrednictvim periody zdvojovani zacina periodickym chovanim systému.
PFfi zméné parametru se limitni cyklus stava nestabilni a nastane bifurkace zdvojovanim periody. Pfi
dalSich zménach parametru se stane nestabilnim i 2-periodické chovani a objevi se chovani 4-
periodické. Proces zdvojovani periody pokracuje az do okamziku, kdy je perioda nekoneéna a trajek-
torie systému se jiz nikdy neopakuje.
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Kvaziperiodicky pfechod k chaosu za&iné opét limitnim cyklem. Pfi zméné& kontrolniho parame-
tru se v chovani systému objevi druha periodicita. Pokud pomér prvni a druhé frekvence oscilaci neni
racionalni, pohyb je kvaziperiodicky. Za urcitych okolnosti se pfi nasledujici zméné kontrolniho para-
metru systém presune do chaotického rezimu.

PreruSovany pfechod k chaosu je charakterizovan dynamikou, ve které je téméF periodické
chovani pferudovano nepravidelnymi stavy chaosu. Pfi zmé&né kontrolniho parametru se chaotické
chovani posiluje a vyskytuje ¢astéji az chovani systému pFejde do pIné chaotického.

Krize popisuje specialni pfiklad bifurkaéniho chovani, kdy pfi zméné kontrolniho parametru do-
jde k nahlému objeveni chaotického atraktoru a ‘spadnice’ atraktoru nebo zméné jejich rozméra.

6.8 CHAOS V BIOLOGICKYCH SYSTEMECH

S rozvojem studia chaosu zacalo byt nelinearni chaotické chovani objevovano v mnoha systé-
mech, a to i v systémech biologickych. Zjistilo se, Ze vétsina pfirodnich jevl je svou povahou neline-
arni a Ze linearni modely plivodné pouzivané k jejich popisu byly pouhym zjednodusenim skuteénosti.
videlnosti nepostizitelné linearnimi metodami. Nelinearni chaotické chovani bylo zkoumano u mnoha
biologickych systému a zde jsou uvedeny nékteré priklady.

6.8.1 SPIRALNi VLNY V SRDECNIi TKANL.

Pozorovani spiralnich vin v srdec¢ni tkani slouzi jako dlllezity ukazatel zdravi srde¢ni tkané. U
zdravého srdce je srdecni rytmus udavan sinusovym uzlem. V pfipadé nékterych srdecnich arytmii
zavisi srdecni frekvence na dobé, za jakou probéhne vina akéniho potencialu ve vodivém kanalu.
Nékdy se stane, Ze excitované srdecni bufky se nestaci vratit do klidového stavu a jsou vybuzeny
predCasné. Takto naruSeny chod prevodni soustavy srdce miize vytvofit spiralni viny a znemoznit
spravné funkci srdce. Lékafi jsou pfesvédceni, ze tento typ chovani srdecni tkané je zodpovédny za
nékteré potencionalné smrtelné srdec¢ni arytmie jako napfiklad ventrikularni fibrilaci. Spiralni viny byly
také pozorovany v dalSich biologickych systémech napf. v modelu agregace kalovych forem nebo
v oscilacich mnozstvi Ca®* v neoplodnénych vajecnych burnkach obojzivelniku.

6.8.2 CHAOS V SIGNALU SRDECNIHO RYTMU.

V pocatcich studia chaosu v biologickych systémech fyziologové predpokladali, Ze chaotické
chovani se bude vyskytovat pfedevSim pfi poruchach biologickych systém( a ze obvyklé chovani
systému bude ovlivnéno principem homeostazy, ktery mlze byt definovan takto: Fyziologické systémy
funguji tak, aby sniZily proménnost svého chovéni a trvale se snaZi vrétit do urcitého pevného stavu.
Podle této teorie by se mély vSechny fyziologické parametry v€etné srde¢niho rytmu vratit po jakékoliv
poruse do rovnovazného stavu. Princip homeostazy naznacoval, ze promény fyziologickych paramet-
rd jsou pouze pfechodnym déjem reagujicim na vlivy prostredi.

Vysledky vyzkumu srde¢niho rytmu ukazuji, Ze pravdou je opak. Srde¢ni rytmus zdravych osob
se jevi jako nepravidelny a na prvni pohled uplné nahodny. Pfi analyze vlastnosti takového signalu se
zjistilo, Ze je sobépodobny a Ze jeho trajektorie ve stavovém prostoru vykazuje vlastnosti chaotickych
systémU. Toto zjiSténi znamena, Ze srde¢ni rytmus je proménny i bez jakychkoliv vnéjSich stimuld a
k urCitému rovnovaznému stavu nesméfuje.

Mezi zakladni metody zkoumani srdecniho rytmu patfi rekonstrukce histogramu okamzitych
frekvenci srde¢niho rytmu, vypocCet Fourierova spektra a rekonstrukce atraktoru signalu ve 2-
rozmérném stavovém prostoru. Analyza signalu 24-hodinového zaznamu srde¢niho rytmu z Holterova
monitoru pro vyzkum nahlé srdecni smrti ukazala, Ze pro srdeéni rytmus zdravého jedince je typické
nelinearni nepfedvidatelné chovani se sloZitym portrétem trajektorie ve stavovém prostoru a Sirokym
mem a stalym pfetahovanim sympatické a parasympatické stimulace srdecniho fidiciho mechanismu.
Parasympaticka stimulace snizuje srde¢ni frekvenci, sympaticka stimulace ji naopak zvysuje. Vysled-
kem této stalé nerovnovahy je chaotické kolisani srdecniho rytmu u zdravych osob. U osob nachyl-
nych k nahlé srdecni smrti se zjistilo, Ze jejich srdeéni rytmus se v poslednich dnech pfed zastavou
Casto zperiodizoval a nékdy dosahl i urcité konstantni frekvence (obr.6.11). Zda se, ze Fidici mecha-
nismus pfeSel z chaotického chovani do limitniho cyklu a rovnovazného stavu.

Pro¢ by srdec¢ni rytmus mél vykazovat chaotickou dynamiku? Chaotické chovani nabizi mnoho
vyhod: Chaotické systémy pracuji za Sirokého rozsahu podminek a jsou proto adaptibilni a flexibilni.
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0br.6.11 Signal srdeéniho rytmu a jeho analyza. Levy sloupec obsahuje ¢asovou posloupnost signalu srde¢niho
rytmu, prostfedni sloupec obsahuje spektrum signalu, v pravém sloupci je zanesena trajektorie signalu ve stavo-
vém prostoru. Horni Fada ukazuje témér konstantni signal s velmi nizkou variabilitou, plochym spektrem bez
periodickych vrchol( a jednim rovnovaznym bodem ve stavovém prostoru. Tento signal byl zméren pacientovi 16
hodin pfed srdec¢ni zastavou. Prostiedni Fada ukazuje srdecni signél pacienta 8 dni pfed srdecni zastavou. Sr-
decni rytmus je periodicky, coz je vidét jednim vrcholem ve spektru signalu a trajektorii ve stavovém prostoru,
ktera naznacuje chovani limitnim cyklem. Dolni Fada ukazuje srde¢ni rytmus zdravého clovéka. Tento signal
vypada jako nahodny se Sirokou spektralni charakteristikou a trajektorii, ktera vypada jako podivny atraktor.

Tato pruznost dovoluje systémidm vyrovnat se s nutnosti nepfedpovéeditelnosti a zmén Zivotniho pro-
stfedi. Srdec¢ni rytmus osob nachylnych k nahlé srde¢ni smrti vykazuje €asto snizenou celkovou pro-
ménnost anebo vyskyt nezvyklych periodickych oscilaci.

6.8.3 FRAKTALY V BIOLOGICKYCH SYSTEMECH.

S nelinearni dynamikou je nedilné spjata fraktalni geometrie. Fraktaly byly objeveny Benoitem
B. Mandelbrotem z vyzkumného centra IBM a v pfirodé se nachazi témér vSude, od obryst morského
pobfezi, atmosféry a geologickych zlomu az po pfirodni uUtvary jako skalni formace, kefe, stromy nebo
mraky. Matematicka definice fraktalu by nam mnoho nefekla, proto radéji popiSme jejich viastnosti.
Fraktal se sklada z geometrickych ¢asti rzné velikosti a orientace, ale jednoduchého tvaru. Jeho
zakladni vlastnosti je sobépodobnost (obr. 6.9). Pfi riznych zvétSenich koronarniho sytému rozezna-
vame mensi a mensi tepny a tepénky az po nejmensi vlasecnice. Zatimco po uréité urovni zvétSeni se
vétveni pfirodniho fraktalu zastavuje, idealizovany fraktal ma nekonecné detaily. Podobnym typem
fraktalu je systém neuront. Pfi rdznych zvétSenich se v mikroskopu objevi neurony, dendrity, vétsi
vétve, menSi vétve na vétSich atd. Bez znalosti zvétSeni nemizeme rozhodnout, co je celek a co je
pouze maly vyfez z plvodniho obrazu.
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Dalsi vlastnosti fraktall je jejich neceloéiselna dimenze. Co to znamena? U béznych geomet-
rickych Utvar(l se méFi délka, plocha ¢i objem. V pfipadé fraktall je v8ak délka nekone¢na. Pokud se
nékdo pokusi méfit délku fraktalu v néjakém méfitku, urcité detaily budou vzdy jemnéjsi nez kdy muze
byt pfesnost méfeni. Pfi vy§§im rozliSeni méficiho pfistroje délka fraktalu roste. Stali se podivat na
priklad z obr. 6.13. Cim vétsi zvétSeni mikroskopu pouZijeme pro zjisténi vnitfni délky tlustého streva,
tim delSi vysledek naméfime. V extrémnim pfipadé bychom se dostali az na velikost jednotlivych mo-
lekul.

Jak tedy na dimenzi? Fraktaly nemaji celoCiselnou dimenzi, ale frakéni, tzv. zlomkovou. Hlad-
ka eukleidovska pfimka vyplni pfesné jednorozmérny prostor, ale fraktalni ¢ara se rozlije pfes ni do
dvou dimenzionalniho prostoru. Fraktalni ¢ara, napf. obrys pobfezi, ma proto dimenzi mezi jednou a
dvéma. Podobné ma fraktalni struktura horského pohofi dimenzi mezi dvéma a tfemi. Vétsi dimenze
fraktalu odpovida vétsi Sanci, Ze dana oblast prostoru obsahuje ¢ast fraktalu.

Obr. 6.12 Fraktalni struktura koronarnich arterii srdce. Vétveni neni nahodné, ale mize byt popsano matematickou
funkci.

V lidském téle se fraktalni struktury vyskytuji v sitich cév, nervech a kanalcich. Vétsina podrob-

né studovanych fraktal(l v téle je systém trubic, napf. téch, které transportuji vzduch do plic a zase
zpatky. West a Goldberger provedli detailni méFeni délek a primeérd trubic v této nepravidelné siti

51



vzdusnych kanald a porovnali tato méfeni z ¢asti plic lidi a nékterych jinych savcl. Navzdory jemnym
rozdilim zjistili, ze typ méfitka pfedpovida dimenzi fraktalu. U mnoha dalSich organovych systému
nebyla fraktalni dimenze doposud identifikovana. Hans van Beek a James B. Bassingthwaighte pouZili
fraktalni geometrii k vysvétleni anomalii krevniho toku v modelu zdravého srdce. PferuSeni tohoto
krevniho toku mize vyvolat infarkt myokardu. Fraktalni struktura v srdci se naléza také ve vrstvach
tkafnovych vlaken pfipojenych ksrdci napf. UponkG mitralnich a trikuspidalnich chlopni
k odpovidajicim svalim. Pokud se struktura téchto tkani poskodi, tak mGze byt krev vyvrhovana zpét
z komor zpatky do siné a nasleduje pfekrveni srdce a srdecni porucha. Fraktalni architekturu ma také
vétveni Hisova - Purkyriova systému, ktery slouzi k pfevodu elektrického signalu ze sini do komor.

Z jakého davodu vykazuje tak mnoho organovych systému fraktalni strukturu? Objevuje se né-
kolik anatomickych a fyziologickych vysvétleni. Fraktalni vétve nebo lomy vyrazné zvétsuji povrcho-
vou plochu vhodnou pro absorpci (napfiklad stievni vystelka), rozkladani a skladani (pomoci krevnich
cév, plicnich trubic a Zlu¢ovodu) a zpracovani informace (pomoci nervl). Fraktalni struktury jsou diky
své redundanci a nepravidelnosti robustni a odolné vic&i zranéni. Srdce muze plynule pumpovat
s relativné minimalni mechanickou dysfunkci navzdory velkému poskozeni Hisova — Purkyriova pfe-
vodniho systému.

Fraktalni struktury vznikaji v lidském téle z pomalé dynamiky embryonalniho vyvoje a evoluce.
K jejich generovani je potfeba minimum informaci a pfitom pfinaseji maximalni biologickou odolnost
organismu. MGzeme se prgto domnivat, Ze fraktalni struktura pro$la evoluénim vyvojem jako nejvhod-
néjsi kandidat pro stabilni, dynamicky pfizptusobivou a prostfedi odolnou metodu stavby urcitych or-
ganu. Fraktalni stavbu vykazuji i kefe a stromy a méfeni ukazalo, Ze kazdy druh ma svou identickou
fraktalni dimenzi, kterou dodrzuje pfi vétveni, tloustkach kmene a rozloZeni mensich vétvi, stejné tak
jako rozlozeni kofenu, kofink( az po drobné vlasecnice.

Obr. 6.13 Fraktalni struktura vystelky tlustého stfeva — (a) prvni troveri priblizeni, (b) maly vyrez v vnitfni stény
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Obr 6.13 Fraktalni struktura vystelky tlustého stfeva — (c) dal$i zvétSeni casti vnitini stény, (d) dalsi aroveri zvét-
Seni, (e) nejvétsi uroven detailu.

6.8.4 CHAOS V EKG SIGNALU

EKG signal je signal vznikajici pfi elektrické Cinnosti srdce. Popisuje procesy Sifeni vzruchu sr-
declni tkani. Protoze signal srde¢niho rytmu vykazuje chaotické chovani (viz kap.6.8.2), zacaly se
zkoumat i dal8i signaly souvisejici se srdec¢ni Cinnosti a EKG je pravé jednim z nich.

Ay

i

Prvnim krokem pfi popisu EKG signalu je rekonstrukce dvourozmérného a tfirozmérného atrak-
toru ve stavovém prostoru. Z jednorozmérného zméfeného signalu {x;} rekonstruujeme pomoci Ta-
kensovy metody zpozdéni N-rozmérny signal

{X[\l} = {(Xi'XiH! Xir21s -5 Xin(N-1)r )} ; (6.10)

kde 1 je vhodné Casové zpozdéni, brané jako celoCiselny nasobek vzorkovaci periody signalu. N se
nazyva vnorfena dimenze a udava nejmensi pocet nezavislych proménnych, které jsou tfeba k jedno-
znacnému popisu signalu. Rekonstruovany signal je reprezentovan atraktorem v N-rozmérném pro-
storu. V pfikladu z obr.6.14 byla pouzita dimenze N =2 a N = 3 a ¢asové zpozdéni t = 10 (~20ms).
V levém sloupci je signal zdravé osoby, pravy sloupec obsahuje analyzu signalu osoby s bigeminii.
Z 2D a 3D rekonstrukce atraktoru zdravé osoby je vidét, ze EKG je periodicky dé&j, ve kterém se opa-
kuje stejny vzor s drobnymi posuny celého béhu ve stavovém prostoru. V pfipadé bigeminie jsou vidét
dva typy atraktorq, jeden klasicky a jeden extrasystolicky a signal pfechazi z jednoho typu chovani do
dalSiho.

Dal$im krokem analyzy bylo uréeni dimenze EKG signald. Z testovacich experimentd vyplynulo,
ze normalni signal ma nejmensi hodnotu korelaéni dimenze (2,1 - 2,8) a ta se zvySuje se zvySovanim
patologie v srdci (3,2 — 4,6). Hodnota dimenze neni celoCiselna, coz podporuje domnénku o chaotic-
kém chovani srdce, ale dosud nebyl vytvofen model, ktery by komplexné odhalil dynamické souvislos-
ti vzniku chaotického chovani v srdci. Dosud také nebylo ovéfeno, zda existuje néjaky vztah mezi
vypoctenou dimenzi zméfeného signalu a uritym typem choroby nebo mezi dimenzi a vékem méfené
osoby.
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Obr. 6.14 Rekonstrukce atraktoru v 2D a 3D prostoru. Levy sloupec zobrazuje signal zdravé osoby, pravy slou-
pec zobrazuje signal osoby s trigeminii (typ pravidelnych extrasystol). V horni fadé je ¢asova posloupnost zmére-
ného EKG signalu, prostfedni fada obsahuje 2D rekonstruovany atraktor a v dolni fadé jsou 3D rekonstrukce
atraktort

6.8.5 CHAOS V EEG SIGNALU

V poslednich péti letech zacali fyziologové zkoumat nelinearni procesy obsazené v signalu
elektrické aktivity mozku. Mozek obsahuje 10" neuronu, které jsou mezi sebou slozité propojeny.
Vyzkumu takového dynamického chovani by mohly napomoci metody nelinearni dynamiky. Pro po-
rovnani chovani mozku byly vybrany tfi rozdilné signaly: Creutzfeld — Jakobovo koma, &tvrté (nejhlub-
§i) stadium spanku a alfa aktivita. Dal byly vytvoreny atraktory téchto signalli (viz obr.6.15) a zméreny
statické i dynamické vlastnosti téchto atraktoru.

Creutzfeld-Jakobovo komatu, o néco vyssi (4,4 + 0,1) signal hlubokého stadia spanku a nejvyssi (6,1
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+ 0,5) pro alfa aktivitu. Hodnota korelaéni dimenze je kone¢na a necelocdiselna, coz je opét potvrzenim
pro chaotické chovani mozkovych neuron.

Je jisté, ze EEG signal je generovan chaotickym systémem konecného fadu. Jednotlivé neuro-
ny v mozku nepracuji samostatné, ale maji urcité kolektivni chovani — samoorganizaci. Pfi normalni
¢innosti mozku je fad popisujici jeho chovani dosti vysoky (10 - 12). Tento Ffad se snizuje pfi Gtlumu
mozkoveé Cinnosti. MéFeni nelinearni dynamiky EEG ma své potize. Problémy pfi vySetfovani mozkové
aktivity jsou zplsobeny tim, Ze EEG nezUstava stacionarni po dlouhou dobu a naopak pro méreni
nelinearnich parametrl popisujicich tento signal je potfeba velké mnozstvi vzorka (~100.000).

TR

(b) hluboky spanek

Z2oec

10 p¥

(c) alfa rytmus

25ec

Obr.6.15 Ukazky ze tfi fazi EEG aktivity spolu s odpovidajicimi atraktory ve 2D stavovém prostoru. Signaly byly
vzorkovany 12 bity a f,, = 250 Hz. Pri rekonstrukci pomoci rovnice 6.8 bylo pouZito ¢asové zpozdéni (a) t =
104ms, (b) ©= 170ms a (c) r = 24ms.

6.8.6 DALSI APLIKACE V MEDICINE

Stejné postupy, které byly pouzity na signaly srde¢niho rytmu, na EKG a EEG signal se daji
aplikovat i na jiné signaly snimané z lidského téla. Jednim z pfikladl je stabilograficky signal. \VySetfo-
vané osobé pfipevnime na hlavu tuZku, ktera zapisuje kyvavé pohyby na papir nad hlavou a nechame
ji stat na pruzné podlaze. Kyvavé pohyby jsou pro nas stabilograficky signal a pfedstavuji informaci o
aktivité autonomniho nervového systému. Opét byly objeveny diikazy chaotického chovani u pokus-
nych osob.

Rekonstrukce atraktoru a vypoc€et dimenze byl provadén u elektrického signalu vznikajiciho pfi
svalové ¢innosti (EMG) a také u méfeni zmén krevniho tlaku pfi podani drog do organismu. Stejnymi
postupy byly analyzovany vlivy 1&€iv v lidském téle. Nelinearni dynamika a teorie chaosu si nachazeji
rozsahlé uplatnéni v mnoha biomedicinskych aplikacich.
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7. MODELY DVOUDRUHOVYCH POPULACI
7.1. OBECNE NA UVOD

Zije-li v jedné oblasti spole¢né vice druh(, pak je spoluzitim vétsinou ovlivnéna dynamika kazdé
z vyskytujicich se populaci. Obecné existuje cela sit rizné se ovliviiujicich druh( (trofické\1 sit), tvofici
strukturalné velice slozité spole¢nosti. Nadale se budeme vénovat modeliim nejjednoduss$iho mozné-
ho souziti - souziti dvou raznych populaci. | takovy relativné jednoduchy zplsob souziti ma rGzné
formy, pfi€emz typ vzajemného souZiti uréuje vliv, ktery ma vzajemna interakce na stav obou popula-
ci. Tento vliv mGze byt kladny (stimulaéni), zaporny (inhibi¢ni), pfip. neutralni. Kombinace téchto typu
vlivu definuje Sest zakladnich typl vzajemné interakce dvou druhu:

e mutualismus + +  obé populace maji ze spole€ného souZiti prospéch (symbidza)

e dravec- kofist + - jedna populace prospiva, druha chiadne (kromé zakladniho typu
interakce, ktery dal tomuto typu jméno Ize tohoto modelu pouzit i
pro nasledujici typy vzajemného pusobeni - parazit x hostitel,
byloZravec x rostlina, zaméstnavatel x zaméstnanec, aj.)

e konkurence - - obé populace vzajemnym kontaktem trpi

e komensalismus + 0  jeden druh se zivi zbytky potravy druhého, neSkodné pfizivnictvi
e amensalismus - 0

e neutralismus 0 0  oba zucastnéné druhy se nepodili na vzajemné latkové vyméné

7.2. MODELY DRAVEC - KORIST
7.2.1. ZAKLADNi MATEMATICKY MODEL RELACE DRAVEC - KORIST

Pfedpokladejme, Ze Ax, je pocet kofisti, které se narodily v asovém intervalu (i, At). Dale
predpokladejme, Ze tato hodnota je umérna poctu kofisti x(t) v Case t, délce asového intervalu At a
relativni porodnosti k; kofisti. To znamena, Ze pfirtstek do populace kofisti bude respektovat Malthu-
stiv model populaéni dynamiky

AXp = kq.X(1).At. (7.1)

Dale, necht’ pocet kofisti Ax,, ulovenych y(t) dravci béhem €asového intervalu {t, At) je umérny
poctu vzajemnych setkani jedincl obou druhl a délce ¢asového intervalu At

AXem = ko x(t).y(1).At. | (7.2)

kde konstanta k, vyjadfuje pravdépodobnost, Ze setkani dravce s kofisti skon&i zahubenim Kofisti.
Tato konstanta mlze také vyjadfit spotfebu &i potfebu dravcu.

Celkovou zménu stavu populace kofisti za dobu At Ize tedy urcit rozdilem
AXp = AXm = K1.X(1).At.- Ko.x(1).y(1).At. = [kq.x(t) - ko.x(1).y(1)].At. (7.3)

Nyni pfedpokladejme, Zze polet narozenych dravci Ay, béhem doby At je umérny poctu vza-
jemnych setkani dravcl a kofisti a délce ¢asového intervalu At

Ay, = ka.Ka.x(1).y(t).At, (7.4)
kde k3 je konstanta vyjadfujici u€innost pfemény biomasy kofisti na biomasu dravce.

Konecné, necht Ubytek v populaci dravci Ay, je opét dan Malthusovym modelem populaéni
dynamiky, tj. je umérny stavu populace dravcu y(t) v Case t a délce ¢asového intervalu At

Aym = Ka.y(t).At, (7.5)
kde konstanta umérnosti k, reprezentuje relativni Gmrtnost dravc(.

Za téchto predpokladd, je celkova zména v populaci dravct dana vztahem

! troficky - fec. trofe vyZiva - tykajici se vyZivy organismu a jeho rastu
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AYn - AYm = [ka.ka.x(1).y(t) - ka.y(t)].At., (7.6)
a v limitnim pfipadu pro At — 0 miZzeme psat soustavu
X'(t) = kq.x(t) - ka.x(t).y(t)
y'(t) = ka.ka.x().y(t) - ka.y(t)

Tedy, nejsou-li pfitomni dravci (y(t) = 0), pak populace kofisti neohrani¢ené exponencialné roste
podle Malthusova modelu. Podobné, neni-li pfitomna kofist (x(t) = 0), populace dravcl hyne rovnéz
podle exponencialniho zakona.

rovnice Lotky - Volterry (7.7)

Stav systému je popsan dvéma stavovymi veli¢inami a dvéma stavovymi rovnicemi. Z toho ply-
ne, Ze systém je 2. Fadu, coz znamena, Ze mizeme ocekavat chovani oscila¢niho charakteru.

Kromé analyzy dvoudruhovych populaci typu dravec - kofist se tento matematické model pou-
ziva i pro popis zmény koncentrace chemickych latek pfi nékterych chemickych reakcich, které vyka-
zuji podobné chovani.

7.2.2. ANALYZA MODELU LOTKY - VOLTERRY
Uvazme zjednoduSeny bezrozmérny pfipad, ktery ze zakladnich rovnic ziskame po substitucich

_ kokax(t) V(r):kz)’(t) _ T=Ky.t; (7.8)

u(t)
k4 k1 (X,:k4/k1.

V tom pfipadé se rovnice (7.7) transformuji do tvaru

du =u.(1-v) dv =
dt dr
A pokud vyjadiime zavislost mezi veli€inami u a v ve stavové roving, dostavame podélenim
rovnice pro dv/dt rovnici pro du/dt

o v.(u-1) (7.9)

ﬂ_av.(u—1) 210
du u(1-v) (7.10)
a dale integraci tohoto vztahu
ou+v-In(u*v)=H, (7.11)

kde H je integraéni konstanta a v podstaté predstavuje parametr modelu. Pro hodnotu parametru H
musi platit, Ze H> H,, =1 + a, coz je pro u =v = 1. Stavové trajektorie normalizovaného modelu pro
rdzné hodnoty H > Hy,, jsou na obr.7.1. Uzaviené trajektorie v roviné (u,v) ukazuji na periodické Fese-
ni v ¢ase t jak pro proménnou u, tak i v, pfi€emz konkrétni ¢asové priibéhy (obr.7.2) jsou dany poca-
te€¢nimi podminkami, které také urcuji velikost parametru H (H = o«.u(0) + v(0) - In(u(0)*.v(0)). Charak-
teristickou vlastnosti chovani modelu Lotky - Volterry je, Ze oscilace populace kofisti fazové pfedchazi
oscilace dravcll, na stavovém portrétu je tento jev vyjadfen orientaci pohybu po stavovych trajektori-
ich, tj. proti sméru hodinovych ruci¢ek. Z tohoto hlediska je mozné povazovat populaci kofisti za do-
minantni, ur€ujici chovani celého systému.

u (kofist)

u,v

1+a<H;<H;<H;<H,

0 1 —=u 0

— =T

Obr.7.1 Stavové trajektorie normalizo- Obr.7.2 Typické ¢asové prubéhy normalizovanych veli¢in modelu
vaného modelu Lotky - Volterry Lotky - Volterry
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Zakladni nedostatek modelu Lotky - Volterry je patrny z prdbéhu stavovych trajektorii na
obr.7.1. Pfedpokladejme, Zze polatecni podminky feSeni jsou nastaveny tak, ze feSeni odpovida sta-
vové trajektorii Hy, ktera prochazi v blizkosti obou soufadnicovych os. V téchto mistech (v blizkosti
os), kde jsou jednotlivé trajektorie velice blizko sebe, jakakoliv mala porucha zplsobi pfechod na jinou
zde blizkou, nicméné v jinych oblastech stavové roviny vzdalenou trajektorii, coz ma za nasledek vy-
znamnou zménu chovani modelu. Toto je problém vS8ech model(, jejichZz prvni integral ma tvar po-
dobny vztahu (7.11) s uzavienou trajektorii ve stavové roviné - témto systémim Fikame konservativni
systémy (zachovavaji energii). Takovy nedostatek sniZzuje moznosti pro praktické vyuziti modeld toho-
to typu, pfesto mohou byt ve specifickych praktickych pfipadech uzite€né a navic poskytuji vhodny
nastroj pro zakladni teoretickou analyzu modell tohoto typu.

Lotkdv - Voltertiv model ma dva singularni, rovnovazné stavy - us =v, =0 a u; =v, =1, coz
vyplyva z rov.(7.9) pro u’ = v’ = 0. Pro malé poruchy n, a n, v okoli rovnovaznych stav( plati

u=u +n, V=V +n, (7.12)
a po dosazeni téchto vztaht do (7.9) mame
(U+ny = (U +n).(1-v -n,) (VHENY = o (v +n)u +n,-1) (7.13)
Po substituci za rovnovazny stav u; =v, =0 je
Ny =nu(1-n)=ny-ne.n, n, = a.ny.(ny - 1) = a.n,.ny - a.n, (7.14)

Protoze predpokladame, ze poruchové signaly n, a n, jsou malé, mdZzeme zanedbat ¢leny obsahujici
jejich sou€iny a dostavame

ng =nu.(1-n)=n, n,/ =a.n.(ny- 1) =-a.n, (7.15)

a maticovy zapis pro tyto dvé rovnice je

o Sl

V matematické ekologii nazyvame matici A matici komunity a jeji vlastni Cisla urCuji stabilitu
rovnovaznych stavu a jeji charakter. Pokud je realna hodnota alespon jednoho vlastniho &isla kladna,
pak je rovnovazny stav nestabilni, jsou-li realné hodnoty vSech vlastnich Cisel zaporné, pak je rovno-
vazny stav stabilni. V pfipadé, Ze jsou vlastni Cisla ryze imaginarni, hovofime o neutralni stabilité.

Reseni této rovnice (ekvivalentné feseni linearni diferencialni rovnice 1 fadu - viz Malthusova
rovnice) nabyva obecného tvaru

{:“}B-e“, (7.17)

\

kde B sloupcovy vektor libovolnych konstant reprezentujici po&ateéni podminky a hodnoty vlastnich

Cisel A matice A urime feSenim charakteristického polynomu
1-L 0
|A -2l = =0 = M=1hy=-a. (7.18)

0 —-a-A

Protoze jedno z vlastnich Cisel je vétsi jak nula, n, a n, rostou exponencialné a tedy rovnovazny
stav u; =v, =0 je linearné nestabilni. ProtoZze A, >0 a A, <0 je singularita v bodé u; =v, =0 typu
sedlovy bod.

Pro singularitu v bodé u; = v, =1 mame po dosazeni do vztahti (7.9)
(1+ny) =(1+n,).(1-1-ny); (1+n,) = a.(1+n).(1+ny-1), (7.19)
a déle
ny' = (1 +ny).(-ny) = -ng.ny - ny; n, = a.(1+n,).n, = a.n, + a.nyn, . (7.20)

Opét po zanedbani soucinovych ¢lenli dostavame stavové rovnice v maticovém tvaru

RN v

58



a vlastni Cisla matice soustavy ziskame feSenim rovnice

o

- -1
k‘:o = Ay =tia. (7.22)

Protoze obé vlastni Cisla lezi na imaginarni ose a jejich realna slozka je tedy nulova, je rovnovazny
stav u; =V, = 1 neutralné stabilni a doty€né singularita je typu stfed.

Re$eni soustavy (7.21) ma tvar

n, . .
[n } —r.elor 4 g e , (7.23)

kde r a s jsou vlastni vektory matice soustavy nalezejici vlastnim Cislum i, = J_rj\/a . V blizkém okoli

singularniho bodu ma fesSeni Lotkova - Volterrova modelu harmonicky pribéh s periodou 27:/\@,

v nenormalizovaném pfipadé (viz definice konstanty o ve vztahu (7.8)) 2n/ [k, / k, .

7.2.3. PRIKLADY ZE ZIVOTA
Vliv omezeni porodnosti kofisti na celkovy stav populace dravec - korist

Predpokladejme, ze chceme omezit stav populace zivocisného druhu, ktery je ve svém prostfe-
di loven jinymi, dravym zvifaty. Dale necht jsou realna data optimalné reprezentovana nasledujicimi
hodnotami parametra - ks =0,4, ko =0,017, k3 =0,7 a ks =1,2. Vysledky simulaénich experimentd
jsou uvedeny na obr.7.3a.

K1=0.4 K'=k1/2=02
160 160
t
;8 140} w140t
x(t) (1)
120f 120+
100 & 10t
ao B0
B0 Bl
ant yie) ot
20 \/\O\/\/\/\ 0t
. . . . . . . . . . . .
0 10 20 0 40 £0 0 10 20 e 40 50
_— - t

Obr.7.3 Vliv omezeni porodnosti na populaci koristi podle modelu Lotky - Volterry - a) vysledky simulace
s puvodnimi hodnotami parametrt; b) vysledky simulace s polovicni hodnotou parametru k, oproti hodnoté pa-
vodni.

Uvazme, zda stav populace mlzeme snizit omezenim porodnosti (vakcinaci, chemickym po-
stfikem, ...) tohoto zivocisného druhu. Pfedpokladejme tedy, Ze snizime hodnotu parametru k4, ktery
definuje v Lotkové - Volterrové modelu dynamiku pFirGstku v populaci kofisti, na polovinu, tj k; = 0,2.
Vysledky simulaci s timto nastavenim jsou na obr.7.3b.

Z vysledku simulaéniho experimentu je zfejmé, ze po snizeni hodnoty parametru k4 se snizily
rozdily mezi maximalnimi a minimalnimi stavy v obou populacich, stfedni hodnota stavu populace
koristi ale zUstala vice méné stejna, naopak se snizil stfedni stav populace dravcl. Tedy, zasah mél
ovlivnit pfedevSim velikost populace kofisti, ale kontroverzné, a zfejmé navzdory ocekavani, snizil
velikost populace dravc.

Vyklad dynamiky vyvoje populaci rysti a zajicti v Hudson Bay v letech 1845 - 1930
Modely urcitého systému neni tfeba pouzivat jen pro pocitacové simulaéni experimenty. Znameé
charakteristické vlastnosti modelu mohou byt vyuzity pro zkoumani charakteru experimentalnich dat a
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na zakladé souladu ¢i nesouladu vlastnosti toho kterého modelu s realnymi daty Ize vyslovovat hypo-
tézy o pficinach sledovanych déju. Prikladem takového vyuziti modelu Lotky - Volterry je analyza dat
zprostfedkované (poétem ulovenych zvifat) popisujicich stavy populaci rys( a zajict z let od 1845 do
1930 podle udaju kozesinové spole¢nosti Hudson Bay Comp. (viz. obr.7.4). Nutno Fici, Ze i sam pred-
poklad, Ze pocty ulovenych zvifat vypovidaji pfesné o stavu sledovanych populaci je ponékud zkreslu-
jici, ale jak naznaci dale uvedena analyza, uvedena data dokazi dostateCné presné veést k odhaleni
pFicin vyskytnuvsich se jeva.

Obé dvé populace, Zijici na tomtéz uzemi, Ize povazovat za populace, které jsou charakteristic-
ké pro modelovy vztah dravec a kofist. Uvedena data zobrazuji zcela zfejmé oscilace v obou popula-
cich a fazova trajektorie na obr.7.4c) pfedstavuje vice méné uzavienou smycku. VSechny tyto skutec-
nosti mohou vést k pfedstavé o moznosti popsat chovani systému pravé pomoci matematického mo-
delu Lotky - Volterry. Bohuzel, v zobrazenych datech se vyskytuji nékteré indicie, které ale tuto volbu
kfivka popisujici dynamiku stavu rysl zcela zjevné pfedchazi kfivku stavu zajicu (viz obr.7.4b) a tomu
odpovida i opacna orientace stavové trajektorie v obr.7.4c (ve sméru hodinovych ruciek). V konec-
nych dusledcich by to znamenalo, Ze se vzajemny vztah obou populaci zménil a Ze Ulohu kofisti za-

stava populace rysl, zatimco
_ zajici vystupuji v roli predatora.

. 160F (a) zajic Tento jev véak ma nékolik moz-
3 140 nych vysvétleni. Jako prvni se
£ 190 nabizi alternativa, ze data popi-
% 100 suji epidemiologickou situaci, kdy
= 80 nemocni zajici pFenaseji svou
g 60 nemoc na rysy, avSak bohuzel
T 40 takova nemoc neni znama.
20 . Jako  druhou,  zfejmé
1845 1855 1865 1935 spravnou alternativu vysvétleni
Ize pouzit hypotézu, ze tou ,ne-
1 ®) moci“ byli lovci uvedenych zvifat.
1204 V letech, kdy byly populace lov-
| nych zvifat na nizké urovni se
100 lovci zabyvali jinou c&innosti a
5 ] teprve tehdy, kdy lov sliboval
580- dobry zisk se knému vraceli.
% : V tom pfipadé nejdfive lovili rysy
£ 60 pro jejich vynosnéjsi kozeSinu a
g teprve ve chvili, kdy se jejich stav
y 404 shizoval se zacali vénovat i dal-
T . §im méné lukrativnim tlovkam.
& Pfi obou moZnostech vy-
i =8 < svétleni vsak jiz nejde o jednodu-
0 L L L L L L L L A L Bt S U PN M SR ) MO RN S RN Bt B ) ’ ’ .
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 chy vztah dvou populaci, ale i
— = roky od 1875 do 1904 nepomérné slozitéjsi vztah mini-
(c) malné tfi populaci, v nichz dvé
s | 1885 hraji ulohu kofisti a treti dlohu
= dravce, navic vdruhém pfipadé
| 6o by do modelu musely byt zadle-
nény parametry charakterizujici
401 1875 ekonomické pozadi takovychto
interakci.
20
Zavérecné pouceni
, . , \ , L z tohoto pfibéhu mize byt snad
0 26 4060 80 100 120 konstatovani, Ze neni problém
— zajic vytvofit & pouzit model, ktery

vykazuje jisté formy ocCekavané-

Obr.7.4 Viyvoj dynamiky poCtu kuzi ryst a zajict prodanych Hudson Bay  ho chovani, ale vytvofit &i pouZit

Company v letech 1845 - 1930. - a) pribeh stavi obou populaci v celém takovy model, ktery mize slouzit
¢asovém intervalu; b) detail pro roky 1875 - 1905; c) stavova trajektorie ke spravn é,mu biologickému

pro udaje zobrazené v b). ’
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pfip. ekologickému vykladu pFi€in pozorovaného chovani.

7.2.4. ROZSIRENi MODELU LOTKY - VOLTERRY (KOLMOGOROVUV MODEL)

Jeden z méné realnych predpokladd pfi tvorbé modelu Lotky - Volterry byl pfedpoklad o neo-
mezeném rastu populace kofisti za nepfitomnosti dravcl. Tento prfedpoklad se mlze uplatnit jen teh-
dy, kdyz zahubeni dravcem je vyrazné dominantni pfi¢inou smrti kofisti. Pokud tato podminka neni
splnéna, potom musime pfipustit pro kofist dalSi omezujici faktory rdstu.

Dale, i druhy ¢len rovnice dynamiky kofisti, urCujici vliv predatort na stav kofisti, by obecné mél
obsahovat nelinearni saturac¢ni efekt. Tyto potfeby riznych modifikaci vedou na zobecnéni rovnice
dynamiky kofisti do tvaru

X(t) = AX).x(t) - V(X).y(t). (7.24)

Funkce A(x) reprezentuje relativni rychlost rozmnozovani populace kofisti v zavislosti na jejim
stavu. Pfi malych hodnotach se rodi vice jedincd nez umira a tedy funkce A(x) by méla nabyvat klad-
nych hodnot. S rostoucim poctem se zivotni podminky populace zhorsuji a podil nové narozenych
jedincl klesa az teoreticky limitné pro x — < je umrtnost vétsi nez porodnost a funkce A(x) je zaporna.

NejbéznéjSim zpusobem jak toho dosahnout je zavedeni vnitrodruhové konkurence, v dfive
uvedenych modelech jednodruhové dynamiky realizované pomoci kapacity prostredi, ktera rast popu-
lace kofisti omezuje. Tedy napf.

A(x) = p1.( - %} . (7.25)

Je-li funkce A(x) definovana vztahem (7.25) znamena to, Ze se pfi nepfitomnosti dravce vyviji
populace kofisti podle logistické rovnice.

Funkce V(x) je tzv. troficka funkce dravce, ktera uréuje mnozstvi kofisti, které dravec ulovi za
jednotku €asu v zavislosti na stavu populace kofisti. Pfi nizkém stavu ulovek nejdfive roste, az po
dosazeni stavu saturace zUstava na konstantni drovni. Saturace pro velké hodnoty x(t) je znamkou
omezenych schopnosti nebo nasycenosti dravcu.

Jedna z variant, jak maze byt troficka funkce realizovana je

V(x) = p. x(t) _ C.x(t)
c.(a+x(t) B+x(t)

, p,a,c>0, (7.26)

kde p je maximalni pfirGstek dravce, a je tzv. konstanta Michaelise - Mentenové, ktera udava mnoz-
stvi kofisti potfebné k tomu, aby se dravec mohl rozmnozovat rychlosti p/2 a koeficient premény bio-
masy ¢ e (0; 1), protoZze ne vSechna biomasa kofisti se preméni na biomasu dravce.

DalSi mozné pouzivané prubéhy trofické funkce jsou napfr.

2
V==X, (7.27)
B- +x°(1)
nebo
V() V(X) V(x) Vx)
S [ S— ol S
0 —=x 0 — X —= X 0 —= X
(a) (b) (c) (d)

Obr.7.5 Priklady prabéht V(x) odezev dravci na stav populace Koristi - a) funkce V(x) pro model Lotky - Volterry;
b) V(x) podle vztahu (7.26); c) V(x) podle vztahu (7.27); d) V(x) podle vztahu (7.28)
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_ ek
Voo =S x(t).(:(t)e )

Prabéhy jednotlivych realizaci funkce V(x) jsou uvedeny na obr.7.5. Jejich pouziti zavisi zejmé-
na na typu predatora - napf. typicky pribéh funkce V(x) pro msice, pfip. nékteré dalsi druhy hmyzu je
funkce V(x) podle vztahu (7.27).

Podobné jako rovnice uréujici dynamiku populace kofisti, i rovnice popisujici dynamiku popula-
ce dravcll mize nabyvat jinych, realnym situacim blizSich forem a vlastnosti. Obecné rovnici dynami-
ky dravcl zapisujeme zpravidla ve tvaru

y'(t) = k(x).y(t) , (7.29)

pficemz funkce k(x) udava celkovy pfirGstek populace
dravce, ktery je zaporny pro nizké stavy kofisti, ktera ne-

(7.28)

staci dravce uzivit. Pfi zvySujicim se stavu populace ko- k()
fisti hodnoty funkce k(x) rovnéz rostou, nicméné pfi dosta-
te€né velkych hodnotach x(t) se opét mlze uplatnit vliv

saturace. Funkce k(x) by proto méla splfiovat nasledujici
pozadavky 0

k(0) <0, K'(x) > 0, lim k(x)>0. (7.30) / x* =X

Typicky ocekavany prabéh funkce k(x) je zobrazen na

obr.7.6.
L . , Obr.7.6 Charakteristicky pribéh funkce k(x)
Konkrétni realizace funkce k(x) pak mohou byt rea- celkového priristku populace dravct

lizovany napf. vztahem

k(x) = e.V(x) - m, (7.31)

kde funkce V(x) je definovana podle vztaht (7.26) - (7.28). Oproti zakladnimu modelu Lotky - Volterry,
ve kterém se mnozZstvi potravy spotfebované dravcem neomezené zvySuje s rlstem populace kofisti,
respektuji modely podle rov.(7.29) a (7.31) existenci prahu nasyceni dravce.

Jinou moznosti, jak vyjadfit dynamiku populace dravcl je funkce k(x,y) definovana

y(t)j

k(x,y)=t|1-J.—=], 7.32

(xy) ( x(t) (7.32)
kde J je mnozstvi kofisti, potfebné k tomu, aby prezil jeden dravec (populace se stavem x(t) proto
nemUize uzivit vice nez x(t)/J dravc().

Soustavu tvofenou rov. (7.24) a (7.29) a patficné definovanymi funkcemi nazyvame Kolmogo-
rovovym modelem. Tento model, jak vyplyva z vySe uvedenych definic funkci A(x), V(x) a k(x), nabizi
dostate€nou obecnost popisu zpravidla s bezprostfedni biologickou interpretaci.

Je-li Zivot dravcl o hodné delSi nez Zivot kofisti, potom je diskutabilni, zda je mozné &i vhodné
pouzivat pro obé populace stejné Casové méritko. Problém je mozné s jistou davkou zjednodusSeni
feSit zavedenim malého parametru € do druhé z defini¢nich rovnic Kolmogorovova modelu tak, ze je

X (t) = AlX)-x(t) - V(x).y(t)
y'(t) = e.k(x).y(t)

kde ¢ je pomér stfednich délek zivota kofisti a dravcl. Ve vySe uvedeném pripadé predpokladame, ze
O<e<<1.

(7.33)
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Model vyuzZivajici rovnic (7.24) -
(7.26) a (7.32) ma FeSeni ve tvaru limitnich y
cykll. Stabilni limitni cyklus je takové peri-
odické Fedeni s uzavienou trajektorii ve
stavovém prostoru, které se po vychyleni
vlivem malé poruchy zase vraci k pavodni
trajektorii.

7.2.5. MODELY DRAVEC - KORIST
SE ZPOZDENIM

Pfedpokladejme, Ze je interakce me-
zi dravci a kofisti modelovana jednoduchou K, =
soustavou

Obr.7.7 Trajektorie fe$eni soustavy podle vztahu (7.34)

X'(t)= p1.(1 —%}.x(t);

1 (7.34)

. x(t) _ y(t)
y'(t) Pz-( K, K, j-y(t)-
Tato soustava znamena, Ze populace kofisti se vyviji podle logistické rovnice, omezujici faktor
rdstu populace je dan pouze vnitrodruhovou konkurenci, nikoliv pdsobenim dravcl. To mize nastat za
predpokladu, ze x(t) >>y(t). Ve druhé rovnici je pfirdstek populace dravci definovan vztahem
p2-X(t).y(t)/K4, kde je vliv vzajemné interakce a pfemény biomasy vyjadfen pomérem parametrd p,/K;,
kdyz K, je soucasné kapacitou prostfedi kofisti a Ubytek (Umrtnost) populace, definovana vztahem
p2.Y(t)/Ko, kde K; je souCasné kapacitou prostiedi dravce.

Soustava ma tfi rovnovazné stavy - (0; 0), (Ky; 0) a (Ky; Ky), z nichz kladny rovnovazny stav (Ky;
K,) je tzv. o-limitni mnozinou, do které sméfuje jakékoliv FeSeni zacinajici v libovolném bodé &asti
stavového prostoru, pro kterou plati, ze x(t) > 0 a y(t) > 0. Systém v uvedeném tvaru nema oscilacni
chovani, ale podobné jako v jednorozmérném pfipadé je Ize vyvolat zavedenim zpozdéni.

Zavedenim zpozdéni se soustava rovnic (7.34) méni na tvar
\ X(t—14)
X (t) = p1.[1 —K—1j.x(t);
1

X(t)  y(t-r,)

(7.35)
y'(t)= Pz-[

Vliv kofisti na populaci dravcu je dle uvedeného modelu okamzity (je zanedbana doba vyvoje
plodu), vnitrokonkurenéni vliv na komunitu dravcl uplatiuje spiSe stav jeji zpozdéné populace. Vliv
dravcl na populaci kofisti je stale zanedbatelny. V kap.5.2.3. byla uvedena kritickd podminka pro lo-
gistickou rovnici popisujici dynamiku jednodruhové populace umoznujici vznik oscilaci - p.t > n/2.
Stejna situace nastava i v pfipadé prvni rovnice v (7.35) a oscilace stavu populace kofisti vzhledem
k vazbé mezi obéma populacemi kmitavy prabéh stavu kofisti zprostfedkované vyvolava oscilace i u
predatorské populace.

7.3. MODELY KONKURENCE

O konkurenci v ramci souziti dvou populaci hovofime, kdyz soutéZ o zdroje potravy zaporné
ovliviuje stav obou populaci.

Uvazme jednoduchy model konkurenéniho souziti populaci dvou druht x4(t) a xo(t) s logistickym
omezenim rlstu. Tedy plati

X, (t>=p1-x1<t>.[1— 0 b, X;“)j ; (7.36)
1 1
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Xo1(t) X4(t)
20 s, sz, (7.37)

X'y (1) =p2.X, (0-(1 -
kde p1, K1, p2, Ky, by i byy jsou kladné konstanty, kde podobné jako v pfedchazejicich modelech, p
jsou linearni rychlosti rozmnozovani populaci, K prfedstavuji kapacity prostfedi a konstanty by, a by
reprezentuji vzajemny konkurenéni vliv obou populaci, tj. populace x,(t) na x4(t) a naopak x4(t) na x,(t),
obecné je bqy # by

Pro zjednodu$eni analyzy &innosti a vlastnosti modelu vytvofime bezrozmérnou normalizova-
nou verzi tohoto modelu. V pfipadé, ze transformacni vztahy jsou

X X p
Up=—" up =—*% T=py.t R=-%
Ky Ky P1 (7.38)
K, K,
Ay, =by,.—= A, =by.—
12 =012 K, 21 = D24 K,
transformuje se soustava rovnic (7.36) a (7.37) do tvaru
du
d_1=u1-(1—u1 —aqp.Up)=Fi(uy,uy);
dJ (7.39)
d_‘:zR.U2.(1—u2—321.U1)=f2(U1,U2).

Rovnovazné body u; a u,, a tedy i singularity ve stavové roviné, stanovime feSenim rovnic
f1(uq, uz) = fo(u4, Up) = 0. Tak uréeny jsou

u1*=0;u2*=0 u1*=1;u2*=0 u1*=0;u2*=1
. 1-ay, X 1-ay, (7.40)
Uy =——; U, =————
1-aay 1-ayay

Posledni varianta ma smysl pouze kdyZ as,.ax1# 1 a u; =0;u, 0. Tyto body lze znazornit ge-
ometricky ve stavové roviné uy, u, jako praseciky pfimek o rovnicich

1-uy-apu=0 a 1-uy-axn.u;=0. (741)

Ugy (a) U9 (b)

1 1—u2—021u1=0

0 . -
1 1 Uy . A1 Uy
1331 az
"
Q12 |\
1N
AY
AY
Y
1k 1o
\\ \\ 1 =~ -~
— - ~
A a S ~~
.. \\ 12 ~.. ~ - -
0 3 A O . i
1. U 1
T 1 1 1 - U1

Obr.7.8 Geometricka reprezentace rovnovaznych stavii modelu konkurenénich populaci
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Stabilitu rovnovaznych bodd opét uréime z matice komunity A, definované vztahem

a
A_|0ur Uz | 1-2uy—au, —aUy
S| ofp Oy | -Rapuy;  R(1-2up —ayuq)] . (7.42)
du,; du, e

Uy U,
Rovnovazny stav (0; 0) je nestabilni, protoze odpovidajici vlastni €isla matice komunity jsou

kladna.

1-» 0

0 R_;\/:O = }\.1:1;}\.2 =R (743)

|A—M|:‘

Vlastni €isla matice komunity pro druhy rovnovazny stav (1; 0) jsou

=0 Ai=-Ti,=R(1- 7.44
0 R(1-a5,)- A = A 2 (1-a4) (7.44)

|A—M|=‘

a proto je tento rovnovazny stav stabilni, kdyZ a, > 1, pfip. nestabilni, kdyZ a;, < 1.

Podobné pro tfeti rovnovazny stav (0; 1) jsou vilastni &isla A = -R a A, = (1 - a1,) a je tedy sta-
bilni, pokud a;; > 1 a nestabilni, kdyz a;; < 1.

Konecné pro posledni rovnovazny stav, pokud vibec lezi v kladném kvadrantu stavové roviny
u4, Uy, nabyva matice A tvaru

app -1 ap(ap -1

. (7.45)
Ray(az -1 R(ay-1)

A=(1-aay)"

s vlastnimi Cisly
Mo =[2(1-agpay)] .

) 12 (7.46)
l(@z1 =) +R(az =Nt {[(asz = 1)+ R (az - N]° —4R(1-aa,)(a1, — N)(@z — 1)}
Znaménka realnych ¢asti vlastnich ¢isel a tim padem i stabilita rovnovaznych stavli zavisi na

velikost parametrld R, aj, a a,1. Zejména pro hodnoty parametr(l a,, a a, existuje nékolik specialnich

situaci s moznou ekologickou populaéni interpretaci. Ty pfipady jsou:

(i) ap<1,ay <1, (i) az>1, a4 > 1;
(i) a2 <1, @ >1; (iv) a;z> 1,8 <1

Jako prvni uvazme pfipad (ii), kdy a;» > 1 a a;; > 1 (obr.7.9b). Jak bylo uvedeno vyse, za da-
nych podminek jsou rovnovazné stavy (1; 0) a (0; 1) stabilni a protoze (1 - aj,a2¢) < 0 lezi posledni,
Ctvrty rovnovazny stav podle vztahu (7.40) v kladném kvadrantu (viz obr.7.8b), a protoze odpovidajici
vlastni €isla nabyvaji hodnot 1, < 0 < A, je tento rovnhovazny bod sedlovym bodem. V tomto pfipadé
fazové trajektorie sméfuji k jednomu z obou stabilnich stavd (podle obr.7.9b). Kazdy z nich ma svou
oblast atraktivity, jejichZ hranice prochazi sedlovym bodem.

Nyni zvazme jaky prakticky vyklad ma tato teoreticka situace. V pfipadé (i) pro a;p <1 a az <1
ma soustava stabilni rovnovazny bod, ktery reprezentuje souZiti obou konkurenénich populaci
(obr.7.8a). Z hlediska plvodnich parametrd modelu to znamena, ze b,Ky/K; < 1a byKy/K, < 1. Napf.
jsou-li hodnoty obou kapacit prostfedi pfiblizné stejné a mezidruhova konkurence (reprezentovana
hodnotami by, a by1) neni pfili§ silna (agresivni), pak tyto podminky znamenaji, Zze populace obou
druhu se ustali na ponékud niz§im stavu nez v pfipadé bez konkurence.

Kdyz a1, > 1 a a1 > 1 a obé kapacity K jsou pfiblizné stejné, pak musi byt hodnoty b4, a by, vel-
ké, tedy musi byt vysoka mira vzajemné konkurence. Za téchto podminek sice opét existuji tfi rovno-
vazné stavy, ale pouze dva z nich (1,0) a (0,1) jsou stabilni a je otazkou, ktery z nich se nakonec
uplatni. Z teoretického hlediska to zavisi na pocate¢nich podminkach. Tedy realné to, ktera z obou
populaci pfezZije a ktera vymfe zavisi na tom jak vyhodné jsou vychozi situace pro kazdou populaci.
Pokud pocate¢ni bod lezi v oblasti |, pak pravdépodobné vyhyne populace x;, u; — 0, us > 1, tj. x»
— 0 a x4y > Kj. Teoreticky vzdy otekavame vyhynuti jedné z obou populaci, tedy i kdyby pocate¢ni
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Obr.7.9 Schématické vyjadreni stavovych trajektorii v blizkosti rovnovaznych stavii modelu konkurenénich popu-
laci podle vztah( (7.36) a (7.37)

bod lezel na hranici oddélujici obé oblasti atraktivity, protoZze sebemensi fluktuace nevyhnutelné zpU-
sobi, Ze jedna z obou populaci ziska pfevahu.

Podminky (iii) a (iv) reprezentu;ji pfipady, kdy miry mezidruhové konkurence nejsou srovnatelné
(jedna je vyznamné vétsi nez druha) nebo kdy jsou nesouméfitelné kapacity prostfedi obou populaci,
tedy a12=b2.Ko/Ky <1 a az=b,1.Ki/K; > 1, nebo naopak a;;> 1 a a; < 1. Co do vysledkl jsou tyto
disproporce zcela jednoznaéné. V pfipadé (iii) (obr.7.9c) populace u; vlivem své lepSi konkurence-
schopnosti dominuje a populace u, vymira. Pfipad (iv) naopak preferuje vlastnosti populace u,.

Ackoliv vSechny varianty uspofadani hodnot parametrl modelu nevedou k eliminaci jedné
z populaci, u podminek (iii) a (iv) se tak stane vzdy a v pfipadé (ii) se tak pfi nejmensim déje vlivem
nahodnych fluktuaci - princip konkurencniho vylouceni. Déle stoji za zminku, Ze tato vlastnost je zale-
zitosti pouze hodnot parametr(i a;, a a,1, pomér rychlosti dynamiky rdstu R kvalitu stability neovliviiu-
je, pouze rychlost zmén v systému. ProtoZe a, =b1,.Ko/K; a az1 =by1.Ki/Kjy, zavisi podminky pro konku-
ren¢ni vylou€eni populace na urovni a vzajemnych relacich mezi b4y, boy, Ky a Ky, pfipadné jesté na
hodnotach pocatecnich podminek.

7.4. MODELY SPOLUPRACUJICICH POPULACI (SYMBIOZA)

Existuje spousta realnych situaci, kdy vzajemna spoluprace zastupct dvou i vice biologickych
druh(l vede k prospéchu v§ech. Mutualismus (symbiéza) mize ¢asto hrat zavaznou roli pro zachovani
takovych druhu - rostliny a ptaci rozsifujici jejich semena.

Zakladnim mutualistickym modelem je ekvivalent klasického modelu Lotky - Volterry, definova-
ny rovnicemi

X'1(t) = Kq1.x4(t) + Kaaxa(t)xa(t) ; X'a(t) = ka1.Xa(t) + kaoXq(t)xa(t) , (7.47)

kde k11, K12, K21, koo > 0. Protoze z definice (7.47) plati, ze x’4(t) > 0 a x’»(t) > 0, znamena to, ze obé
populace neohranitené rostou, coz pfili§ neodpovida realné situaci. Realistické modely musi sice na
jedné strané demonstrovat vzajemny uzitek pro vSechny zu€astnéné populace, ale sou¢asné musi mit
kladny stabilni rovnovazny stav, at jiz odpovidajici neproménnému feseni nebo limitnimu cyklu.
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Nejjednodussi variantou modelu vyjadfujiciho vzajemné prospéSnou interakci dvou ridznych
populaci, ktera splfiuje vySe uvedené pozadavky, je model zahrnujici vnitrodruhovou konkurenci podle
logistické rovnice. Tedy plati

X1 (t)= p1.X1(t)_[1 _ x4(t) by xz(t)j ;

Ki K,
(7.48)
t t
X'z (t) = p2-X2(t).(1 _’%()Jr by X};(Z )] |

coz jsou rovnice velice podobné vztahum (7.36) a (7.37) - li§i se pouze znaménky pred tfetim, po-
slednim &lenem v zavorkach. | pouzité konstanty maji tyz vyznam.

PouZijeme-li navic tychZ normalizaCnich Uprav jako v pfipadé konkurenénich populaci, tj. vzta-
hu (7.38), dostavame

du
d—1:U1-(1—U1 +aqp.Up)=fi(ug,uy);
dJ (7.49)
d_::R.uZ.(1—UZ +az1.U1):f2(U1,U2).
Standardni analyzu za¢neme uréenim rovnovaznych stavu - (0; 0), (0; 1), (1; 0) a (u1*; uz*), kde
Uy =/—; Uy =/—"—, 7.50
1-appay 1-aqzay ( )

které jsou kladné za pfedpokladu, Ze 1 - aj,az1 > 0. Vypocéteme-li pro soustavu (7.48) matici komunity
a jeji vlastni Cisla pro kazdy z rovnovaznych stav(, zjistime, Zze stavy (0; 0), (0; 1) i (1; 0) jsou nesta-
bilni - bod (0; 0) je ryze nestabilni, body (0; 1) a (1; 0) jsou sedlové body.

Us 1‘.“24'02/1“1 =0 (a) sy (b)
f2 <O// /
/
\/-/" \ //
V/ uz. ‘ /// .
// 1-u +appuy =0 N // \
e -
1 h>g - 1 /
“fi<0
P /,K . A/
0 1 Ug . 1 ul 1]

Obr.7.10 Stavové trajektorie normalizovaného modelu pro dvé spolupracujici populace s logistickym omezenim
podle (7.48) - a) neohraniceny rast u; — oo, U, — co v oblasti mezi stavovymi pfimkami pro 1 - a;,a»; < 0;
b) vSechny trajektorie sméruji do stabilniho stavu S pro 1 - as,a; > 0

Pro 1 -ajaz <0 jsou v kladném kvadrantu a na jeho hranicich pouze tfi rovnovazné stavy,
v8echny nestabilni a soustava se chova neohrani¢ené (obr.7.10a), tj.vzajemna spoluprace je tak velka
(ar2a21 > 1), ze vede k nekontrolovatelnému, neohraniCenému ristu obou populaci. Naopak, kdyz 1 -
aaz > 0, je v kladném kvadrantu i posledni stav (u4 ; uy ), ktery je jak plyne z analyzy vlastnich Cisel
matice komunity stavem stabilnim (obr.7.10b). V tomto pfipadé vSechny trajektorie v kladném kvad-
rantu sméfuji dou; > 1au, >1. Toznamena, ze x; >K; a x >K», to jest vysledna rovnovazna uroven
u obou populaci je stabilni a vy$Si nez jejich maximalni limitni hodnota v pfipadé, ze ziji v izolaci.
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8. EPIDEMIOLOGICKE MODELY

8.1. ZAKLADNI EPIDEMIOLOGICKE MODELY A JEJICH VYUZITI
8.1.1. ZAKLADNi KONCEPT

Matematické modely Casoprostorového Sifeni infekénich chorob pomahaji odhalit pficiny vzniku
a nejCastéji epidemického’ Sifeni téchto chorob. Kromé klasického pouZiti mohou byt epidemiologické
modely pouzivany i pro modelovani principialné blizkych procesU jako je Sifeni ohné, invaze rostlin do
neobsazeného prostoru, dynamika potravinového fetézce, apod.

Zacnéme konstrukci a analyzou jednoduchych deterministickych modell jedné populace. Pred-
pokladejme, Ze v dané uzaviené populaci o N jedincich se v daném &asovém okamziku t nachazi S(t)
dosud zdravych, nemoci ohrozenych jedinc(, I(t) infikovanych, tj. nemocnych, resp. aktivné nemoc
prenasejicich osob a R(t) osob, ktefi jiz chorobu nemaiji a jsou odolni, rezistentni vici dalsi nakaze -
zvySenou imunitou, izolaci, smrti?. Dale predpokladejme, Ze:

e se nemoc Sifi kontaktem mezi infikovanymi a zdravymi, ohrozenymi jedinci;
e choroba nema latentni obdobi, tj. nemoc se za€ne vyvijet bezprostifedné po infikujicim kontaktu;

e populace je homogenni, tj. v8ichni ohroZeni jedinci jsou stejn& ohroZeni a vSichni infikovani jsou
stejné infekéni a pravdépodobnost setkani jakychkoliv dvou jedincl v populaci je stejna;

e populace je autonomni, tj. ma konstantni velikost - nepfedpokladame ani narozeni novych jedincu,
ani migraci a vSichni zemfreli jsou zahrnuti do skupiny osob R(t), které jiz nemoc absolvovali. Tedy
plati, ze

S(t) + I(t) + R(t) = N = konst. (8.1)
8.1.2. MODEL SIR

Model zaloZzeny na existenci vSech tfi vySe uvedenych kategorii osob v populaci nazyvame mo-
delem SIR. Matematicka konstrukce modelu vychazi z pfedpokladu, Ze:

e je narlst infikovanych jedinct je umérny poétu ohrozenych a infikovanych jedincd, tj. ~ r.S(t).I(t),
kde r > 0 je konstantou umérnosti. Ohrozenych osob stejnou rychlosti ubyva.

¢ rychlost s jakou ubyva infikovanych jedinct (vylé€enim, umrtim) je imérna poctu infikovanych
osob, tj. ~ a.l(t).

e inkubaéni doba je zanedbatelng;
e populace je natolik velka, Ze vyvolané zmény |ze povaZovat za spojité.

Za téchto prfedpokladd je matematicky Kermackdyv - McKendrickiiv model definovany tfemi dife-
rencidlnimi rovnicemi popisujicimi dynamiku jednotlivych dil€ich kategorii.

S'(t) = -r.S(t).I(t) , S(0)=S,>0; (8.2)
I(t) = r.S(t) - a.l(t) 1(0)=1,>0; (8.3)
R(t) = a.l(t), R(0) =R, =0, (8.4)

kde r> 0 je rychlost Sifeni infekce (pravdépodobnost nakazy) a a> 0 je rychlost 1&€eni, tj. pohybu
z kategorie I(t) do kategorie R. Zatimco parametr r popisuje miru infek&nosti choroby (zda se pfenasi
snadno ¢i ne) a kvalitu preventivnich opatfeni ve spole€nosti (izolace nemocnych, preventivni |éky a
pfipravky, uroven hygieny, zajmu spole¢nosti a védomostech jejich ¢lend, ...), parametr a charakteri-
zuje miru vaznosti choroby a technologické i organizacni prostiedky pro Ié€eni choroby.

Kermack(v - McKendricklv model je naprosto zakladnim prostfedkem analyzy dynamiky Sifeni in-
fek&nich chorob, ktery nezohlediuje, resp. zjednoduSuje nékteré elementarni skuteénosti, spojené
s existenci a funkci jakékoliv spolecnosti (napf. porodnost a umrtnost zdravych jedincu, je-li doba
nemoci srovnatelna s dobou jednotlivych Zivotnich etap ¢lovéka, vékova struktura ve sledované popu-

! Epidemie - nahly zrod a rychlé a hromadné Sifeni infekéni choroby v populaci
2 Oznageni jednotlivych kategorii osob vychazi z jejich anglickych nazvl: Susceptible - nachylny, vystaveny urci-
tému vlivu, ohrozZeny; Infective - infekéni; Removed - odstranény.
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Obr.8.1 Blokové schéma Kermackova - McKendrickova modelu

laci, inkubacni doba nemoci, ...). Pfesto jeho analyza dokaze odpovédét nékteré zasadni otazky spo-
jené s pribéhem a Sifenim infekénich chorob.

Kli€ovou, zakladni otazkou jakékoliv epidemiologické situace je, zda se bude pro dané parame-
try modelu (spolecnosti) a pocatecni vychozi podminky nakaza Sifit a jak. DalSi otazky mohou byt, jak
vazna bude epidemie, tj. jaké maximalni hodnoty nabude stav skupiny infikovanych, jak se bude vyvi-
jet stav kategorie R, zejména, je-li choroba smrtelna, apod.

Na charakter vyvoje infekce mizeme usoudit z prabéhu feSeni rovnice pro I(t). Z rovnice (8.3)
plyne, Ze stav kategorie infikovanych roste nebo klesa

I,(t)|t=0 = |o.(r.So - a) ><0, (85)
podle velikosti vyrazu v zavorce, tj. podle toho, zda
So><alr=p. (8.6)

Stav skupiny ohroZenych S(t) nemuze podle (8.2) rust, tj. S'(t) < 0 a tedy S(t) je pro jakykoliv
Cas t menSi nez Sy. Proto, je-li Sp < alr, je i

I'(t) = 1.(rS - a) < 0 pro jakykolivas t>0. (8.7)

Tedy funkce I(t) je v tomto pfipadé klesajici, tj. Io > I(t) - 0 pro t —» o, cozZ znamena, ze infekce
odezniva, epidemie nepropukne. Na druhé strané, pokud Sy > a/r, potom skupina I(t) nejdfive roste,
tedy infekce se zacina Sifit.

Vyjadfime-li chovani modelu SIR ve stavové roviné Sl, dostavame z poméru rovnic (8.3) a (8.2)
vztah

dl (rS-a).l p a
— =T -1+, p=—, (120). .
ds (S tgr Py (70 (88)
Integraci tohoto vztahu dostavame
I +S - p.In(S) = konst. = Iy + Sg - p.In(Sy), (8.9)

z Cehoz plyne, ze
[+ S =1lg+ Sg-p.In(Sp) + p.In(S) = lg + Sp - p.(IN(Sp) - In(S)) . (8.10)

Ponévadz S<Sy je 1+S<Iy + Sy a dale
protoZze pocateCni hodnota Ry=0, je
z podminky o uzavienosti sledované popula-
ce Sp+lp=N. Tedy 0<1+S<N. Stavové
trajektorie pro tento pfipad jsou zobrazeny na
obr.8.2.

Pokud propukne epidemie je dulezité
védét, jak bude silné - jinymi slovy, jaky bude
maximalni poc&et infikovanych. Z rovnice (8.3)
bude I(t) maximalni, kdyz I'(t) = 0 a to bude
pro S = a/r=p. Dosadime-li tuto rovnost do
(8.9) mame

B N

N
S

Obr.8.2 Stavové trajektorie modelu SIR v roviné Sl
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lmax = p-In(p) - p + lo + Sp - p.In(So) = - p + p.IN(p/Sp) = N - p + p.In(p/Sy). (8.11)

Pro jakékoliv poCateéni hodnoty |y a Sg > p zadina stavova trajektorie na pfimce spojujici body

(0, N) a (N, 0) a stoupa k vy$Sim hodnotam I(t), pfi¢emz narlst nemusi byt nijak vyrazny, kdyz I, je

blizké .. Naopak, je-li Sg < p, hodnoty I(t) pro rostouci t hned klesaji a tim padem se zadna epide-
mie neobjevi.

Sledujeme-li chovani systému ve stavové roviné RS, dostavame z poméru rovnic (8.2) a (8.4)

ds S
daR _E (8.12)
a z toho plyne, ze
S = Sp.exp[-R/p] > Sg.exp[-N/p] > 0 (8.13)
a dale
0<S(o)<N (8.14)

Ve skuteCnosti, podle obr.8.2 je situace jesté specifitéjsi, protoze zde plati, ze 0 < S(x) < p.
Protoze I(«) = 0, plyne z rovnice (8.1), ze R(«) = N - S(«) a dale z (8.13) je

S(«0) =S,. exp{— @} =S,. exp{— N_—S("O)} (8.15)
P P
a odtud je S(x) kladnym kofenem 0 < z < p transcendentni rovnice
So.exp{—N_Z}:z. (8.16)
p

Celkovy pocet nakazenych jedincu potom je
loeik = lo + Sg - S(0) . (8.17)
Dulezitym disledkem této analyzy je zavér blizky skute¢né situaci a to, ze epidemie ustupuje
nikoliv nedostatkem nakazeni schopnych jedinc(, ale slabosti infekce.

V praxi se nékdy obtizné zjiStuje jaky je pfirGstek mnozstvi infikovanych jedincud, zato jsou
znamy udaje popisujici dynamiku kategorie rezistentnich R(t). Pokusme se proto urcit analytické vzta-
hy popisujici tuto dynamiku. Z rovnic (8.1). (8.4) a (8.13) plati

R'(t) = al(t) = a.(N - R(t) - S(t)) = a. (N - R(t) - So.exp[-R(t)/p]), R(0)=0. (8.18)
Tuto rovnici Ize fesit i analyticky, ale feSeni neni pfili§ pohodiné a pfijemné, proto se zpravidla
feSi numericky. Pokud neni epidemie pfili§ rozsahla, tj. pomér R/p je pomérné maly, tj. R/p <1, mi-

zeme rovnici (8.18) zjednodusit rozvojem exponencialniho ¢lenu do fady a zanedbanim ¢lend vy$siho
fadu a tim zpusobem dostavame

R? |
R aIN-s, +(S_0_ j_R_So (8.19)
dt p 2p2

a feSeni této diferencialni rovnice ziskame ve tvaru

_p? (So j aat ] 8.20
R(t)_g. ?—1 +a.tgh(7— j (8.20)
kde
) 112 »
[(8_1) m} ; L CYREY 821
P p a
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8.1.3. APLIKACE MODELU SIR 800

Epidemie chfipky na anglické chlapecké
internatni Skole

pocet Zaka

V roce 1978 byl popsan pfipad chfipkové
epidemie na jedné z anglickych chlapeckych inter- 5001
natnich Skol, kterou zpulsobil jeden nakazeny zak z
celkového poétu 763 zaku, z nichz 512 béhem 14 400+
dni onemocnélo. Parametry modelu byly odvozeny
z realnych udajl o vyvoji onemocnéni. Pro simula- 300}
ci byly pouzity hodnoty N =763, Sq =762, lp=1,
r=2,18.10° den” a a= 0,44 den” (p =202). 2001
Vzhledem k hodnotam parametr(i, zejména vztahu
mezi Sy a p (Sp > p), byly splnény podminky pro
rozvoj epidemie a podle hodnoty poméru R/p se 0 T T
nejednalo o malou epidemii. Casovy vyvoj real- t [dny]
nych poctu infikovanych zakd a teoretickych pri-
béhli pro skupiny S(t) a I(t) podle Kendrickova - Obr.8.3 Viyvoj chiipkového onemocnéni na anglické
McKermackova modelu SIR jsou na obr.8.3. chlapecke internatni skole

Epidemie moru v Bombaji 1905 - 1906

100f

Qo

(=3

o
1

ProtoZe vétSina téch, ktefi onemocnéli také
zemfeli, byly v novinach publikované udaje o poctu
zemrelych bé&hem jednotlivych tydn( epidemie
pfiblizné povazovany za pfirdstek do kategorie
rezistentnich, tj. dR/dt. Vzhledem k celkovému
poctu obyvatel Bombaje nebyla epidemie povazo-
vana za vaznou a pro matematicky model byla
vyuzita zjednoduSena verze vypoctu R a dR/dt.
Grafické vyjadfeni experimentalnich dat a teoretic-
kych pribéhd ziskanych pomoci zjednoduseného
SIR modelu je uvedeno na obr. 8.4. 200+

8.1.4. MODEL SI 100}

Ovéime, jakym zplsobem ovlivni chovani 510 15 20 25 30
modelu odstranéni posledni kategorie R vyléCe- —  t[tydny]
nych a rezistentnich jedincl (obr.8.5)

800}

700} .

pocet Umrti (=dR/dt)
O )
8 8 8
T T T

w

f=1

f==]
T

Obr.8.4 Srovnani experimentalnich dat popisujicich
epidemii moru v Bombaji (1905 - 1906) s teoretickymi
prubéhy uréenymi pomoci ziednoduseného modelu

Takto zjednoduSeny model Ize popsat sou-
stavou rovnic

(Y = _ . SIR.
S'(t)=-r. S(t).I(t), S(0)=S,>0; (8.22)
I'(t) =r. S(t).I(t), [(0)=1,>0;r>0
a diky autonomité populace je S(t) r |(t)
S(t) + I(t) = Sp + lp = N = konst. (8.23)

Po dosazeni do prvni rovnice (8.22) za I(t)
z rovnice (8.23) dostavame nelinearni diferencialni

e v Obr.8.5 Blokové schéma zjednoduSeného modelu S|
rovnici 1. Fadu

S'(t)=-r.S.(N-9S) (8.24)
tvarem podobna rovnici logistické. Jeji FeSeni je opét obdobné Feseni logistické rovnice
N.S
S(t) = 0 (8.25)
Sy +(N—S;).exp(rNt)

apro l(t) je
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I(t) = N.I5.exp(rNt)
"~ N+ly.[exp(rNt) - 1] °

(8.26)

Pribéh funkce I(t) je uveden na obr.8.6. Ze vztah( (8.25) a (8.26) i z obr.8.6 vyplyva, ze
tIim S(t)=0 a tIim I(t)=N, takze pro t — « budou vSichni jedinci nakazeni, coz je vyznamny, ale snad
—0 —>0

i ocekavany rozdil a krok zpét od zavéru dosazenych v pfipadé upiného modelu SIR.

Narust poctu infikovanych je zpo€atku exponencialni, ovSem se snizovanim poctu zdravych je-
dincu se rychlost pfibyvani infikovanych snizuje. Rlst ale stale pokracuje, dokud neplati | = N. KFfivka
ristu poctu infikovanych dl/dt, tzv. epidemicka kfivka (obr.8.7), je symetricka unimodalni kfivka
S maximem pro

1 (N-I, j
tmax = —-In : (8.27)
O rN [ lo
V tomto bodé je S =1 = N/2.
N=1000 50
a00 dlfdt |
It 8m 200 |
700 |
00 150 |
500 |
400 100 |
200 |
200 a0 |
100 |
DD 2 4 [ 8 10 DEI IDl 2 4 B 8 10
Obr.8.6 Casova zavislost feseni modelu Si Obr.8.7 Epidemicka kiivka modelu S|

8.1.5. MODEL SIS S KONSTANTNIiMI KOEFICIENTY

Neustaly rist poctu infikovanych,
jak jej realizuje zjednoduSeny model Sl Ize
omezit zavedenim zpétné vazby z katego- d
rie nemocnych I(t) do kategorie zdravych
S(t) - obr.8.8. Vtom pfipadé model pred-
stavuje stav, kdy prodélana choroba neni S(t) |(t)
smrtelna a soucasné jeji prodélani nevy-
tvafi vaci ni imunitu.

Pfedpokladejme tedy, Ze model je

. . . Obr.8.8 Blokové schéma modelu SIS s konstantnimi koeficien-
urcen rovnicemi

ty
S'(t) = - r.S(t).1(t) + a.l(t) , S(0)=8,>0; (8.28)
I'(t) = r.S(t).I(t) - a.l(t), [(0)=1,>0,
kde vyznam parametrtir > 0 a a > 0 je tyzZ jako v rov.(8.2) - (8.4), definujicich model SIR.
Déle standardné predpokladejme, Ze sledovanda populace je autonomni, tedy
S(t) + I(t) = S(0) + I(0) = N = konst. (8.29)
a po substituci do druhé rovnice v (8.28) za S(t) z (8.29) dostavame
) =r.(N-I).I-al=(N-a).l-rl (8.30)
pfipadné
I'(t) = .l -r.I% (8.31)

kde k¥ =r.N - a. Rovnice (8.31) ma feSeni
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I Kt N_ I (rN—a)t
() = klge (rN-a).lye

= = , prok=rN-a=0 (8.32)
k+lor(e =1)  (IN—a)+I,r(e™at —1)

Je-lix =r.N-a =0, pak ur€ime vztah pro I(t) z (8.32) pomoci I'Hospitalova pravidla

V limitni pfipadé prot —» « je
() =x/r=N-p, kdep=alr, prox>0,t.N>p (8.34)
a
l(0)=0, prox<0,.N<p (8.35) o s

Zavedena zpétna vazba ve zjed-
noduseném modelu zpusobila, ze v 'V
zavislosti na velikosti parametrd modelu
r a a dojde bud k uplnému vylé€eni po-
pulace nebo, v pfipadé Ze UspéSnost
IéCeni je mensi nez rychlost onemocné-
ni, k situaci, kdy bude v populaci ne-
mocnych pravé k/r = N - p jedincU.

8.1.6. MODEL SIS S CASOVE
PROMENNYMI KOEFICIEN-
TY

S vyskytem nemoci se v realnych
systémech zpravidla méni parametry
systému. Méni se povédomi spole€nosti
0 zavaznosti choroby, méni se epidemi-
ologicka opatteni, apod. Tuto proménli-
vost systému mlzeme vyjadfit zavislosti parametru modelu bud na stavu systému, pfipadné na Case.

0br.8.9 Casova zévislost feseni I(t) modelu SIS

V pfipadé ¢asové zavislosti parametrd modelu SIS je defini¢ni rovnice pro kategorii infekénich
jedincll (podle (8.30))

I(t) = [r(t).N - a(t)].I(t) - r(t).1(t). (8.36)

Reseni se v takto obecném tvaru analyticky obtizné hleda, proto uvazujme pouze pfipad s pro-
ménnym parametrem r(t). Za této podminky ma rovnice (8.36) feSeni ve tvaru

t
lo- exp[N. J-Or(u)du - at}

I(t) = (8.37)

|0.j; r(v)exp[N. jovr(u)du - av}dv i

Konkrétni prabéh funkce I(t) a jeji limitni hodnoty budou zaviset na prabéhu funkce r(t).

8.1.7. MODEL SIS S KONSTANTNiIM POCTEM PRENASECU

Pfena$ecli jsou osoby, které a€ nevykazuji pfiznaky pfenasené nemoci mohou kontaktem se
zdravymi jedinci tyto jedince nakazit. Tento model muze také slouzit v pfipadé, kdy je nemoc vyvolana
zprostfedkované nakazenym prostfedim, potravou, apod.

Nemoc se tedy §ifi jednak prostfednictvi, infikovanych nemocnych jedincd, jednak konstantnim
pocétem prenasecl. Plati tedy

I'(t) =r. SA)[I(t) + C] - a.l(t) = r.IN = I(t)].[I(t) + C] =

2 . . (8.38)
= —r.[1(t) = (N = C — p).I(t) = C.N] = —r.[I(t) = I 1.[I(t) = 1]..

Reseni této rovnice potom je uréeno vztahem
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13.c4.exp(l3.t) +15.c,.exp(-15. 1)

Kozl. ! J (8.39)
r cqpexp(ly.t)—cy.exp(-l,.1)
kde
N 1 2 12
iz =5 {(N-C-p)x[(N-C ) +40N] ] 8.40)
a
Cr=rlo+1ly, Co=rlo-1q. (8.41)

Rovnovazny limitni stav prot — « je
[(00) = c4/r (8.42)

pro vSechny hodnoty N a p. To znamena, ze v pfipadé konstantniho vlivu pfenasecl nekonverguje I(t)
k nule, tedy Sifeni epidemie neni fizeno.

8.1.8. MODEL SIR S VAKCINACI

UvaZme pfipad, kdy jsou nemoci ohroZzené osoby bud posileny ockovanim nebo se pfevadéji
do izolované karantény a necht je tento ubytek v ¢ase neménny (obr.8.10). Tehdy je mozné modifiko-
vat Kermackudv - McKendrick(v model tak, ze plati

S'(t) = -r.S(t).I(t) - 5 ; vit)

I'(t) = r.S(t).I(t) - a.l(t) ; (8.43)

R'(t) = a.l(t); S

e sty —— Iy 2| Rt
kde V(t) je poCet oCkovanych osob a pocCatecni [ ® (t)

podminky jsou S(0)> 0, I(0)> 0, R(0) =V(0) =0.
Rovnice popisujici ohranienost soustavy vtom

pfipadé nabyva podoby Obr.8.10 Blokové schéma modelu SIR s vakcinaci

S(t) + I(t) + R(t) + V(t) = S(0) + 1(0) = N = konst. (8.44)
Stavova rovnice pro rovinu Sl je
dl_ rkS-p) (8.45)
dS  rSI+8

Proto, podobné jako u zakladniho SIR modelu roste pocet infikovanych jedincl, kdyz S >p a
klesa, pokud S < p. Maxima nabyva infekce pro S = p. Charakter chovani tedy zlGstava zachovan, s
parametrem p se méni pouze dynamika zmén - s naristem hodnoty & se snizuje rychlost zmén jak pfi
nastupu, tak pfi odeznivani epidemie.

8.1.9. MODEL SEIR

AZ dosud uvedené modely nezahrnovaly inkubaéni dobu, kterd uplyne od nakazy do okamziku,
kdy se pfiznaky nemoci projevi. Tento pfedpoklad Ize pouzit, kdyZ latentni inkubaéni doba je relativné
kratka ve srovnani s dobou vlastni nemoci. Kdyz ale inkubacni doba nemoci je pomérné dlouha, na
pfiklad u détskych infekénich nemoci (zardénky, spala, pfiusnice, ...), je nezbytné model modifikovat
bud zavedenim zpozdéni nebo nové dilCi
kategorie téch, ktefi jsou jiz infikovani, ale
zatim nejsou infekéni. b

Zde uvazme druhou z uvedenych r
moznosti. Blokové schéma takového mo- S(t) E(t) -9 I(t) R(t)
delu je na obr.8.11. Model kromé jiz stan-
dardnich blokli a vazeb obsahuje mezi d ld ld ld
bloky S(t) a I(t) jesté blok nakazenych
(exposed) jedincu E(t) a dale zahmuje viv Obr.8.11 Blokové schéma modelu SEIR
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porodnosti (vstup do bloku S(t)) a pfirozené Uumrtnosti (dodate¢né vystupy ze vSech blokd). Tomu
odpovidaji stavové rovnice

S'(t) = b.N - (r.I(t) - d).S(t) ;
E'(t) = r.S(t).I(t) - (g + d).E(t) ;
I'(t) =g.E(t) - (a+d).I{t);
R(t) = a.l(t) - d.R(t) ,

kde b, r, d, g, a> 0 jsou parametry systému - b - relativni porodnost, r - rychlost Sifeni nakazy, d -
relativni umrtnost (pfedpoklada se stejna hodnota pro vS8echny kategorie modelu), g - pfevracena
hodnota inkubacéni doby, a - pfevracena doba priamérné doby trvani choroby. Uvedené parametry
muzZeme povazovat za konstantni, Casové zavislé v pfipadé sezonniho vyskytu sledované choroby,
pfipadné zavislé na stavu choroby.

(8.46)

Podminka autonomity systému je
S(t) + E(t) + I(t) + R(t) = S(0) + 1(0) = N = konst. (8.47)

8.2. MODELY VENERICKYCH ONEMOCNENI
8.2.1. NA UVOD

Sexualné pfenosné nemoci (napf. kapavka, pfijice, chlamydicky vyvolané zanéty mocového a
pohlavniho systému, AIDS, ...) maji oproti béznym infekénim nemocim nékteré ponékud odlisné cha-
rakteristiky:

e jsou omezeny témér vyhradné na sexualné aktivni ¢ast populace (kromé pfipad{l pfenosu choroby
z matky na dité);

e prenasecCi nemoci jsou Casto asymptomaticti, tj. bez zfejmych vnéjSich projevli nemoci, az do
pozdnich stadii nemoci;

e nevyvolavaji ttmér Zadnou imunitu vici prodélané chorobé;
e vzhledem k socialnimu tabu se obtiZzné ziskavaji Udaje o dynamice jejich pfenosu.

8.2.2. ZAKLADNI KRiZOVY MODEL

Protoze inkubacni doba pohlavnich nemoci je zpravidla velice kratka (napf. u kapavky 3 - 7 dni)
ve srovnani s celkovou dobou onemocnéni (kdy jsou pacienti infekéni), mizeme pouzit zakladniho
modelu SIR, resp. vzhledem k minimalni ziskané imunité jeho zjednodusenou verzi SIS, pfizpusobené
odliSnému zplsobu pfenosu mezi osobami v populaci.

PFi tvorbé modelu budeme predpokladat:

e pienos nemoci se bude uskuteCiovat mezi dvéma vzajemné se ovliviiujicimi skupinami ( hetero-
sexualni pfenos), které budeme povazovat za homogenni;

e stejné promiskuitni chovani u vSech muzd a zen.

Kazdou z obou ¢asti populace (muzi, Zeny) Ize rozdélit na zakladni tfi kategorie - S(t), I(t) a R(t).
Oznafme kategorie panské Casti populace Sy(t), a
Rp(t) a Sq4(t), a Ry(t) kategorie damské populace,
pfi¢emzZ pFenos choroby se uskutecriuje mezi Sy(t) a
la(t) @ Sq(t) a Iy(t). Zakladni struktura a vazby mezi I It a,
jednotlivymi skupinami jsou zobrazeny na obr.8.12. Sp(t) p( ) Rp(t)

V pfipadé, Ze je ziskana imunita zcela mini- "‘"x}f"
malni, neni tfeba uvazovat skupiny rezistentnich T
0sob a po vyléceni se v obou vétvich osoby vraceji r a
zpét do kategorii S(t) zdravych, ale ohroZenych S4(t) d 1(t) 95 Ry(t)

jedincll. Dil¢i schémata vtom pfipadé odpovidaji
modelu SIS, jak je uveden napf. v kap. 8.1.5. a vy-
sledné blokové schéma je uvedeno na obr.8.13.

0br.8.12 Upiné blokové schéma kfizového modelu
Sifeni pohlavnich nemoci
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Procesy podle uvedeného schématu charak-
terizuji stavové rovnice a,

Sp'(1) = - 1o Sp(Bl(t) + Bpl(t)

I (t) = rp.Sp(t)la(t) - aplp(t) ; I
p , p-2plt)ld plp (8.48) Sp(t) p |p(t)
Sq'(t) = - ra.Sq(t)lp(t) + agla(t) ;
lg'(t) = ra.Sa(t)lp(t) - agla(t) , ~ "“*-},_-:"’
-
kde rp, a,, ry, a4 jsou kladné konstantni parametry a -
dale plati, ze I,
So(t) * () = Ny ; Sdt) = Ll
PR P’ (8.49)
Sa(t) + la(t) = Ng
a poc¢atecni podminky jsou dqy
Obr.8.13 Blokové schéma zjednoduseného kfiZzové-
ho modelu Sifeni pohlavnich nemoci
Sp(0) = Spo; 16(0) = lpo; Sa(0) = Sao; 14(0) = leo. (8.50)

Ackoliv je dany systém 4. fadu, na zakladé rovnic (8.49) je mozné zredukovat pocet stavovych
rovnic na polovinu - bud pro veli€iny S(t) nebo I(t).

Pokud vyuZijeme druhé alternativy, dostavame rovnice
15'(t) = o N = 1o ()] la(t) - @plo(t) ; (1) = ra.[N - la()]Io(t) - acla(t) , (8.51)
které mohou byt analyzovany ve stavove roviné .
Soustava téchto dvou rovnic ma dva rovnovazné body
1" =1g1"=0 (8.52)

_NpNg —pppg i~ NeNa ~PpPg
- N .~ a2 =7 N

; (8.53)
Ng +pp Np +pg

lp2

kde p, = ap/rp @ pg = ag/rq. Kladné rovnovazné stavy tedy existuji jen kdyz

NaNp > popa (8.54)
coz nazyvame prahovou podminkou vzniku epidemie. Tu m{zeme psat i ve tvaru
N,.Ng :(rp.NpJ.[rd_NdJM (8.55)
pp'pd ap ad

Pokud je kazdy muz ohrozen nemoci, pak prvni ¢len v zavorce urCuje primeérny pocet muzd, ktefi byli
v kontaktu s nakazenou zenou béhem jeji infekéni doby a ekvivalentni vysvétleni plati i pro druhy clen.
Tyto hodnoty tedy znamenaji maximaini rychlost Sifeni infekce u muza, resp. zen.

Jaka je stabilita nalezenych rovnovaznych stavl tohoto systému?

Linearizaci soustavy (8.51) v okoli rovnovazného stavu I,1* = I41* = 0 dostavame matici dynami-
ky

A:{_ & rpr} (8.56)

raNg —ag
a pro jeji vlastni Cisla, ur€ené z rovnice

-a, -X rpr

=0, (8.57)
raNg —aq — A
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plati

112
1 2 NpNg

A2 :—E(ap +ag)t|(a, +aq)” +4a,a4 -1 . (8.58)
pppd

Je-li spInéna prahova podminka NgN, > p,pq, pak vlastni €isla 4 < 0 < A, a poCatek stavove ro-
viny l;le.je sedlovym bodem. Pokud neni prahova podminka splnéna, pak rovnovazny bod (0; 0) je
stabilni, protoZe obé vlastni Cisla jsou zaporna. V tomto pfipadé kladny rovnovazny bod (I, , l4, ) nee-
xistuje.

Kdyz kladny rovnovazny bod existuje, ij. je splnéna prahova podminka, pak linearizace sousta-
vy (8.51) vede na defini¢ni formuli vlastnich Cisel matice soustavy

—a, —fplgp — A roNp —Toly 0 (8.59)
rgNg —rglg —ag - rdlpz -\
coz vede na feSeni kvadratické rovnice
A2 +(a, +ay Tl +glin ) A+ [agrly, +acrg, +rrg(IN, +1 Ny)—a ay —r,ryN.N,]J=0. (8.60
p d p'd2 d'p2 /- d'p'd2 p'd'p2 p'd\'d'¥p p'Yd p9d p'd' ¥p'Vd '

Je-li jak vySe uvedeno spinéna prahova podminka, pak jsou realne Casti obou vlastnich Cisel zaporné
a rovnovazny stav (l2, lg2 ) je stabilni.

8.2.3. VICESKUPINOVY MODEL

Ackoliv je dany model obzvlasté jednoduchy, neni zcela nerealisticky. Napf. v pfipadé kapavky
zohledriuje mnohé uzite€né jevy jako je velka pomérna ¢ast nakazenych zen, které nemaji zietelné
pfiznaky choroby a tedy mohou snadno chorobu pfenaset. Na druhé strané v realném svéte existu;ji
velké rozdily ve vlastnostech ¢lend jednotlivych skupin - napf. ve skupiné infikovanych se parametry
mohou liSit v zavislosti na tom, zda jsou jednotlivé osoby symptomatické Ci asymptomatické, zda se
Ié¢i ¢i nikoliv, apod. Jiné déleni obou pohlavi mlze byt dle intenzity jejich pohlavnich kontaktd.

Existuje-li potfeba vyjadfit riizné vlastnosti dil¢ich skupin populace, pokusme se je do modelu
néjak zahrnout. Pfedpokladejme tedy nadale nasledujici Ctyfi skupiny pro obé pohlavi:
(i) velice aktivni asymptomaticti muzi a zeny;
(i) aktivni asymptomaticti muzi a zeny;
(iii) velice aktivni symptomaticti muzi a Zeny;
(iv) aktivni symptomaticti muzi a Zzeny.
Pokud je celkovy pocet muzud a Zen ve sledované populaci N, a Ng a obé subpopulace sexualné

aktivnich jedincl se skladaji z vySe uvedenych skupin, mizeme zastoupeni jednotlivych skupin vyjad-
fit pomérné tak, ze

N4+ N3+ Ns+N;=1; No+ Ngs+ Ng+ Ng=1, «161)
kde liché indexy oznaduji skupiny Zen a sudé indexy uvedené skupiny muzt a N;, i=1, 2, ..., 8, jsou
normalizované populaéni Cetnosti v jednotlivych skupinach.

Protoze pohlavni nemoci (kapavka) nevytvareji imunitu, Ize vystadit pouze se dvéma zakladni-
ma kategoriemi - infek&nimi I(t) a ohrozenymi Si(t) =1 - Ii(t), i =1, 2, ..., 8. Dale pfedpokladejme, ze
v§echny skupiny jsou homogenni, pokud jde o miru pohlavnich kontakt(. Pro kazdou skupinu necht D;
udava stfedni dobu onemocnéni. Z toho plyne, ze je Sance 1/D; na vyléCeni za ¢asovou jednotku a
rychlostni konstanta Ié€eni za ¢asovou jednotku je I/D..

Necht L; je pocet efektivnich kontaktd za ¢asovou jednotku mezi infikovanymi jedinci ze skupiny
j a jedinci z i-té skupiny. Protoze model reprezentuje pouze heterosexualni vztahy, musi byt

L; = 0 pro i +j sudé. (8.62)

Matici L = [Lj] nazyvame kontaktni matice. | kdyZ v redlu se vyskytuji urité sezénni zavislosti,
zde predpokladame, Ze prvky matice L jsou konstantni. Z toho plyne, Ze primérny pocet zdravych
osob ze skupiny i, které jsou za ¢asovou jednotku infikovany jedinci ze skupiny j je roven L;.(1 - I;).

Dynamiku poctu infikovanych v i-té skupiné pak miazeme vyjadrit diferencialni rovnici
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Jednim z hlavnich cild modelovani dynamiky Sifeni pohlavnich nemoci je nalézt a ocenit pro-
stfedky jak omezit moznost nakazeni a zvysit pravdépodobnost zachyceni nemocnych jedincu.
K vySetfeni Ize vyuzit dvou rozdilnych screeningovych metod - jednak vySetfeni pfimo zamérené na
urcitou skupinu osob s cilem najit osoby trpicimi pohlavnimi chorobami, jednak obecna preventivni
vySetreni.

Predpokladejme napf. ze C je parametr umérny poctu R; cilené vySetfovanych osob a tedy CR;
je rychlost s jakou jsou ve skupiné i cilené vyhledavany infikované zeny a dale necht EP; je rychlost
obecnych preventivnich prohlidek, kde E je jejich uc€innost a P; je velikost populace v i-té skupiné.
Potom rovnice (8.63) je modifikovana do tvaru

dm ) Z}Um UNl—N¢—C&—ER, (8.64)

pficemz razné metody fizeni prohlidek pfedpokladaji rizné hodnoty R; a C;. Za pfedpokladu, Ze jsou
organizovany pouze preventivni prohlidky (obecné i cilené) zen, pak mizeme definovat napft.

P,=R =IN, proi=1,3,5,7; (8.65a)

P,=R =0, proi=2,4,6,8. (8.65b)
8.3. MODELY PRENOSU VIRU AIDS
8.3.1. UVODEM

Virus HIV (Human Immunodeficiency Virus) vede ke ztraté imunity, popisované jako syndrom
ziskaného selhani imunity (AIDS - acquired immonodeficiency syndrome). Jsou-li detekovany
v organismu protilatky va¢i HIV, je pacient povaZovan za infikovaného, oznacuje se jako seropozitivni
nebo HIV pozitivni. HIV pozitivita je zpravidla zjist€na v pocateénim pfechodném stadiu (vyznamné
mnozeni jak virdl HIV, tak T bunék imunitniho systému), pfip. jiz v latentnim obdobi, kdy se
v organismu nachazi velké mnozstvi jak T bunék, tak vird HIV, pocet se vSak jiz vyznamné neméni.
Posledni stadium nemoci kon€ici smrti, se vyznacuje nadhlym prudkym poklesem poctu imunitnich T
bunék (témérf az k nule) s naslednym neomezenym rtstem poctu virtl HIV.

Schopnost viru napadat lidsky organismus a dosavadni dynamika Sifeni choroby hrozi pferist
do pandemického stadia (svétové epidemie), ne nepodobného pandemiim ¢erného moru v Evropé
v poloviné 14. stoleti. Studium choroby a dynamiky jejiho Sifeni v daném prostfedi proto mize napo-
moci omezit jeji zdravotni i socialni disledky. Pfi tvorbé modell dynamiky Sifeni a pfi sbéru experi-
mentalnich dat naraZime na mnohé nejasnosti a neurc€itosti s touto chorobou spojené:

e neznama délka latentniho obdobi nemoci (mésice, roky, ...?);
¢ vychozi a soucasna velikost séropozitivni ¢asti populace;

e epidemiologické parametry Sifeni (v homosexualni populaci, v heterosexualni populaci, z matky na
dité, krevni transfuzi, ...);

e socialni problémy pfi pofizovani dat vzhledem k riznym tabu spojenym s touto nemoci.

8.3.2. MODEL VYVOJE AIDS V HOMOSEXUALNi POPULACI

PFi konstrukci tohoto modelu se omezme na dynamiku Sifeni nemoci v homosexualni populaci
s proménnou velikosti N(t).

Predpokladejme, Ze do populace pfichazi z vnéjSiho prostfedi B novych, dosud zdravych jedin-
cu. Dale, necht x(t), y(t), a(t) a z(t) udavaji po¢et zdravych, infikovanych, nemocnych AIDS a séropozi-
tivnich, ale neinfekénich osob (obr.8.14). Protoze doba nemoci je srovnatelna s dobou Zzivota, prfedpo-
kladame v kazdé z vyjmenovanych kategorii umrtnost zptsobenou faktory nespojenymi s viastni ne-
moci s rychlostni konstantou p - pokud by se nemoc nevyskytovala, byla by dynamika populace zdra-
vych dana rovnici
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X'(t) = B - u.x(t), (8.66) B
coz vede k rovnovaznému stavu
X (t)=N(t)=Blu . (8.67) x(t) H

Umrtnost zplisobenou nemoci vyjadfuje
rychlostni konstanta d (typicky je doba nemoci cA
1/d pfiblizné 9 az 12 mésicu). Podobné jako ve i
vSech pred’chazejlvcmh modelechwpredvpoklaogame y(t)
homogenni prostfedi. V tom pfipadé muizeme

s vyuzitim principll kompartmentové analyzy psat
definiéni stavové rovnice modelu ﬁ, \1 -p).v
X'(t) = B - p..x(t) - c.A.x(t), (8.68)

n n
kde & = B.Y(t)N(Y), < a(t) z(t) ——

V(1) = cAx(t) - (v + p).y(t); (8.69) l
a'(t) = p.v.y(t) - (d + p).a(t); (8.70) d
Z{t)=(1-p).v.y@t) - p.z(t) (8.71)

Obr.8.14 Blokové schéma modelu dynamiky AIDS

N(t) = x(t) + y(t) + a(t) + z(t). (8.72)

Kromé jiz definovanych proménnych je A pravdépodobnost ziskani infekce od nahodného part-
nera (pficemz B je pravdépodobnost pfenosu viru), ¢ je pocet sexualnich partnerd, p je ¢ast séropozi-
tivnich osob, které jsou také infekéni a konec€né v je rychlostni konstanta propuknuti zavérecného
stadia nemoci (jeji pfevracena hodnota je proto rovna primeérné inkubacéni dobé nemoci).

Parametr A je pfesnéji definovan vztahem
A= ByO/x(A)+y(t)+z(t)], (8.73)
hodnota a(t) je ale o hodné mensSi nez N(t).
Pokud dosadime rovnice (8.68), (8.69), (8.70) a (8.71) do (8.72), dostavame
N’(t) = B - u.N(t) - d.a(t) . (8.74)

Epidemie vznika, pokud je zakladni reproduk&éni pomér nemoci, tj. podet sekundarné nakaze-
nych jedincu jednim infikovanym, Ry > 1. Ze vztahu (8.69), je-li do zdravé populace na pocatku sledo-
vani uvedena jedna infikovana osoba (x(0) ~ N(0)), mizeme psét

_ Boxt)

y'(t) N(t)

y(t) — (v +p).y(t)=(Bc—v—pn).y(t). (8.75)
Protoze v >> pu (primérna inkubacéni doba 1/v od zaéatku infekce do rozvoje nemoci je o hodné mensi
nez primeérna oCekavana délka zivota 1/u zdravych osob), Ize psat vztah (8.75) ve tvaru

y'(t) = (Bc—v).y(t) » v.(Ry —1).y(1), (8.76)

kde reprodukéni pomér R, je dan soucinem poétu sexualnich partnert ¢, pravdépodobnosti pfenosu
nemoci B a primérné inkubacéni doby nemoci 1/v. Pfiblizna prahova podminka pro rozvoj epidemie
tedy je

C
R, zBT>1, (8.77)

Po zacatku epidemie se populace vyviji do rovnovazného stavu daného rovnicemi

(v+u) N . (d+p).B-pN)

c.p pvd
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4 _B- uN’ S (1-p).(d+p).B-pN") ; (8.78)

pdu

N = BRIV +d+p) +vd(1-p)]
[v+p].[B(d+ 1) —pv]

Pokud linearizujeme popis chovani systému v okoli kladného rovnovazného stavu, Ize ukazat,
Ze stavove proménné modelu z poCatecnich hodnot sméfuji tlumenymi oscilacemi k ustalenému stavu
(x,y,a,z)s periodou oscilaci zavislou na parametrech modelu, ktera je pro realné hodnoty parame-
tra radové desitky let dlouhd. Na druhé strané je nepravdépodobné, Ze by béhem tak dlouhé doby
zUstaly parametry modelu konstantni.

Analyzou chovani modelu v ¢asnych stadiich epidemie mizeme ziskat nékteré informace o
vlastnostech systému v této fazi vyvoje nemoci. Protoze cela populace obsahuje v této dobé témér
vyhradné zdravé osoby x(t) ~ N(t) a v tom pfipadé se vyvoj subpopulace séropozitivnich osob Fidi
podle vztahu (8.76). Z toho je

y(t) = y(0).exp[v.(Ro - 1).t] = y(0).exp(rt) (8.79)

kde Ry je zakladni reprodukéni pomér, 1/v je primérna inkubacni doba a y(0) je pocCet infekEnich
osob, které vstoupily do populace na zacatku sledovaného obdobi rozvoje nemoci. Pocet infikovanych
se bude zvySovat pokud r = v.(Rq - 1) bude kladné, tj. Ry > 1. Z rovnice (8.79) mizeme stanovit ¢aso-
vy interval t4, za ktery se populace infikovanych zdvojnasobi, tj. y(ty) = 2y(0). Plati, ze

8.80
2 =exp(r.ty) = tq —r 2= M2 (8.80)
v.Ry 1)

Z toho logicky plyne, ze €im vétSi bude reprodukéni pomér Ry, tim mensi bude doba potfebna pro
zdvojnasobeni populace.
Dosadime-li vztah (8.79) pro y(t) do rovnice (8.70) urCujici dynamiku nemocnych AIDS dosta-
vame
a'(t) = pv.y(0).exp(rt) - (d + p).a(t) . (8.81)

ProtoZe v Casném stadiu rozvoje epidemie se v celé populaci nenachazi zadny nemocny
(a(0) = 0), ma feSeni zjednoduSeny tvar vychazejici pouze z velikosti pocatecni populace infikovanych
osob

exp(rt) — exp[(d + p). ]
r+d+p '

a(t) = pv. y(0). (8.82)

Konkrétni realizace tohoto modelu byla provedena pro experimentaini data popisujici vyvoj
AIDS v komunité homosexualnich a bisexualnich muz(, ktefi se I&Cili v letech 1978 - 1985 na klinice
s San Francisku. Hodnoty parametrd modelu uréené z experimentalnich dat byly

B = 13 333 rok™
w=1/32=0,03125 rok™

B =0,5rok™”
c=2
v=0,2 rok™
p=0,3

d =1 rok™

a predpokladané pocate€ni podminky x(0) =100 000, y(0) =1, a(0) =0, z(0) =0 a N(0) =100 000.
Priibéhy simulovanych funkci y(t) a a(t) popisujicich pocet infikovanych a nemocnych osob jsou uve-
deny na obr.8.15. Doba zdvojnasobeni po¢tu osob ve skupiné infikovanych (séropozitivnich) je

ty=—nz Wz In2 = 0,866 roku = 10,4 mésica. (8.83)

e o
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Obr.8.15 Prabéhy simulovanych funkci HIV séropozitivnich y(t) a AIDS ne-
mocnych a(t) jedinct pro populaci homosexualnich a bisexualnich muzd na
zapadnim pobrezi USA v letech 1978 - 1985.
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Obr.8.16 Prubéhy simulovanych funkci y(t) a a(t) pro tutéz populaci jako na
pfedchazejicim obrazku, pouze parametr urcujici pocet sexualnich partnert
byl zvysen na dvojnasobek (c = 4)

Ze simulacnich vysled-
ki na obr. 8.15, které pomér-
né presné vyjadfuji prabéhy
experimentalnich dat v pocat-
cich epidemie je vidét, Ze
pocet séropozitivnich jedincu
dosahuje maxima pfiblizné za
18 let po vstupu prvniho HIV
nakaZeného jedince do popu-
lace, maximum poc¢tu nemoc-
nych je jen ponékud madlo
opozdéno za maximem funk-
ce y(t). Diky relativné dlouhé
dobé vyvoje epidemie AIDS,
méfené v letech, je velice
pravdépodobné, Ze se béhem
vyvoje budou s Casem ménit i
hodnoty parametr(i, coz bude
zpusobeno jednak pfirozenou
genezi celé spoleCnosti, jed-
nak cilenou snahou ovlivnit
charakteristiky Sifeni nemoci
(socialni prevenci a plsobe-
nim na obyvatelstvo, vyvojem
novych lékl, apod).

Vliv zmény jednotlivych
parametrd  mohou ukazat
nové experimentalni simula-
ce. Napf. zvySi-li se pocet
sexualnich partnerd na dvoj-
nasobek (c=4) (obr.8.16),
pak maximum poctu séropozi-
tivnich jedincli se vyskytne po
podstatné kratsi dobé od
pocatku sledovani, kolem 8
let.

Ustalené stavy obou
veli¢in nezavisi podle vztah(
(8.78) na poctu partnerq,
ztoho plyne, Ze zkracena
doba vyskytu maxima funkci
y(t) a a(t) poctu infikovanych
a nemocnych jedincu je jed-
nim z nejdulezitéjSich simu-
lacnich  vysledkl, Fikajici
napf. kolik €asu zbyva pro
vyvoj novych IéCiv.

Pfes svou jednodu-
chost model odpovida pozo-
rovanim v muzské homose-
xualni komunité a simulaéni
experimenty s timto modelem
mohou iniciovat nové otazky,
fidici dalSi sbér experimen-
talnich dat, definujici dulezi-
tost informace v datech, ktera

jsou jiz k dispozici, pfipadné vést ke konstrukci komplikovanéjsich modelt, zahrnujicich slozitéjsi spo-
lecenskeé i medicinské vztahy, napf. vliv heterosexualnich jedincl na Sifeni choroby, atd.
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9. TEORIE KATASTROF
9.1. UVODNI POZNAMKY

Chovani velké vétsiny realnych systému Ize popsat rozumnymi spojitymi funkcemi a tim padem
jsou jejich kvantitativni modely zaloZzeny na popisu tohoto chovani pomoci diferencialnich rovnic.
Nicméné i ve tfidé takto se chovajicich systému se vyskytuji takové, v nichZ pomala zména fidicich sil
(v Sirokém, nejen fyzikalnim smyslu) zpasobuje nahlé, katastrofické zmény stavu.

Matematicka teorie katastrof se snazi vytvofit nastroje pro popis chovani systému s timto dru-
hem chovani. Je zaloZzena na matematické topologii, kter4d se zabyva vlastnostmi obecné multidi-
mensionalnich ploch, popisujicich rovnovazné stavy studovanych systému. Pfestoze je jeji matema-
ticky i heuristicky aparat velice slozity (dikaz zakladni Thomovy véty zabira kolem sta tiskovych
stran), je jednim z hlavnich rysul této teorie nazornost interpretace vysledki aplikaci v biologii, medici-
né&, psychologii, sociologii, ekonomice i fyzice.

9.2. ZAKLADNI PRINCIPY A PRIKLADY
9.2.1. MODEL AGRESIVNIHO CHOVANI

Agrese v chovani mnohych zivo¢iSnych druh(l je ovliviiovana dvéma rliznymi antagonistickymi
vlivy. Uvedme pfiklad psa. Ridicimi konfliktnimi faktory, ovliviiujicimi chovani ps(, jsou strach a vztek
(stupen vzruSeni) - obr.9.1. Je-li pfitomen pouze jediny z uvedenych faktoru, Ize chovani psa predvi-
dat relativné snadno. PFi podrazdéni, kdy neni divod pro strach, Ize o&ekavat agresivni chovani, resp.
utok. Naopak, boji-li se pes bez souasného provokovani, agrese je nepravdépodobna a pes pfi stup-
flovani strachu nejspise uteCe. Predikce chovani je podobné jednoducha i v pfipadé, kdy schazi jaky-
koliv z obou stimull, pes se bude chovat neutralné bez jakéhokoliv extrému. Kdyz se ale boji a sou-
Casné je vydrazdén, jsou oba fidici faktory v pfimém konfliktu a jednoduché modely chovani selhavaji
- nejméné pravdépodobné je, Ze pes zlistane neutralni, naopak Ize o€ekavat bud nahly uték nebo
nahly utok tak, jak je znazornéno pomoci funkce hustoty pravdépodobnosti na obr.9.2.

Pozadované chovani psa ovlivnéné dvéma Fidicimi faktory - straSenim a drazdénim - Ize popsat
modelem podle obr.9.3. Plocha chovani, zahrnujici vSechny mozné formy od utéku pres obavy, ne-
utralitu az k riznym stupnam agrese, je definovana nad fidici rovinou, definovanou kartézskym sougi-
nem obou fidicich parametrt. Kvalita pravdépodobného chovani je tedy charakterizovana hodnotou

M\\ AGRESIVITA {h(}\r\
(3

~.

%

STRACH

Obr.9.1 Projevy bojiciho se a agresivniho psa
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Obr.9.2 Hustota pravdépodobnosti chovani za
pritomnosti riznych forem ovlivnéni psa

na y-ové vertikalni ose modelového prosto- Obr.9.3 Model chovani psa

ru. Velka ¢ast plochy chovani definuje typ

chovani jednoznacéné, ve stfedni Casti se vSak na ploSe chovani vyskytuje sklad, jehoz horni a dolni
list reprezentuje dvé rozdilné, viceméné stejné pravdépodobné formy chovani, stfedni ¢ast skladu pak
chovani nejméné pravdépodobné, v tomto pfipadé chovani neutralni. Smérem k pocatku fidici plochy
se sklad zuzuje az zcela zanika. Pramét obou hran zahybu plochy chovani do fidici roviny vymezuje
v fidici roviné mnozinu hodnot Fidicich faktor(i, pro které existuje viceznaéné chovani. Protoze pro
hodnoty na prumétové kfivce dochazi ke kvalitativni zméné charakteru chovani systému, nazyvame ji
bifurkacni kfivkou. Protoze bifurkacni kfivka ma tvar vrcholu s hrotem sméfujicim k po¢atku fidici rovi-
ny, nazyvame model tohoto typu katastrofou typu vrchol (angl. cusp).

Je-li pes rozdrazdén, ale pfitom se zvySuje uroven strachu, jeho chovani sleduje zprava doleva
trajektorii A, ¢emuZ odpovida pozvolné snizovani agresivity psa az do okamziku, kdy se trajektorii
dostava na hranu zdhybu. V té chvili se s pfechodem na spodni ¢ast plochy chovani charakter chova-
ni nahle méni, pes utika. V opacném pfipadé, tj. kdyZ je pes ustraden a sou€asné je drézdén, méni se
chovani podle trajektorie B. Nejdfive se pomalu zmen8uje strach az trajektorie pfichazi ke hrané za-
hybu, kde se opét radikalné méni forma chovani psa, pes zautoci. Je-li pocatecni stav psa neutralni a
uroven straseni i drazdéni je pfiblizné stejna, pohybuje se charakter chovani po jedné z trajektorii C.
Zda to bude trajektorie v horni nebo dolni ¢asti plochy chovani kriticky zavisi na pocate¢nich podmin-
kach a hodnotach obou fidicich faktort - v tomto pfipadé malé odchylky v po€atecnich podminkach i
zpusobu fizeni muze zpusobit vyznamné odchylky ve vysledném chovani - chovani je divergentni.

Konstrukce tohoto modelu vychazi ze zakladni deterministické hypotézy - chovani psa muize
byt predikovano na zakladé znalosti jeho emoéniho stavu - vyjadifeného napf. vyrazem jeho tvare,
postoje, forem chovani (Stékani). Popis funkce modelu vSak ukazuje, ze existence bimodality neu-
moznuje predikci stavu pouze na zakladé statické informace, nybrz pouze okamzitého stavu spolu se
znalosti nedavné historie vyvoje emoci psa.

9.2.2. MODEL FINANCNIHO TRHU

Model vyuzivajici katastrofy typu vrchol Ize pouzit i na vysvétleni proces(i spojenych s obcho-
dovanim na burze. V tomto pfipadé pojmy jako byc&i €& medvédi trh (angl. bull market, resp. bear mar-
ket) naznaCuji dvoji typ charakteru trhu a burzovni krach Ize nepochybné vysvétlit pomoci katastrofic-
kého pfechodu z jednoho stavu trhu na druhy.PFi konstrukci modelu je nezbytna mala modifikace. Osy
fidicich faktor( se nebudou rozbihat podél zahybu, jak tomu bylo v pfipadé modelu chovani, ale jedna
soufadnicova osa bude prochazet pfimo stfedem bifurkacni oblasti (faktor Stépeni - narust jeho hod-
noty zplsobuje progresivni divergenci mezi hornim a dolnim listem plochy chovani) a druha osa bude
kolma k prvni (normalni faktor - pro malé hodnoty faktoru Stépeni se se zmé&nami hodnot normainiho
faktoru méni chovani modelu spojité) - obr.9.4.
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Jako normalni faktor pouzijeme pfe-
sah poptavky na trhu. V pfipadé faktoru
Stépeni je situace ponékud komplikovanéjsi,
pouzijme pomeér velikosti spekulaéniho a
dlouhodobého trhu. Kone¢né plochu chova-
ni definujme rychlosti zmén indexu burzov-
nich cen. Trh s rostoucim indexem je byci
trh a klesajici index cen reprezentuje med-
védi trh, ktery se nachazi v dolni &asti plo-
chy chovani.

Trh s pfesahem poptavky a s vyso-
MEDVEDI TRH ‘ kym procentem spekulaéniho kapitalu se
: WDEX . nachdazi v horni &asti plochy chovani. V tom
RYCHLOST ZMENYL ) pfipadé burzovni krach muze byt zplsoben
O B0 DX (R CarcrouY vlivy, které snizi poptavku tak, Ze trajektorie

& ’ prekro¢i hranu zahybu funkce chovani. Fi-
nan¢ni pad je tim vétsi, ¢im vétsi je podil
spekulaéniho kapitalu.

SPEKULATIVNI KAPITAL 5
(FAKTOR STEPENI) /2

Na druhé strané je otazka, proc je na-
sledné obnoveni trhu zpravidla pomalé, pro¢
nedochazi k inverzni rychlé zméné charak-
teru trhu. Moznym vysvétlenim je fakt, Ze
charakter chovani pusobi zpétnovazebné na fidici faktory. Pad trhu omezuje spekulace a posiluje
dlouhodobé investice, tim se sniZuje velikost faktoru Stépeni a trh se posouva do oblasti, kde nema
bimodalni charakter. S rlistem dlvéry se zvySuje poptavka a index cen pomalu a spojité zacina rust.
To prispiva k narlistu spekulac¢nich a potlac¢eni dlouhodobych investic a trzni cyklus se uzavira.

Obr.9.4 Model burzovniho trhu

9.2.3. ZEEMANUV STROJ NA KATASTROFY

Jak bylo uvedeno vySe vétSina aplikaci teorie katastrof je z oblasti biologie &i socialnich véd, ale
existuje i velké mnozstvi pfikladl z fyziky &i technickych véd.

Zarizeni (obr.9.5) se sklada z kruhového otoéného disku, na jehoz okraj jsou pfipevnéna dvé
pruzna (gumova) vlakna. Konec jednoho z vlaken je pfipevnén v néjakém bodé roviny disku, zatimco
konec druhého vilakna je v této roviné volné pohyblivy. Poloha pohyblivého konce je v roviné uréena
dvéma soufadnicemi, které povazujeme za fidici faktory, a stav stroje je popsan rovnovaznou polohou
disku, definovanou uhlem jeho natoceni.

Pohybujeme-li volnym koncem v fidici roving€, méni se vétsSinou i uhel nato€eni disku spojité. V
nékterych pozicich ale disk pfi malé zméné polohy Fidiciho bodu nahle vyznamné zméni svou rovno-

'
'
1
1
1
1

PEVNY BOD ' BIFURKACN

| MNOZINA

= - - )
PRUZNE VLAKNO RIDICi BOD;

/ '
PRUZNE VLAKNO \i,

Obr.9.5 Princip Zeemanova stroje na katastrofy

LOKALNI
A MAXIMUM ‘ B
\ . o{KOK
INFLEXNI o \e
o /ABsOLUTNINY BOD el

ENERGIE—>

Obr.9.6 Vyvoj energetické funkce popisujici chovani Zeemanova stroje na katastrofy
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vaznou pozici. Budeme-li zakreslovat mista
fidicich bodd, ve kterych byly vyvolany nah-
&6 zmény rovnovazné pozice disku, dosta-
neme konkavni uzavienou kfivku hvézdico-
vého tvaru se Ctyfmi vrcholy. Je-li fidici bod
vné oblasti vymezené kiivkou, ma disk jedi-
nou rovnovaznou polohu a pfi zméné polohy
fidictho bodu se uUhel natoCeni disku méni
spojité. Je-li naopak fidici bod uvnitf kFivky,
ma disk dveé stabilni rovnovazné polohy a ke
skokové zméné uhlu nato€eni dochazi pra-
vé kdyz fidici bod pfechazi z vnittku bifur-
kacni kfivky ven.

4 UHLOVA POLOHA L ) ..
AR % Pro vysvétleni tohoto jevu pouzijeme
RIiZENi e \ U energetickou funkci, reprezentujici elastic-
BIFURKAGNI MNOZINA « - N kou energii vldken v zavislosti na uhlové
: I ' vychylce (tuto funkci Ize analyticky vyjadfit
= — = pomoci Hookova zékona) - obr.9.6. Rovno-
vaha disku nastava vzdy tam, kde ma ener-
getickd funkce minimum. Energeticka funk-
ce ma tyz vyznam jako hustota pravdépo-
dobnosti charakteru chovani €i stavu trhu ve dvou vySe uvedenych modelech.

PLOCHA

Obr.9.7 Model chovani Zeemanova stroje na katastrofy

Predpokladejme, Ze se fidici bod pohybuje ve sméru kolmém ke spojnici stfedu disku s mistem
fixace prvniho pruzného viakna. Kdyz lezi fidici bod vné oblasti ohraniené bifurkacni kfivkou, ma
energeticka funkce jedno minimum. Naopak, kdyzZ je tento bod uvnitf kfivky, ma energeticka funkce
dveé lokalni minima oddélenych lokalnim maximem. V krajnich bodech na bifurkaéni kfivce splyva jed-
no z lokalnich minim s maximem a vznika inflexni bod. Pohybem po pfimce AB je disk nejdfive
v minimu a teprve prichodem bodem B pfejde skokem do druhé rovnovazné polohy. Existenci obou
minim uvnitf bifurkani kfivky Ize ovéfit vnéjSim zasahem, pfiCemz sila potfebna pro pfevedeni do
nové rovnovazné polohy se zmensSuje se zmensovani vzdalenosti fidiciho bodu od bodu B. Lokalni
maximum energetické funkce predstavuje tfeti rovnovazny, nestabilni stav stroje, ktery ve stavové
reprezentaci (obr.9.7) pfedstavuje vnitini nestabilni ¢ast zahybu.

9.2.4. MODEL FAZOVEHO PRECHODU

DalSim pfikladem pouziti teorie katastrof je model fazového prechodu latky z kapalného do
plynného skupenstvi podle van der Waalsovych rovnic, vyjadfujicich hustotu latky jako funkci teploty a
tlaku. Horni ¢ast stavové plochy predstavuje kapalné skupenstvi, dolni ¢ast plochy skupenstvi plynné
a dva katastrofické prfechody reprezentuji var a kondenzaci. Hrot vrcholu je kriticky bod, ve kterém
existuje kapalina a plyn soucasné. Pfecho-
dem kolem zahybu se mulze kapalina pfe-
ménit na paru bez varu.

Za vyjimecnych okolnosti se mize fy-
zikalni systém pohybovat po celé stavové
ploSe az k obéma okrajim zahybu - kapali-
na maze dosahovat teplot mnohem vysSich e
nez je teplota varu a para mize existovat i 1ScUTINA (METASTABILND
za teplot nizSich nez je rosny bod. Takovych R
pomérl se pouziva v bublinovych a miznych
komorach pouzivanych pfi detekci elemen-
tarnich castic hmoty. OvSem za béznych
podminek nastava var a kondenzace pfi
stejné teploté a tlaku, coz reprezentuje fez
defini€énim zahybem. Existenci zbylych &asti
zahybu, reprezentujicich metastabilni stav
supersaturované kapaliny, resp. plynu po-
moci zakona Maxwellova vedeni.

9.3. ZAKLADNI TYPY KATASTROF

SUPERSATUROVANY
PI]YN (METASTABILNI)

Obr.9.8 Model fazového prechodu skupenstvi hmoty
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VySe uvedené pfiklady byly aplikaci katastrofy typu vrchol, ktera je definovana pomoci dvou Fi-
dicich parametr(l a jedné stavové proménné.

Véta

Necht R? je prostor Fidicich parametrd, R’ jJe stavovy prostor a f je hladka funkce definovana na
oteviené mnoziné prostoru R® = R? x R'. Oznaéme S;mnozinu bodti pro néZ plati &/2x = 0 (x je stavo-
va proménna systému). Pak S;je hladka plocha v R’a vSechny singularni body projekce St do R? Jsou
typu vrchol a zahyb.

Plocha S; odpovida stavové plose chovani ve viech vySe uvedenych pfikladech a zminéné sin-
gularni body jsou ty body plochy Sy, ve kterych je te€na rovina vertikalni, tj. ty. kde dochazi k prudké
zméné stavové proménné.

Uvedme nyni analytické vyjadieni katastrofy typu vrchol, pomoci jednoduché definice plochy
v prostoru R®. Uvazme funkci f definovanou vztahem

f(a,b,x) = x*/4 - a.x - b.x2/2 (9.1)
Z podminky of/ox = 0 dostaneme rovnici plochy S;
x*-a-bx=0 (9.2)
a mnozina singularnich bodu na S; je popsana rovnici
&flox* =3x*-b = 0. (9.3)

Vyjadfenim parametri a a b z rovnic (9.2) a (9.3) a eliminaci proménné x dostaneme v R® kfivku
s jednim hrotem popsanou parametrickym vztahem

(a, b) = (-22.°,31%) (94)
coZ je parametricky popis bifurkaéni mnoziny plochy Ss.

Vezmeme-li na ploSe S; singularni bod, ktery nelezi nad hrotem bifurkaéni mnoZiny, dostaneme
nejjednodudsi katastrofu typu zahyb, ktery je tedy povazovan za pfiény fez katastrofou typu vrchol.
Z principu je zfejmé, Ze k popisu katastrofy typu zahyb postaéi jeden Fidici parametr. Lze ji popsat
funkci

flax) =x%3-ax. (9.5)

Plocha S; tedy bude parabola o rovnici
x*-a=0, (9.6)

a bifurkacni mnozina je jednobodova, protoze
Pflox* =2x=0 (9.7)

a tedy (obr.9.10a)
NEPRISTUPNA
a=0. (9.8) OBLAST

V zavislosti na poctu Fidicich parametrd,
resp. stavovych proménnych, rozeznavame dalsi
typy katastrof. Sedm elementarnich typl katastrof "HYSTEREZE
pro maximalné Ctyfi fidici parametry a dvé stavové
proménné jsou uvedeny v tab.9.1 a jejich geomet-
rické vyjadfeni, Ci alespon jejich bifurkacnich pro-
storu je uvedeno na obr.9.10 a obr.9.11.

Obr.9.9 Vyznamné charakteristiky katastrofy typu
vrchol

Je-li analyzovany proces uréen minimalizaci nebo maximalizaci néjaké funkce a je-li fizen ne
vice nez Ctyfmi veli€inami, pak jakakoliv singularita uréujici plochu chovani musi byt podobna nékteré
z uvedenych sedmi katastrof. Déle, je-li proces fizen ne vice jak dvéma veli¢inami , pak plocha cho-
vani ma pouze zahyby a vrcholy. Kone¢né, kdykoliv ma spojité se ménici veliina za nasledek nahlou
zménu chovani systému, pak proces musi byt nevyhnutelné popsan néjakym typem matematické
katastrofy.

Pomineme-li katastrofu typu zahyb, je katastrofa vrchol nejjednodussim typem matematické ka-
tastrofy, ktera ma diky poctu parametrd a proménnych rozumné predstavitelnou geometrickou inter-
pretaci. Vzhledem k moznosti snadno interpretovat ¢innost modelu ma tento typ i mnohem vice apli-
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Pocet ridi- Pocet stavo-
Typ katastrofy cich parame- | vych promén- Defini¢ni funkce Prvni derivace
tra nych
zahyb 1 1 x%/3 - ax X*-a
vrchol 2 1 x4 - ax - bx?/2 x> - a - bx
vlastovéi ocas 3 1 x°/5 - ax - bx?/2 - cx’/3 x* - a-bx-cx?
motylek 4 1 X516 - ax - bx?/2 - cx*/3 - dx*/4 x> -a-bx-cx?-dx®
o . 3, 3 3x°+a+cy
+ vy’ + + +
hyperbolicka pupecni 3 2 X" +y” +ax+ by + cxy 3y + b + ox
o - 3 U2 2 2 3x°-y* +a+2cx
- + + + +
elipticka pupecni 3 2 X~ - Xy“ +ax + by +cx” +cy “2xy + b + 20y
. o 2 4 2 2 2xy + a + 2¢cx
+y o+ + + +
parabolicka pupecni 4 2 Xy +y +ax+ by + cx® +dy 2+ 4y° + b + 2dy

Tab.9.1 Definiéni vztahy sedmi zakladnich typl katastrof

kaci nez ostatni varianty. Model typ vrchol ma nékolik vyznamnych ryst, které mohou napomahat
rozhodnuti pouzit tento model &i nikoliv.

Tyto rysy jsou (obr.9.9):

e chovani modelu v ¢asti definicniho oboru je bimodalni (nékterym hodnotam Fidicich parametrd
odpovidaji dva riizné stabilni stavy systému a bez znalosti historie chovani systému nelze jedno-
znacné stanovit, ktery z nich nastane);

e mezi obéma typy stavu dochazi k velice rychlym katastrofickym pfechodim;

e pfi rychlych zmé&nach stavu nastava hystereze;

e pfechod mezi stavy nevyuZziva stfedni nestabilni ¢ast stavové plochy;

¢ divergence - malé odchylky v po¢ate¢nim stavu mohou zpusobit velké rozdily v kone€ném stavu.

a) zivve b) vrcHoL C) vLAsTOVCi OCAS

STABILNI VETEV

:E
:
= NESTABILNI VETEY
RiDICi BOD
MOTYLEK

Obr.9.10 Geometrické vyjadreni katastrof typu (a) zahyb, (b) vrchol a bifurkacnich prostort katastrofy typu
(c) viastovéi ocas a (d) motylek.
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a) HYPERBOLICKA PUPEGNI b) ELIPTICKA PUPEGNI

PARABOLICKA PUPECNI

Obr.9.11 Geometrické znazornéni bifurkacnich prostort (a) hyperbolické pupecni katastrofy, (b) eliptické pupeéni
a (c) parabolické pupecéni katastrofy.

VSechny uvedené vlastnosti navzajem souvisi. Najde-li se jedna z nich, stoji za to hledat dalsi.
Najdou-li se dvé, je systém pravdépodobné katastrofickym systémem typu vrchol.

Nad tfirozmérnym Fidicim prostorem a jednorozmérnym stavovym prostorem je definovana ka-
tastrofa typu viastovéi ocas. Stavovou plochu chovani, ktera v tomto pfipadé vytvari nadplochu nad
tfirozmérnym prostorem, jiz nelze jednoduse graficky znazornit, je vSak mozné popsat jeji tfirozmérny
bifurkacni prostor, ktery svym tvarem dava tomuto typu katastrofy jméno.

Pridanim dalSiho fidiciho parametru vznika katastrofa typu motylek. VVytvotujici funkce ma ffi vr-
choly (maxima, resp. minima) oddélené dvéma opacnymi extrémy (viz obr.9.15) - krajni vrcholy pfed-
stavuji protikladné stavy, ve kterych se stav systému polarizuje, prostfedni vrchol pfedstavuje kom-
promis mezi nimi. Katastrofa ma
celkem ¢tyfi fidici parametry - a -
normalni faktor, b - faktor Stépe- 1 2 3
ni; ¢ - faktor vychyleni a d - gze eo e
motylkovy faktor. Na obr.9.12
jsou uvedeny nékteré fezy bifur-
kaéni mnoziny motylkové kata-
strofy vroviné (a, b), které mo-

a a a
hou napomoci pfi popisu tvaru \ /2
2

=~
~
N

>

bifurka¢ni mnoziny.

Pro d<0 ma primét do
roviny (a, b) tvar vrcholu, pficemz

faktor vychyleni jej naklani do c<0 c=0 c>0

- . . . d>0 d>0 4 d>0
sméru kladné, resp. zaporné osy
normalniho faktoru a. Pro klad- \ 1 2 1
nou hodnotu motylkového fakto- ! \ a 3 /

ru (d >0) se vytvaFi prostredni, / N / \a / \
kompromisni  vrchol vytvofujici 2 2

funkce - pavodné jeden vrchol se
rozdélil na tfi. V pocatku (c = 0) b b b
ma vrchol tvar pismene V a
vném je jesté jedno , vnitfni
V's hrotem nad pocCatkem. Obr.9.12 Rrezy bifurkacni mnoziny motylkové katastrofy v roviné (a, b)
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V oblasti vnitfniho V ma odpovidajici funkce pouze jeden kompromisni extrém. Mimo tuto oblast ma
vytvorujici funkce vSechny vrcholy. Pro ¢ = 0 pak vzdy existuje kompromisni extrém a jeden dalSi vr-
chol, odpovidajici krajnimu stavu systému podle toho, zda ¢ > 0 nebo ¢ < 0.

Faktor vychyleni c je svazan s hodnotou funkce chovani x nasledujici vlastnosti. Mame-li dvé
stavové funkce Sy a Sy, s identickymi hodnotami faktor(i b a d a je-li ¢4 <c,, pak ke kazdé dvaoijici
(a, x1) € S existuje (a, x2) € Sy, takove, Ze x4 < x, (nebo pfipadné x4 = x, = 0), {j. stavova veli€ina x
roste s velikosti hodnoty faktoru vychyleni c.

Teoreticky byly popsany riizné katastrofy az do 25 dimenzi. Pro modelovani vétSiny jeva real-
ného svéta (neni tfeba vice nez Ctyfi fidici rozméry - tfi prostorové + €as) postacuje sedm uvedenych
zakladnich typl katastrof. Nej¢astéji pouzivanou katastrofou po katastrofé typu vrchol je katastrofa
typu motylek.

9.4. PRIKLADY MODELU VYUZIiVAJiCiCH KATASTROFU TYPU MOTYLEK
9.4.1. ANOREXIA NERVOSA

Mentéalni anorexie je psychické onemocnéni, pfi kterém pacientky (zpravidla jsou postizené
mladé divky a Zeny) prochazeji dvéma stadii. V pocateCni fazi anorexie postizené odmitaji stravu,
pfipadné po jidle vyvolavaji zvraceni, ¢imz se snazi zabranit ztloustnuti, ¢asto pouze domnélému
nebo souvisejicimu s vyvojem sekundar-
nich pohlavnich znakd. Casem se tento
abnormalni vztah k jidlu stava chronicky a
vede k vyhladovéni, v extrémnich pfipa-
dech az ke smrti.

Béhem dvou let se projevi druha fa-
ze nemoci - bulimie, kdy pacientka stfida-
vé hladovi a poté se jidlem pfecpava. Ten-
to bimodalni charakter nahlych zmén cho-
vani vede k moznosti pouzit pro modelo-
vani dynamiky této nemoci katastrofy typu
vrchol. Pacientka se pohybuje v hysterez-
nim cyklu, ve kterém katastroficky pfecha-
zi mezi dvéma extrémy a neni schopna
pfejit k normalnimu chovani. Plocha kata-
strofy typu vrchol v8ak musi byt modifiko-
vana dalSimi faktory, aby vyjadfila stupen
normalnosti ¢i abnormalnosti chovani pa-
cientky.

CHOVANI

HLAD

q
Q'\ NORMALNi

CYKLUS -

\
\{
A,

ANOREKTICKY CYKLUS

Q

Zakladnim faktorem Fidicim pohyb
po stavové ploSe je normalni faktor, ktery
vyjadfuje hlad pacientky a faktor Stépeni
reprezentuje abnormalitu vztahu k potravé
- abnormalita se vyznamné zvySuje se
zhorSovanim zdravotniho stavu pacientky.
Chovani normalnich osob osciluje mezi
jidlem a sytosti v ¢asti plochy mimo bifur-
kacni oblast.

PRECPAVANI SE

SPOUSTECIH
KATASTROFA

Faktor vychyleni je dan ztratou se-
bekontroly, ktery mGze byt méfen pomoci
ztraty hmotnosti. V prvni fazi onemocnéni
jsou jiz postoje pacientky nenormaini, ale
stale se jesté kontroluje. Dlsledkem toho-
to stavu je, Ze se pacientka pohybuje ve
spodni Casti stavové plochy, odpovidajici
hladovéni. Se ztratou hmotnosti ztraci
nemocna i sebekontrolu a faktor vychyleni

Obr.9.13 Reprezentace vyvojovych stadii nemoci anorexia pOStuPne,rJ?rUSta' Tim se zahyb stavove

nervosa pomoci katastrofy typu motylek plochy otaci vlevo az prava hrana zahybu

CHOVANI -
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protne anorekticky cyklus a stav se nahle méni
a nadale dochazi k hystereznimu stfidani ob-
dobi enormniho jidla a hladovéni, kterym se
zbavuiji vSeho, co povazuji za kontaminaci téla.

Terapie pro I|éCeni anorexie vyuziva
transu, ve kterém se pacientky uklidni, omezi
se jejich nejistota a tim se jim umozni navrat
k normalnimu chovani. Trans vyjadfuje treti
psychicky, jinak nepfistupny stav mezi hlado-
vénim a pfecpavanim se. (Pokud pacientka
drzi pust, sleduje okolni svét s Uzkosti, ve fazi
nadmérného jezeni ji svét prfekonava, ale v
transu je izolovana a prosta starosti jak o po-
travu, tak o snahy vyhnout se jidlu. Trans je ’\N e
jediny stav, kdy je mozné uklidnéni pacientky.) d

. PREJIDANI SE

CHOVANI

Pravé miru zklidnéni je mozné pouZzit ja- 4
ko c¢tvrty, motylkovy faktor modelu. Zménou
hodnoty tohoto parametru Ize dosahnout zpfi-  opy g 14 Transiticky prechod pfi anorexii do normalniho
stupnéni prostfedniho listu stavové plochy, na stavu
kterou se pacient dostava trasitickym, rychlym
katastrofickym prfechodem ve fazi plstu. Ze
stfedni €asti plochy chovani Ize posléze prejit do normalni, monoténné se ménici oblasti.

Avsak uvedeny model anorexie mlze byt dale rozsifen zavedenim dal$iho Fidiciho parametru -
miry ospalosti, ktera fidi rozdil v chovani mezi bdélym stavem a spankem a formy pfechod( mezi
témito dvéma stavy. Jina moznost rozsifeni spoCiva z zaclenéni osobnostnich charakteristik pacient-
ky, vysvétlujicich formy eskalace onemocnéni a jeho Upornosti a stability, sou¢asné se stabilitou poci-
tl pacientky a cest pro jejich ovlivnéni béhem léc¢eni.

9.4.2. MODEL VALECNYCH AKTIVIT

Model popisuje charakter vefejného minéni v zavislosti na typu politiky vliady a jejich ak¢nich
zasazich. Za vytvorujici funkci tedy povazujme funkci P(x) danou €etnosti osob ve staté podporujicich
politiku x. Po znormovani mizeme funkci P(x) chapat jako hustotu rozdéleni pravdépodobnosti verej-
ného minéni. Krajni nazory jsou reprezentovany umirnénymi ,holubicemi®, resp. militantnimi ,jestfa-
by“. Mozna kompromisni forma nazor obyvatelstva lezi mezi obéma krajnostmi a pfedstavuje plat-
formu pro mozna jednani val€icich stran.

Predpokladejme pfipad, kdy je vefejnost extrémné rozdélena na ,holubice® a ,jestfaby*, tj. funk-
ce P(x) ma dvé maxima. Tento pfipad Ize vyjadfit katastrofou typu vrchol, pficemz za faktory ovliviuji-
ci charakter valeCnych akci Ize pouzit pocit ohrozeni (normalni faktor) a relativni vale¢né naklady,
vztazené k narodnimu dichodu ( faktor $tépeni).

Pro tvorbu modelu byly pouzity jako vychozi nasledujici Ctyfi hypotézy:

e jsou-li vale¢né naklady nizké, je vefejné minéni pomérné stabilni a jednotné - plati, Zze ¢im vyssi je

pocit ohroZeni, tim intenzivn&jsi jsou
vojenské akce;

e jsou-li vale€né naklady vysoké a pocit 1 P(x) . . e
ohroZeni je maly, je vefejnost rozdé- holubice  kompromis JeStr?R|
lena na ,holubice” a ,jestraby*;

e jsou-li vale€né naklady vysoké a pocit
ohrozeni velice silny, vefejnost jed-
notné podporuje razné vojenské akce;

e jsou-li naklady vysoké a pocit ohroze-
ni maly, je vefejnost jednotna
v pozadavcich na smiflivou reakci.

Obr.9.15 Typy rozdéleni vefejného minéni
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a
} pocit ohroZeni

I

Situace, které mohou nastat Ize vyznadit
vroviné Fidicich parametrll (a,b) podle
obr.9.16.

Alternativa 1)

Bohaty stat s dostatkem zdroju ma stale
rostouci pocit ohrozeni, pfiemz valeéné na-
klady pro n&j neznamenaji rozhodujici finanéni
zatéZ a vale¢né akce jsou vefejnosti jednotné \\(\/
podporovany. Naklady se ale s dobou postup- LSV
né zvysuji a nasledkem toho se vefejné miné- P \~—-/ éﬁfg@ig .
ni Stépi, podpora vojenskych akci klesa. Vo- Vb ¥ L hj
jenské akce vSak proti vefejnému minéni po-
kraCuji az dojde (bod A) ke katastrofické zmé-
né, vojenské aktivity jsou zastaveny, uzavira Obr.9.16 Typy akci ve valecnem stavu
se, byt s jistym zpoZzdénim, pFimé&fi. Zpozdéni
je tim vétsi, ¢im vétsi byly vynaloZeny prostfedky na valecné akce - parametr b plsobi v dané situaci
konzervativné, brani ukon&eni valky (snad pocitem, Ze vynaloZené prostfedky byly vynaloZzeny zby-
tecné).

Alternativa 2)

Méné bohaty stat s menSim narodnim dlchodem i pfi vzristajicim pocitu ohrozeni ceka
s zahajenim vojenskych akci déle (do bodu B), pak vSak nahle dochazi k vypovézeni valky.

Alternativa 3)

Vale¢né naklady jsou v poCateéni fazi stfetu povazovany za neunosné vysoké, ale posléze vli-
vem okolnosti klesaji (pfedpokladany moment pfekvapeni i vyvinuti tajné zbrané) a k prekvapeni
protivnika jsou zahajeny valecné akce (opét bod B) v obdobi, kdy se pocit ohrozeni neméni.

Alternativa 4) a 5)

Znazornéni divergence chovani systému s pfiblizné stejnymi pocatecnimi podminkami. Pocit
ohrozeni je u obou variant podobny, rovnéz valecné naklady jsou pro dany stat pfiblizné stejnym pro-
blémem, nicméné v alternativé 4) nakonec prevladaji jestfabi a v alternativé 5) holubice a typy vojen-
skych akci tomu odpovidaji.

naklady

V pfipadé, Ze se vale¢né akce prodluzuji, dochazi k dlouhodobym stfetlim obou krajnich nazoru
a koncepci - ,holubice” vs. jestfabi‘, pficemz zadna z obou stran nema rozhodujici vliv (jim odpovida-
jici extrémy ve funkci P(x) jsou pfiblizné stejné veliké). To vede k potfebé kompromisniho feSeni -
funkce hustoty pravdépodobnosti se tfemi, pfip. s jednim stfednim vrcholem a pouziti katastrofy typu
motylek.

Katastrofa typu motylek potfebuje dal$i dva Fidici parametry. Ulohou faktoru $tépeni je ménit
polohu a tvar zahybu stavové plochy a v pfipadé motylkového faktoru je to moznost zpfistupnéni tfeti-
ho stabilniho médu chovani. V nasem pfipadé byly pouzity- nezranitelnost zemé jako faktor tépeni a
doba konfliktu jako motylkovy faktor.

Nezranitelnost zfejmé zvysSuje agresivitu - napf. primyslovy stat se i pfi pomérné velkém bohat-
stvi zdrzuje vojenskych valeénych akci diky relativni zranitelnosti svych mést a vyrobnich podnikd.
Naopak agrarni zemeé s Fidkym osidlenim tyto brzdici mechanismy postrada.

Trvani stale nerozhodnutého konfliktu vede k potfebé nalézt kompromisni feSeni, v modelu re-
prezentovaného pfistupnym, stabilnim stfednim listem ve stavové plose, ve funkci P(x) vyskytem pro-
stfedniho vrcholu. Pfi tomto vyvoji nakonec dojde ke katastrofickému skoku, pfi némz ve funkci P(x)
zustava pouze jediny prostfedni extrém - vojenské akce jsou zastaveny a zadina se vyjednavat o
podminkach nastoleni miru.
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10. SYSTEMY DISKRETNICH UDALOSTI
10.1. UVOD

VSechny az dosud probirané modely popisovaly ¢asové zavislosti veli€in, reprezentujicich stav
modelovaného systému a to bez ohledu na charakter Casové osy - spojity nebo diskrétni. Existuji v8ak
i realné systémy, jejichZ €innost se nevyviji v ase rovnomé&rné, nybrz je zavisla na vyskytu poZzadav-
kl - udalosti, které ma systém zpracovat €i zpracovavat a které svou existenci ovliviuji ¢innost sys-
tému. Abstraktni popis téchto systém(l proto nezahrnuje €as, pouze musi byt schopen reagovat na
vstupni podnéty pfichazejici z okoli systému. Klasickymi pfedstaviteli modell tohoto typu jsou tzv.
abstraktni automaty od jejich nejjednodussi varianty - kone¢nych automatt po komplikovanéjsi struk-
tury reprezentované napf. celularnimi automaty.

10.2. KONECNE AUTOMATY
10.2.1. DEFINICE

Konecény automat je Sestice A={X, S, Y, 8, A, s}, kde X ={x;} je konecna vstupni abeceda,
S ={si} kone¢na mnozina vnitfnich stavl, Y = {y;} kone¢na vystupni abeceda, A: X x S — Y vystupni
funkce, 8: X x S — S pfechodova funkce a s, je poCatecni stav automatu.

Abstraktni automat ma jeden vstupni a jeden vystupni kanal, pracuje v diskrétnich krocich t = 1,
2, ..., pficemz v kazdém k-tém kroku zUstava urcitou dobu At, v nékterém ze svych vnitfnich stava.

Stav s;, do néhoz prijde automat v taktu t, zavisi jednak na stavu s.q v pfedeslém kroku, jednak na
vstupnim symbolu x; a je dan pfechodovou funkci automatu

st = 8(S 11, Xy) - (10.1)

Podle tvaru vystupni funkce se rozliSuji dva typy konecénych automatd. Prvni typ, s vystupni
funkci podle vySe uvedené definice A: X x S — Y se nazyva Mealyho automat. Plati pro néj, ze

Y= AM(S 11, Xy) - (10.2)
Druhy typ, Moortv automat, ma vystupni funkci zavislou pouze na vnitinim stavu, tj. .. S— Ya
Ye= (s - (10.3)

Jsou-li pfechodova a vystupni funkce automatu definovany pro vSechny dvojice X x S, resp.
vSechny stavy S u vystupni funkce Moorova automatu, pak odpovidajici automat nazyvame dpl/ny.
V opacném pfipadé je automat ¢astecny.

Automat, v némz je mozno z po&atecniho stavu dosahnout libovolného stavu, nazyvame sou-
vislym automatem.

Defini¢nim obor koneéného automatu tvofi vSechna slova nad vstupni abecedou X, ktera auto-
mat pfevede na odpovidajici vystupni slova. Do defini¢niho oboru nepatfi vstupni slova, ktera vedou
na nedefinované pfechody. Tato slova tvofi tzv. zakazany obor.

Konecné automaty umoznuji efektivni zobrazeni vystupni posloupnosti ke kazdému pfipustné-
mu vstupnimu slovu (napf. oproti tabulce korespondence vstupnich a vystupnich slov), zobrazeni je
v8ak méné obecné. Existuji dvé omezeni, tzv. automatové podminky, které charakterizuji automatové
(sekvenéni) zobrazeni:

e zobrazeni koneénym automatem zachovava délku, tj. délka vystupniho slova se rovna délce odpo-
vidajiciho vstupniho slova;

e koneény automat je kauzalni - tzn. Ze odezva na pocatec¢ni ¢ast vstupniho slova nemuize zaviset
na té ¢asti vstupniho slova, ktera se teprve objevi na vstupu automatu, jinymi slovy jestlize se dvé
vstupni posloupnosti znakd neli§i ve svych pocate¢nich k symbolech, pak se nelisi v prvnich
k symbolech ani odpovidajici posloupnosti vystupni.

Dva automaty nazyvame ekvivalentni, kdyz reprezentuji totéz zobrazeni, tj. kdyz pro stejna
vstupni slova generuji tataz vystupni slova.

Pfechodova a vystupni funkce automatu mohou byt zadany bud tabulkami nebo ohodnocenymi
grafy. V grafech odpovidaji vrcholy stavim a hrany mezi vrcholy pfechoddm automatu.
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10.2.2. PRIKLADY
Mealyho automat

Mealyho automat je zadan abecedami X ={x, y}, S={1, 2, 3}, Y={u, v}, po¢atecnim stavem
sp = 1 a pfechodovou a vystupni funkci

s | 2 3 v | 2 3
X 2 3 3 X u u v (10.4)
y 3 - 2 y v - u

Automat je ¢asteény (neuplny) - neni definovan pfechod a vystupni symbol pro kombinaci vnitf-
niho stavu 2 a vstupniho symbolu y. Grafické zadani obou funkci je na obr.10.1.

Pfi zpracovani vstupniho slova yxxyxy z defini¢niho oboru automatu generuje automat nasle-
dujici posloupnosti vnitfnich stavl a vystupnich symbolt

vstup y X X y X y
stav 13 3 3 2 3 2
vystup v v v u u u

Slovo xxxxyy nebo slovo xy nepatii do defininiho oboru automatu (jsou ze zakédzaného oboru)
protoZe vedou na zpracovani symbolu y v okamziku, kdy se automat nachazi ve vnitfnim stavu 2.

oo
Mooriv automat

Mooruv automat je zadan abecedami X={x, y}, S={1, 2, 3}, Y={u, v}, po€ateCnim stavem
Sp = 2 a pfechodovou a vystupni funkci

p u u v
8 1 2 3
X 2 3 3
y 3 2 2

Grafické zadani obou funkci je na obr.10.2.

PFi zpracovani vstupniho slova yxxyxy z definiéniho oboru automatu generuje automat nasle-
dujici posloupnosti vnitfnich stavl a vystupnich symbolt

vstup y X X y X y

stav 2 2 3 3 2 3 2

vystup o u v \% u v u

Obr.10.1 Mealyho automat podle zadani Obr.10.2 Moortiv automat dle zadani
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Vzajemné fazové vztahy mezi vstupnimi symboly, vnitfnimi stavy a vystupnimi symboly jsou u
obou automatd ponékud odlisné. Zatimco u Mealyho automatu je vystupni symbol vazan spolu se
vstupem pouze na pfechod z jednoho stavu do druhého, je v pfipadé Moorova automatu vystupni
symbol vazan na setrvavani automatu ve vnitfnim stavu. Aby byly splnény automatové podminky, je
mozné povazovat za prvni vystupni symbol az symbol, ktery se na vystupu automatu objevi az po
pfechodu automatu z poc¢ate¢niho stavu. 0oo

Model neuronu

Neuron je zakladni burika nervové soustavy, na kterou se pfivadéji stimuly z pfedchazejicich
neuronu prostfednictvim dendritll, vybéZkl na téle neuronu, kde jsou stimuly zpracovany a pokud je
velikost stimulu vétSi nez prah citlivosti buriky, je neuron vybuzen a vytvofeny vzruch (akéni potencial)
se §ifi po vlaknu neuronu, tzv. axonu k dendritim nasledujicich neurond. Spojeni mezi neurony se
uskutec€niuje pomoci synaptickych vazeb, jejichz kvalita ovliviiuje charakter a schopnosti dusevni ¢in-
nosti, u¢eni, paméti, apod.

Modely neuronu, zakladnich bunék nervové soustavy, byly prvnimi modely pfi pokusech mate-
maticky formalizovat €innost nervové soustavy. V nasledujicim pfikladé si vyjadiime funkci neuronu
pomoci kone¢ného sekvenéniho automatu.

Neuron tedy bude vyjadien pétici (z hlediska popisu modelu neni podstatna definice pocatec¢ni-
ho stavu) M ={X, S, Y, 8, A}, kde

e prvky vstupni abecedy X popisuji intenzitu stimull, pfichazejicich prostfednictvim dendritt do téla
neuronu. Pfedpokladame, Ze jsou vyjadfeny realnymi €isly. V tom pfipadé ale neni splnén pozada-
vek na konecny pocet symbol{l vstupni abecedy a model se musi s touto skute¢nosti vyporadat,
napf. tak, Ze vstupni hodnoty porovnava s hodnotou prahu vyjadfeného prahovou kfivkou.

e hodnoty vnitfnich stavi S budou vyjadfovat pocet ¢asovych kroku, které uplynuly od posledniho
vybuzeni neuronu. V okamzZiku vybuzeni je s =0, v dalSich taktech se hodnota s zvySuje vzdy o
jednic¢ku. s je tedy z oboru nezapornych kladnych €isel, coz znamena, zZe i pocet vnitfnich stavu je
teoreticky neomezeny.

e vystupni veli¢ina poskytuje informaci, zda byl neuron pravé vybuzen &i nikoliv, a nabyva tedy dvou
binarnich hodnot 0 nebo 1.

e prechodova funkce udava, jak se méni stav na zakladé informace o plvodnim stavu a okamzité
vstupni hodnoté. Plati

6(s,x):{ 0, je—Iiprréh(s). (10.5)

s +1,je —lix < prah(s)

Pro jakykoliv stav je neuron vybuzen, je-li budici vstup dostateéné velky. Pokud je buzeni malé,
zUstava neuron v klidu a uplyne dalSi ¢asova jednotka.

Prahové funkce zavisi na €ase, ktery uplynul od posledniho vybuzeni (obr.10.3) - kfivka draZdivos-
ti.

o vystupni funkce je definovana vztahem

o X
}L(S):{'l,je—“S:O (10.6)

o

mez A

0,je—lis=0"
50 |-
Na obr.10.4 je znazornéna €innost modelu v pfi- '
padé, Ze je neuron buzen tfemi impulsy o velikosti 25 40—
jednotek, které se na vstupu modelu objevuji s Casovymi

intervaly 7 taktd. Cinnost automatu zagina ve stavu %0

s =2 a dale pokracuje zplUsobem vyjadfenym pribéhy 20 |-

vstupniho signalu, posloupnosti stavll a vystupni velici-

ny. Tento pfipad je ukazkou €&innosti modelu pfi buzeni 10

s nizkou frekvenci, ktera umoznuje ziskat na vystupu { tly o1 1 .
impulsy se stejnou frekvenci jako je frekvence vstupniho 0123456 78 910 s

buzeni. Na druhé strané reakce modelu na buzeni se
stejnou intenzitou v kazdém taktu vypoctu je ovlivnéna
tvarem prahové funkce. V naSem pfipadé funkce draz-

Obr.10.3 Krivka drazdivosti neuronu
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divosti zplsobuje, Ze se vystupni impulsy objevuji na vystupu modelu s periodou 6 vypoc&etnich taktd.

X
X 2 2% ’
00 7 14 21
S = . 9 S
b— L ]
— o * * ® o1’ . ® o 17 °E & °
—* ° [ ] . L —
ol P o2 oo_
0 3
Y Y
1 ™
; I ! L] I
0 8 15
Obr.10.4 Reakce modelu neuronu na vstup s nizkou frekvenci Obr.10.5 Reakce modelu neuronu na vstup

s vysokou frekvenci

10.3. MODELY CELULARNi A TKANOVE STRUKTURY
10.3.1. VAZBY SYSTEMU

Systémy zpravidla nejsou ve svém prostredi izolované, nybrz spojené do slozitéjSich nadfaze-
nych struktur. Podobné z hlediska vnitini struktury Ize systémy délit na vzajemné propojené dil€i sub-
systémy, ty Ize dale délit, atd. az na elementarni prvky (ma vymezenou definovanou funkci v systému,
ma alespon jeden (vstup a) vystup a ma alespon jednu veli€inu popisujici jeho vnitini stav).

Mame-li byt schopni vytvaret z dil€ich modelu hierarchicky sestavené celky (modely tkané, kte-
ré zahrnuji vzajemnou interakci mezi jednotlivymi bufikami struktury, k nim zcela rozhodné patfi), je
nezbytné dokazat formalizovat spojeni dil€ich systéml a popsat Cinnost takto vzniklého sdruzeného
systému.

Spojeni koneénych automatt

Jakoukoliv interakci kone¢nych automatu Ize vyjadfit pomoci sekvenéniho nebo paralelniho
spojeni dvou automatu a jejich kombinacemi.

Béhem sekvencni interakce probiha v jed-
nom Casovém taktu jedina akce a jednotlivé pro-
51 S2 cesy na sebe navazuji. Méjme dva kone¢né auto-
M (s, X1)‘ M Y2 maty My = (X4, Sy, Y1, 81, A1, So1) @ M2 = (X3, Sy, Yo,

1 = 2 ;. . PRt
82, A2, Sp2), které jsou zapojeny v sérii za sebou
(obr.10.6)

Aby toto spojeni fungovalo je tfeba, aby

Obr.10.6 Sekvencni spojeni dvou koneénych automa- ~@beceda vystupnich symboll prvniho automatu
t byla podmnozinou abecedy vstupnich symbolul

automatu druhého, tj. Y; < X,. Za tohoto pfedpo-
kladu Ize €innost spojeného automatu popsat pomoci Sestice My ©® M, = (X;, Sy x So, Yo, 8, A, So1 X
Sp2), kde prechodova 6 vystupni funkce spojeného automatu jsou definovany vztahy

6((31,52),X) = (81(31,X), 82(32, }\.1(31,X))), (107)
M(81,82).X) = Aa(S2, M(S1,X)), (10.8)

pro kazdé s, € Sy, s, € S,ax e X.

X1

WV
L 4
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PFi paralelni interakci probiha sou€asné v jednom ¢asovém okamziku vice akci. Na zakladé po-
Zadavku, zda ma mit vysledny systém jeden &i vice vystupnich kanald, rozliSujeme dvé alternativy
(obr.10.7) - zapojeni bez spojky a se spojkou f; Yi.x Yo.— Y.

81 81
¥ 5 M, Aq(sq, %) 5 X1 - M, A(s1, Xq)
b
S2 Sz G}
X2 | M, A2, X5) S X2 | M, A(S5;%5)
a) b)

Obr.10.7 Paralelni spojeni dvou koneénych automatt - a) bez spojky; b) se spojkou

P¥i paralelnim spojenim se spojkou je vysledny automat popsan Sestici M, 1f] M, = (X1x Xz, Sy
x Sy, Y, 8, A, So1 X Sg2), kde pfechodova a vystupni funkce jsou definovany vztahy

3((81,82),(X1,X2)) = (81(S1,X1), 82(S2, X2)); (10.9)
M(81,82), (X1,X2)) = f(R1(S1,X), 2(S2, X2)). (10.10)
Spojeni obecnych systému

Problém vazby systémU s obecnym poctem vstupnich a vystupnich kanall je otazka zpusobu
propojeni vystupu prvniho systému se vstupy systému druhého. Rekneme, ze systém S, je spojen se
systémem S, kdyz je alespori jeden vystup systému S pfipojen na jeden vstup S, tj. plati

Vit L>xj2; (vazebni podminka). (10.11)

Vzajemné propojeni mezi dvéma systémy vyjadfuje tzv. relaéni (vazebni) matice R = [rj], kde r;
jsou vahové koeficienty propojeni. PFi Uplném propojeni i rozpojeni nabyvaji koeficienty r; hodnot 0
nebo 1, v biologickych aplikacich ale mohou koeficienty r; nabyvat jakychkoliv hodnot z intervalu (0;
1). Mlze-li byt kazdy vystup propojen maximalné s jednim vstupem, pak musi platit, Ze

ZW“- (10.12)

V biologickych aplikacich ale mohou byt jednotlivé vystupy pfivedeny i na vice vstupl, v podstaté
s toutéz vahou (napf. propojeni neurond v nervové soustavé). Podobna podminka i s podobnou vy-
jimkou v pfipadé biologickych systém plati i pro sou€et vahovych koeficientu v jednotlivych sloupcich
relaéni matice.

Obecné je relacni matice matici obdélnikovou ny; X n,,, ale obyCejné se pouziva jako Ctvercova

matice nxn, kde n=max(ny,ny),
kdy se krat$i z vektor(i y,, resp.x,

M doplnime na potfebnou délku nula-

—™ y21 X mil.

xm—s S, ¥ 2, 8 Ty - : -

1 1 | F31., X320 2 I Jsou-li dva systémy propoje-
—> Ya1, 2 né tak, jak je zobrazeno na obr.10.8,
nabyva relaéni matice tvaru (fadky
odpovidaji vstuplim druhého systé-
Obr.10.8 Priklad spojeni dvou systému mu a s|oupce VyStupﬂm pr\/niho

systému)
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R,, = (10.13)

O O O -~
O A~ O O
o O O ©o
o O O ©o

Pokud mame vice systémd, které vyzaduji vzajemné spojeni, tak je mizeme spojovat za sebou
(sériové) a vytvaret z nich fetézce, nebo paralelné a tvofit vétve vstupnich &i vystupnich kanal. Ro-
zeznavame tedy dva zakladni druhy vazeb:

e letézeni vazeb, které mlze byt oteviené, resp. uzaviené;
e vétveni vazeb, kdy mlzeme vétvit vstupy, resp. vystupy.
N systém( S,, n =1, ..., N s vektory vstupl x, a vystupl y, tvofi otevieny fetézec, pokud plati
X2 = Ro1yy;
X3 = Raz.y2;
ST (10.14)
XN = RN N-1-YN-1-
kde Rj jsou relani matice definujici vazbu mezi systémy i a j. Libovolné dva systémy S, a S jsou
zapojeny sériové pravé kdyz je s =r + 1. Otevfeny fetézec podle vztah( (10.14) Ize uzavfit vioZzenim
vazby
X1 = Rin.YN. (10.15)

O vétveni vstupu hovofime tehdy, kdy je
systém Sy spojen pfinejmenSim se dvéma pfed-

chazejicimi systémy S;a S; (obr.10.9). X; S —
kel I . = >

ProtoZe relaéni vazebni matice musi byt ! Jai Xk S 5
Ctvercové a téhoz stupné, je nejdfive tieba sta- Yai  Xok . Yk
novit stupef vazebnich matic. KdyZz ma systém X3i
Sk n vstupnich kanall a systémy S;a S; maji n; a Yij
n; vystupnich kanall, pak stuperi vazebni matice Xj 3 s [
bude I

——
r = max(n;, nj, Ny). (10.16)
Soucasné rozdélime vstupni vektor na dva dil&i . , .
vektory xi a Xj tak, aby platilo Obr.10.9 Vétveni vstupti
Xk = Xik *+ Xik- (10.17)

To bude tehdy, kdyZ X = "(X1k, Xaks --» Xpks -or Xik)s Xik = (X1ko X2ks o1 Xplo O, -, 0) @ X3 = (0, 0, ...,
0, Xp+1ks - Xn)- VYstupni vektory systémi S; a S;budou yi = "(y1i, Yai, -, Ya) @ Y; = ' (Vajs Y2 - Y)-

Pro rozvétveni vstupl systému Sy pak mizeme psat

Xik = Rq.yi ;
Y (10.18)

Xj = Ry.y;

a dale
i X g JYi
Xk = Ry.y; + Rkj.yj. (10.19) X ]
i —
- . N P Z 1 S
PFi popisu vétveni vystupl budeme postu- — X
povat analogicky. Mé&jme opét tfi systémy S;, S; a S Ji 1k,
Sk usporadany tak, ze systémy S; a Sy jsou nava- —s 5y LYk
zany na systém S; (obr.10.10), ktery ma n; vy- —
stupnich kanald a systémy S; a S¢ maji n; a ny
vstupnich kanall. Stupen r vazebnich matic bude Obr.10.10 Vétveni vystupti
opét
r = max(n;, n;, N) , (10.20)
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kde n; je pocet vystupnich kandld systému S; a n; a ny je poCet vstupnich kanalll systému S; a Sy.

Rozdlime-li vystupni vektor yi = "(ysi, Yzi ., Ypi -, Ya) @ diléi vektory y; = "(ysi, Vzi .., Ypi, O, -
0)ayi="(0,0, ..0, Yo+t - Yri), pak se vstupnimi vektory systém( S; a Sy x; = " (Xqj, Xgj, ..., Xg) @ X
= "(X1k, Xok, - Xe) MUZeme psat

X = R..v: ;
] h (10.18)
X = Ryi.Yik ,

kde R; a R jsou rela¢ni vazebni matice mezi systémy S; a S;a S; a S.

10.3.2. CELULARNiI AUTOMATY

Celularni automaty jsou dynamické systémy s diskrétnim prostorem a ¢asem. Skladaji se zpra-
vidla z pravidelné N rozmérné soustavy bunék, z nichz je kazda v jednom z k moznych stavd, ktery se
synchronné& méni v diskrétnich éasech podle lokalnich, identickych pravidel. Casto se jedna pouze o
dvoustavové bunky, vyjadfujici aktivitu bunky - aktivni x neaktivni, ziva x mrtva. Stav kazdé burky
v nasledujicim okamziku zavisi na okamzitém stavu té které bunky a okamzitych stavech bunék
v jejim okoli.

V pfipadé jednorozmérnych celularnich automatl je okoli definované tzv. polomérem konektivi-
ty- po¢tem bunék na obou stranach vySetfované buriky, v pfipadé dvourozmérnych automatl je situa-
kami (tzv. von Neumannovské okoli) nebo se do okoli mohou zahrnout dalSi buriky dotykajici se vy-
Setfované bunky v rozich (tzv. aplné okoli)

Celularni automat si tedy mizeme pfedstavit jako az nekone¢né mnoho exemplar urcitého
(kone¢ného) automatu, propojenych uréitym, zpravidla jednotnym zptsobem.

R s

Obr.10.11 Priklady dvourozmérné struktury celularnich automatd

V nékterych situacich je vhodné a ucelné pouzit SirSi koncepci celularnich automatd, které jsou
v tom pfipadé charakterizovany dvéma zakladnimi vlastnostmi:

e paralelismus (vypocet novych stavovych hodnot vSech bunék probiha sou¢asné, na béznych séri-
ovych pocita€ich se musi tento postup simulovat);

¢ lokalita (novy stav buriky zavisi jen na jejim aktualnim stavu a aktualnich stavech bunék jejiho oko-
Ii).

Pfitom se nutné nevyzaduje pravidelna prostorova struktura bunééného prostoru. DalSim zo-
becnénim muze byt zavedeni tzv. dynamickych celularnich automat, ve kterych je jedna burika po-
moci produkénich lokalnich pravidel nahrazena definovanym koneCnym poétem novych bunék
s definovanymi stavy.

Jednorozmérné celularni automaty

Mé&jme nejjednodussi jednorozmeérny dvoustavovy (stavy 0 a 1) celularni automat s polomérem
konektivity r =1, tj. kazda burika ma dva sousedy, jednoho bezprostfedné vlevo, druhého vpravo.
V tom pfipadé novy stav kazdé buriky prostoru zavisi na aktualnich stavech tii bunék (bufiky samotné
a jejich dvou sousedt). Uplna kdédovaci tabulka jedné sady produkénich pfechodovych pravidel je
napfr.
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vychozi stavy 111 110 101 100 011 010 001 000
vystupni stav 1 1 1 0 1 0 0 0

Podle usporadani relaci mezi vychozimi a vystupnimi stavy |ze definovat celkem 256 sad pfe-
chodovych pravidel, které se oznacuji dekadickou reprezentaci binarniho €isla charakterizujici hodno-
ty vystupnich stavll v pofadi v jakém jsou uvedeny ve vyse uvedeném pfikladu, tj. binarné 11101000 a
dekadicky 232. VySe uvedenou sadu pfechodovych pravidel oznacujeme jako sadu 232.

Predpokladame-li velikost bunééné mrizky N = 15, mize byt pocatec¢ni stav celularniho auto-
matu napf.

t=0 o111 01011 011 00 1 1

Povazujeme-li uvedenou mfizku za cyklickou (bufka nejvice vpravo ma za souseda burku nej-
vice vlevo a naopak) vytvofi se v nasledujicim taktu podle uvedenych pfechodovych pravidel novy
stav automatu

a tento stav se uz dale nemeéni.

Experimentalné bylo zjisténo, Ze jednotlivé sady pravidel maji urlity charakteristicky vliv na vy-
voj stavu celuldrniho automatu. Aplikaci nékterych pravidel se cely fadek rychle vyprazdni &i zcela
zaplni (napf. sada 1, 4 nebo 40). Aplikaci jinych se v Casovém rozvoji stavl automatu pocatecni aktivi-

Obr.10.12 Casové rozvoje chovéni jednorozmérnych celularnich automatti s réiznymi produkénimi pravidla -
a) pravidlo 4; b) pravidlo 54; c) pravidlo 30; pravidlo 110.
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ta a rozmanitost postupné utlumuje a zacinaji pfevliadat
stabilni (napf. sada 228), pfipadné jednoduché, cyklicky se
opakujici (napf. sada 109) struktury. Jiny charakteristicky
pribéh maiji pravidla vedouci ke zdanlivé chaotickym obraz-
clm, pusobicim dojmem nahodného Sumu (napf. sada 22
nebo 30) a kone¢né pravidla vytvarejici slozité, ale zfejmé
pravidelné obrazce, ve kterych vznikaji nové, pohybuijici se
a relativné dlouho se vyskytujici struktury (napf. sada 110).

V nékterych pfipadech a pfi specificky definovanych
poc¢ateCnich podminkdch mohou pfechodova pravidla gene-
rovat zajimavé fraktalové obrazce, napf. sada 90 s jedinou
bufikou v aktivnim stavu uprostied buné&ného fadku gene-
ruje Szierpinského trojuhelniky.

10.4. UMELY ZIVOT

Obr.10.13 Sierpiniského trojuhelniky gene- 10.4.1. ATRIBUTY ZIVOTA
rované 1D CA s sadou pravidel 90 B

Prakticka zkuSenost pouze s jedinou formou zivota je
jednou z podstatnych pfekazek pfi zkoumani podstaty, vzniku &i existence Zivota. Toto omezeni vede
ke snaze objevit dalSi formy Zivota - jak pfirozené, tak uméle vytvofené. Aby bylo mozné rozhodnout o
tom, zda je dany, nové objeveny, resp. vytvofeny objekt zivy nebo ne, je tfeba najit (urcit) rysy, které
Zivot charakterizuji.

Témér vSechny zivé objekty se vyznacuji urCitymi zakladnimi charakteristikami - (1) reprodukci;
(2) rastem; (3) metabolismem; (4) vlastnim pohybem; (5) drazditelnosti a (6) adaptabilitou. Problém
ponékud je, Ze ne kazdy zivy organismus ma vSechny tyto vlastnosti a navic Ze i nékteré neZivé ob-
jekty mohou vykazovat nékteré z nich.

Aristoteles byl zfejmé prvnim myslitelem, ktery se snazil definovat podstatu zivota podle za-
kladnich zivotnich funkci - neb jak on je nazyval psychickych sil i sil duse. Jeho seznam zahrnuje -
sebevyzivovani, rist, zanik, reprodukce, touhu (chut), (smyslové) vnimani, schopnost vlastniho pohy-
bu, mysleni.

Jsou i jini, ktefi se snazi definovat takové zakladni funkce Zivého organismu a potom fikaji -
(1) to, co je schopno vSech téchto funkci, to je zivé; (2) to, co neni schopno zadné z nich, to neni zivé;
(3) to, co je schopno alespori jedné funkce, ale ne vSech, to je bud zivé nebo nezivé.

TFi z nejdllezitéjSich vlastnosti, které maji zivé organismy, jsou:

e metabolismus - Zivy organismus je schopen ziskat energii ze svého prostfedi a pouzit ji pro udrze-
ni své existence;

e reprodukce - protoze doba Zivota jakéhokoliv organismu je kone¢na, musi byt schopen (ma-li druh
prezit) vytvofit své kopie;

e evoluce - aby byl zivy organismus schopen zit v ménicim se prostfedi, musi mit schopnost sam se
pfizpUsobovat zménam tohoto prostfedi, at’ individualné ¢i druhové.

10.4.2. UMELE SYSTEMY INSPIROVANE ZIVYMI ORGANISMY

Existence a aktivity zivych organismu inspirovaly vznik umélych systému, které jejich funkci na-
podobovaly. Podobné jako Zivé organismy Ize i umélé systémy rozliSovat pomoci tfi vyvojovych urovni
a charakteristik, které tyto systémy reprezentuiji.

Fylogenetické’ systémy - predstavuji evoluéni systémy, které umoznuji postupny vyvoj svych
vlastnosti (danych genetickym programem). Fylogenetické mechanismy jsou z podstaty nedeterminis-
tické, pficemz zakladnim zdrojem riznosti jsou rekombinace pfi pohlavnim i nepohlavnim rozmnozo-
vani, pfip. vyvolanych mutacich. Vytvafena diverzita je nepostradatelna pro preZiti, pro postupnou
adaptaci na zménu Zivotnich podminek

! Fylogeneze — kmenovy, historicky vyvoj organismd; postupny vznik a vyvoj rostlin, Zivocicht a ¢lovéka
v prabéhu jednotlivych obdobi od jednoduchych forem ke slozitym (fec. fylo- pfedpona znacici vztah k rostlinam
nebo listim rostlin; fec. genesis — vznik, gennao — rodim)
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Om‘ogenetické2 systémy - predstavuji mul-

h Fylugeneze ticelularni systémy s proménnou, rostouci a

(F') vyvijejici se strukturou, pficemz jednotlivé ele-

menty (buriky) systému se b&éhem vyvoje mohou,

ale nemusi specializovat (diferencovat). Tento

proces je deterministicky, uréeny souborem gene-

Ontugeneze tickych pravidel. Jakakoliv odchylka zpravidla od

(O) téchto pravidel vede k vyznamnym, se spravnou
=S funkci Casto neslucitelnym malformacim.

Epigenetické® (ugici se) systémy — pred-

Epigeneze stavuji systémy, jejichz z&kladni, geneticky defi-
novana struktura (tzv. vrozena &ast) se béhem
(E) Zivota individualné modifikuje interakcemi s vnéj-

Obr.10.14 Déleni prostoru vyvoje biologickych systému Sim svétem (tzv. ziskana Cast).

Hypotéza o epigenetickych systémech vy-
chazi z pfedstavy o kone¢ném rozsahu genetického programu, jehoz velikost je mensi nez celkova
sloZitost Zivého organismu. Aby bylo mozné zkompletovat Uplnou informaci o struktufe a parametrech
systému, je nezbytné mit podminky pro ziskani doplfikové informace o0 systému z jeho okoli. (PFikla-
dem muZe byt struktura lidského mozku s pfiblizné 10" neuront a 10" spojti mezi nimi, coZ jsou &isla
vyznamné vétsi nez mize byt vyjadfeno v ¢tyfsymbolovém genomu4 o délce cca 3.1 09.)

Priklady epigenetickych systému jsou nervova soustava, endokrinni systém a imunitni systém.

V pfipadé zivych organism( nelze hovofit o vyhranéné pfislusnosti k vy$e uvedenym typim. Je-
li problémovy prostor vymezen tfemi osami (obr.10.14) -

= fylogeneze, reprezentujici evoluci ZivociSného druhu;

= ontogeneze, vyjadfujici vyvoj individua na zakladé jeho vlastniho genetického programu bez
interakce s prostiedim;

» epigeneze, popisujici ueni organismu prostfednictvim kontaktd s jeho okolim,
pak pozice zivych organismU je zcela obecna, zahrnujici vSechny z vySe uvedenych proces.

V pfipadé umélych, Zivymi organismy inspirovanych systému je vSak v souasné dobé situace
ponékud jednodussi, vytvofené systémy zatim nezahrnuji vice nez jeden z uvedenych konceptl. Fy-
logenetickou uroven zjednoduSené respektuji evolucni algoritmy, ontogeneticky koncept vyuzivaji
multicelularni automaty, ve kterych se jednotlivé prvky vyvijeji, ale jejich geneticka podstata zlstava
nemeénnd a tfeti uroven, epigeneticka, je reprezentovana ucicimi se systémy, jejichz formace je ukon-
¢ena. Uceni je predstavovano ur¢ovanim hodnot parametrd systému na zakladé vliva z jejich okoli.
Prikladem takového uciciho se systému muze byt napf. umeéla neuronova sit.

PFirozenym rozsifenim znamych algoritmd a paradigmat by byl vyvoj takovych umélych systé-
mu, které by dokazaly akceptovat alespon dva, Iépe vSak vSechny tfi vyvojové principy. Napf. rovina
PO reprezentuje evolué¢ni systém s ontogenetickymi vlastnostmi, jako je rust, replikace nebo regene-
race. Rovina OE kombinuje ontogenetické mechanismy (sebereplikaci, sebeopravy) s epigenetickym
u€enim a pfikladem systému v roviné PE je tfeba evoluéni uméla neuronova sit. Kone¢né, systémem
zahrnujicim vS8echny tfi vyvojové aspekty by mohla byt neuronova sit' (osa E), implementovana pomo-
ci celularniho automatu (osa O), jehoZ genom se vyviji (osa P).

10.4.3. HRA ,,ZIVOT“

Simulaéni hra ,Zivot“ je model, napodobuijici realné Zivotni procesy (zrozeni, smrt, pohyb, ...)
v kolonii bunék - organism, Zijicich v teoreticky neomezeném Zivotnim prostoru. Kazda z bunék
predstavuje diskrétni vypocetni algoritmus (celularni automat), urc€ujici jeji novy stav na zakladé jejiho

okamzitého stavu a okamzitych stavu jejich sousedd v néjakém stanoveném okoli (obr.10.15), které

2 Ontogeneze — vyvoj jedince od oplozeni az k zaniku (fec. on, ontos — jsouci)

3 Epigeneze — vyvojova teorie (K.J.Wolf, 1750) Fikajici, ze vyvoj organismu je sérii transformaci, které nejsou
preduréeny a vychazeji z interakce s vnéjSim svétem (Fec. epi- - pfedpona s vyznamem na, pfi)

* Genom — soubor viech struktur nesoucich genetickou informaci daného zivociSného druhu ve formé DNA (fec.
genos — rod, puvod)
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v podstaté predstavuji vstupni informaci automatu. Obecné nemusi byt zachovana uniformita a homo-
genita prostfedi, tj. jako burfiky mohou byt pouzity rizné dil¢i automaty (s rGznymi pfechodovymi sta-
vovymi funkcemi a s rdznymi vstupnimi a vystupnimi vazbami vigéi okoli).

a b C d

Obr.10.15 Tvar okoli ovlivriujiciho stav automatu v bunééném prostoru - a) standardni upiné okoli;
b) Neumannovské okoli; c) a d) dalsi varianty definice okoli buriky

Popis modelu
Prvky:

bufiky = {bufikali,j] | i,j jsou cela &isla}
Proménne:

stav_buriky[i,j] = sy; s;j € (Ziva, mrtva);

Vazby:
Pfedpokladejme, ze v okamziku n je stav_bunky[ij] = sj a v Case n+1 je stav_buniky[i,j] = s’, po-
tom
s’ = K(Sij, Sij+15 Sij-15 Si+1js Si-1jy Si+1,j+15 Si+1,j-15 Si-1,j+1, Si-1,j-1)a (10.7)
kde
[ Ziva, je-li sjj ziva a dvé nebo tfi z bunek okoli jsou rovnez zive;
A= 19 Ziva, je-li s; mrtva a presné tfi z bunék okoli jsou Zivé; (10.7a)
| mrtva ve véech ostatnich pfipadech.
Poznamka:

Pravidla podle (10.7a) zhruba vyjadfuji skutecné vztahy ve spolecnosti - burika pfeziva, neni-li
osamocena, tj. ma-li partnery pro spolecny zivot, na druhé strané partneri nemiize byt mnoho, aby
neomezovali energetické zdroje.

Chovani modelu

Pomoci uvedenych pravidel reprezentuje model chovani jednoduchych forem zivych organis-
mu, reprezentovaného zménou geometrie struktur vyskytujicich se v definovaném zivotnim prostoru.
Pohyb geometrického upofadani bunék je zprostfedkovan jejich vznikem, zanikem a prezitim. Pfiklad
aplikace vazebnich pravidel v jednom taktu Cinnosti modelu je na obr.10.16.

Na tomto obrazku bunka (4,3) (4. fadek, 3. sloupec) zUstava ziva, protoze i tfi jeji sousedi ((4,4),
(5,3) a (5,4) jsou zivi). Naopak burka (5,3) umira vzhledem k velkém poctu jejich Zivych sousedl a
bunka (5,5) oziva, ponévadz se v n-tém taktu vyskytovaly

v jejim sousedstvi pravé tfi zivé buriky.

1234567890 1234567890
} ; Charakter tvarové dynamiky jednotlivych bunéc-
30 ] 30 nych seskupeni z velké Casti zavisi na nastaveni poca-
g—; . gh tednich podminek. Vyvoj jednotlivych obrazcli pro se-
g ] ] 9 ] skupeni tfi, resp. &tyf bunék jsou na obr.10.17 a
i ] 8 obr.10.18. Z obrazku je patrno, ze tvarové zmény vedou
i i k zaniku pocateénich struktur, k vytvoreni stabilnich, dale

neménnych obrazcu, ale i k periodicky proménnym struk-
n n+1 turam, které se vyvinou po krat$im (vzor e na obr.10.17)

¢i delSim (vzor e na obr.10.18) pfechodném obdobi.
Obr.10.16 Priklad zmény geometrie obrazcl

béhem jednoho taktu vypoctu
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Kromé& zminénych struktur se
v bunééném prostoru mohou vyskytovat
neustale se meénici a vyvijejici obrazce,
nejen samostatng, nybrz i v interakci
s jinymi buné&Cnymi skupinami. ZvIastnim
pfipadem mezi témito obrazci jsou skupi-
ny, které viceméné zachovavaji tvar, ale
pohybuji se bunéénym prostorem. Pfikla-
dem takového uspofadani je obrazec,
nazyvany kluzak (angl. glider) uvedeny na
obr.10.19.

Ma-li byt hra ,Zivot* pfikladem forem
umélého Zivota, musi splfiovat kritéria
kladena na Zivé systémy jak jsou uvedena
v kap. 10.4.1 - tedy musi prokazovat formy
metabolismu, reprodukce a evoluce.

Ve skute€nosti vSechny pocitacové
modely jsou schopny splnit podminku me-
tabolismu, protoze ke své Cinnosti vyuziva-
ji energii, kterou spotfebovava procesor

takty
0 1 2
fHEE SEEEEHHE mizi
e i mizi
S o mizi
. stabilni
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Obr.10.17 Dynamika zmén nékterych tfibunéénych skupin
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Obr.10.18 Dynamika zmén nékterych ¢tyfbunéénych usporadani

pocitace (bez této z vnéjSku dodavané energie nejsou schopny jakékoliv funkce).

Pokud jde o schopnost reprodukce, pak Ize konstatovat, zZe existuji urCité obrazce &i struktury,

Obr.10.19 Faze pohybu kluzaku

které jsou schopny dat zivot nekonec¢nému po-
¢tu potomkl - vySe uvedeny kluzak je takovou
strukturou. Navic byl objeven utvar, tzv. kluza-
kové délo (angl. glider gun), ktery v urcitych
Casovych intervalech vytvafi nové a nové kluza-
ky.

Avsak posledni podminku hra ,Zivot* ne-
spliiuje. Protoze jeji produkéni pravidla jsou
deterministicka, je cely vyvoj v buné&ném pro-
storu uréen nastavenim pocate€nich podminek
a nelze olekavat jakékoliv zmény chovani dané
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jakymikoliv nahodnymi mutacemi podminek &innosti. Nutno také konstatovat, Ze charakteristiky pro-

stfedi, ve kterém bunky Ziji, jsou definovany velice obecné a v podstaté neni mozné jejich zménou
vytvaret odlisné Zivotni podminky, jimz by bylo tfeba se pFizpusobovat.

Realizace modelu

Vzhledem k diskrétni povaze ¢asu modelu musi cely proces paralelnich zmén mezi dvéma na-
sledujicimi takty prob&hnout souasné. To na jedné strané znamena, Ze neni nutné fesit problémy
s vhodnym €asovanim vypoctu, na druhé strané je pro vypocet nového stavu kazdé bunky tfeba znat
stary stav celého jejiho okoli. Za téchto podminek je nejjednodussi realizaci vypoclet probihajici
s pomoci dvou bunéénych poli, jedno pro popis starého stavu v taktu n a druhé pro vypoc&et novych
hodnot v taktu n+1 (viz obr.10.16). Tento zplUsob implementace ale nesplfiuje vychozi predpoklad,
definujici bunécné prostfedi bez jakychkoliv prostorovych omezeni.

Omezeni na konecny bunécény prostor zavadi do vypoctu také nehomogenity v oblastech kolem
okraj pracovniho pole, kde jednotlivé bufiky nejsou obklopeny standardnim okolim, které tvofi osm
bunék. Tento problém Ize fesit bud tak, Ze pfedpokladame stav bunék okoli zpracovavané buriky,
které jsou jiz mimo pracovni prostor automatu za neaktivni nebo odliSnou definici okoli bunék na hra-
nicich vypoc&etni matice a s tim souvisejici zmé&nou vazebnich pravidel, pfip. vytvofenim nekoneéné
plochy tak, Ze oznacime za sousedni buriky na protilehlych okrajich bunééné matice (napf. bunka
(1,1) a (1,0) v poli na obr.10.16).

Vypocet viak Ize uspofadat i na zakladé nasledujicich uvah.

V pfikladu na obr.10.16 ma pracovni pole celkem 100 bunék, pfi¢emz pfi pfechodu z n-tého
taktu do (n+1)-niho taktu se zménil stav pouze u 10 z nich. Mnoho bunék tedy svij stav nezménilo a
slepy vypocet nového stavu zbyte€né& zvy3uje celkovou vypocletni pracnost. Z toho plyne zavér, Ze
pracnost vypoctu by se sniZila, kdyby se algoritmus uspofadal tak, aby se zabyval vypo&tem nového
stavu jen v téch pfipadech, kdy Ize o&ekavat, Ze ke zméné dojde.

Pro kaZzdou buriku jsou urleny vztahy, které ji ovliviuji. Tyto vztahy jsou ovlivnény jednak re-
lacnimi pravidly, jednak vstupy, které jsou pravidly vyuzZivany. Zfejmé& ma smysl zkoumat zménu stavu
burky jen za pfedpokladu zmény téchto vztahd. Vzhledem k tomu, Ze pravidla se béhem vypoctu
neméni, ma smysl se zabyvat pouze vstupy, tj. stavy dané bunky a jejich sousedu. Burika neméni
mezi takty n a n+1 sv(j stav, kdyz se mezi takty n-1 a n nezméni stav jejich sousedu (na obr.10.16
jsou to napf. buriky (3,3) nebo (9,9)). V taktu n se tedy ma smysl zabyvat pouze témi bunkami, jejichz
stav a stav jejich sousedl se v pfedchazejicim taktu zménil.

Nazvéme zménu stavu burky (narozeni, umrti) udalosti. Potom vytvofme seznam POSLED-
Ni_UDALOSTI, které budou obsahovat ty buriky, u kterych do$lo ke zméné stavu k okamziku n. Podle
vy8e zminénych zakonitosti, buriky, ve kterych Ize oCekavat zménu stavu, jsou buriky v okoli bunék
uvedenych vseznamu POSLEDNIi_UDALOSTI. Zt&chto bun&k vytvofime seznam OCEKAVA-
NE_UDALOSTI, ktery v kazdém taktu prochazime, vyhodnocujeme a podle toho stav buriky zmé&nime.
Pocatec¢ni nastaveni simulace zajistime dvéma moznymi zpusoby:

e v pfipadé koneéného buné&ného prostoru vytvofime seznam OCEKAVANE_UDALOSTI ze vSech
bunék buné&ného prostoru;

e pokud je burika a jeji okoli v klidovém stavu, pak se jeji stav nebude ménit. Z toho plyne, zZe do
pocatecniho seznamu OCEKAVANE_UDALOSTI umistime ty buriky, které nejsou (v€etné svého
okoli) v klidovém stavu.

Pokud je celkovy poCet v neklidovém stavu koneény a ma-li kazda burfika kone&né okoli, je
timto zpusobem mozné zpracovavat i nekonec¢ny prostor.

10.4.4. UMELi MRAVENCI

Model socialniho, kolektivniho chovani jedincu zaloZzeny na konceptu celularnich automatu. Ko-
lonie mravencl jsou schopné vyvinout prostfedky a formy kolektivniho feSeni uloh, jejichz slozitost
mnohonasobné pfevysuje schopnosti jedince a to bez existence k tomu uréenych, pfedem definova-
nych struktur, centralniho fizeni a za pfitomnosti vyrazného Sumu, pfichazejiciho jak z vnéjsiho, tak
vnitfniho prostfedi kolonie. Formy chovani celé mravenci spole€nosti jsou dané jeji schopnosti ucelo-
vé vytvaret dynamicky se ménici struktury, napf. pro dopravu potravy z mista jejiho vyskytu do mra-
venisté. Toto chovani vyplyva ze spoluprace rovnocennych jedincl, bez nutné pfitomnosti néjakého
hierarchicky nadfazeného jedince, ktery ma k dispozici pfedem pfipraveny globalni fidici plan.
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Pro modelovani této problematiky bylo vyvinuto nékolik principialné odliSnych pfistupl. Jednim
z jednodussich je Langtondv model virtualnich mravencu - vantl (angl. mravenec - ant). Vant je stvo-
feni ve tvaru pismene V, které se pohybovalo v prostoru definovaném pravouhlou mfizkou ve sméru
svého hrotu. Kdyz vant vstoupil na prazdné policko mfizky, pokra¢oval v plivodnim sméru. Kdyz ale
toto poli¢ko bylo modré, zatocil vpravo a barvu poli¢ka zménil na Zlutou. Naopak, vstoupil-li vant na
Zluté poli¢ko, zahnul vlevo a zménil barvu na modrou - tak za sebou vant nechaval ,feromonovou*
stopu. Takto jednodu$e definovana pravidla zpusobila vysledné chovani vant(, velice podobné cho-
vani socialné organizovaného hmyzu. Vanti nejprve v prostoru vahavé méni smér a kli¢kuji, ovSem
postupné zacinaji navzajem komunikovat az nakonec vytvareji kompaktni spirdlovou stopu.

Kromé tohoto jednoduchého konceptu byly vytvofeny i mnohem komplikovanéjsi modely cho-
vani socialné zavislych jedincd, jako jsou napf. modely MANTA (Modeling of ANT nest Activity) nebo
AntFarm, pfip. AntSystem.

Model MANTA vychazi z principu modelovani mravenéi kolonie pomoci souboru reaktivnich au-
tonomnich agentl, které mohou vysilat a pfijimat signaly a jednodusSe na pfijaté signaly reagovat,
nejsou ale schopni se ucit, resp. myslet. Model obsahuje tfi tfidy agentt (asistenti - kralovna, délnici a
trubci; asistovani - kukly a larvy v rlznych stadiich vyvoje a fyzikalni agenti - svétlo, vihkost, odpad, ...
Vlastnosti agentl jsou dany hierarchickou strukturou kolonie - tfida na nizSim stupni hierarchie dédi
vlastnosti vysSich tfid. VSichni agenti maji v modelu danou formu chovani, grafickou reprezentaci,
prostorovou lokalizaci a schopnost dospivat.

AntFarm je vysoce sofistikovany simulator mravenc¢i kolonie, reprezentované mfizkou 16 x 16,
ve které chovani kazdého mravence fidi neuronova sit, na jejiz vstup se pfivadi informace o potrave,
feromonové stopé v okoli 3x3, o tom, zda doty&ny jedinec pravé nese potravu a o jeho okamzité pozici
vzhledem k mravenisti. Kone¢né, AntSystem je pravdépodobnostni model chovani, jehoz feSeni jsou
optimalizovana vagéi ¢asu.

10.4.5. BOIDI - MODEL SHLUKOVANI PTAKU

Model chovani virtualnich jedinct - boidd, jejichz chovani bylo inspirovano chovanim ptakd v
hejnu. Rizeni pohybu hejna vychazi ze tfi zakladnich pravidel, ktera napomahala realizaci nasleduiji-
cich dil€ich akci:

e shromazdovani - kazdy jedinec sméfuje k tézisti hejna, resp. jeho sousedd;
¢ sladéni rychlosti pohybu - kazdy jedinec pfizplsobuje svou rychlost rychlosti letu svych sousedu;

e vyhybani se kolizim - kazdy jedinec rychle opousti svou pozici v hejnu, pokud se nebezpeéné pfi-
blizi nékterému ze svych sousedu.

10.5. HODNOCENiI CHOVANIi CELULARNICH AUTOMATU

Podrobnéjsi analyza dvourozmérnych celularnich automatt ukazala, Ze je mizeme podle cho-

vani rozdélit na ¢étyfi rizné tridy:
e ustalené chovani - celularni automaty tohoto typu konverguji ke stabilnimu neménnému obrazci.
Sledujeme-li analogie mezi chovanim celularnich automatd a spojitych dynamickych systému, kte-

ré Ize popsat soustavou diferencialnich rovnic, Ize celularni automaty tohoto typu srovnat se sys-
témy, konvergujicimi ke stabilnimu rovnhovaznému feSeni.

e chovani s periodickymi cyklickymi vzory - periody mezi jednotlivymi vzory mohou byt rizné dlouhé,
ale obecné netrvaji pfilis dlouho. V tomto pfipadé Ize vytvafet analogie mezi celularnimi automaty
tohoto typu a systémy, konvergujicimi k limitnim cyklam.

e chaotické chovani - v chovani nejsou zfejmé Zadné pravidelné segmenty v €ase i prostoru, dyna-
miku systému |ze povazovat za nahodnou. Podobné chovani Ize zaznamenat u nelinearnich chao-
tickych systému.

e chovani s lokalizovanymi, pohybujicimi se strukturami - chovani se slozitymi, neperiodickymi vzory,
podobné jako v pfedchazejici tfidé, nicméné vyskytuji se struktury, které se v pomérné kompaktni
formé& pohybuiji celularnim prostorem (napf. ve hie ,Zivot* zminény kluzak). | kdyz nékteré diferen-
cialni rovnice vykazuji struktury, které se blizi tomuto chovani (jako napf. solitony, které maji cha-
rakter vin Sificich se v feSenich nékterych diferencialnich rovnic), obecné nejsou znamy diferenci-
alni rovnice, které by poskytovaly takovou Sifi lokalizovanych struktur a dlouhodobého chovani, ja-
ko celularni automaty této tfidy. Podstatné na tomto chovani je, ze vznika na zakladé pravidel ur-
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Cujicich pouze lokalni interakce mezi prvky bunééného prostoru. Hlavni rozdil mezi automaty dru-
hé a &tvrté tfidy je v tom, Ze dynamické struktury druhé tfidy se nepohybuiji, zatimco v pfipadé tfidy
Ctvrté migruji po bunééném poli a mohou pienaset nékteré vliastnosti a formy chovani na jiné struk-
tury.

Pro evaluaci typua chovani celularnich automatt byl zaveden parametr y, jehoz pomoci hodno-
time miru aktivity celularniho automatu. Je definovan ¢asti moznych stav(, které zplsobi pfechod do
aktivniho stavu, vztaZzenou k celkovému pocétu stavl automatu.

Mame-li stanovit velikost parametru v, je tfeba stanovit poc€et stavu jednoho elementu bunécné-
ho prostoru, definovat, ktery z téchto stavu je stavem aktivnim a nakonec stanovit celkovy pocet stavu
automatu.

Pokusme se uréit tyto hodnoty pro standardni uspofadani hry ,Zivot".

Kazda z bunék v prostoru automatu mulze existovat ve dvou stavech - ziva, mrtva, z nichz za
aktivni stav oznaCime stav ziva (zivé bunky oznacujeme v zivotnim prostoru odliSnou barvou). Stav
bunky zavisi na stavu bunék v jejim okoli, které zahrnuje 3 x 3 bunék (vC€etné ji samotné). Je-li pocet
stavl bunky k = 2 a okoli zahrnuje n = 9 bunék, pak v pfipadé, ze nezalezi na konkrétni poloze jednot-
livych bunék, je celkovy podet stavii m, = k" = 2° = 512 rliznych stavii.

Nyni uréeme, jaky je pocCet stavl, ktery vede na aktivni stav buriky ve stfedu pole 3x3 bunék.
Z defini¢nich pravidel vyplyva, ze burika zlUstava ziva, ma-li 2 nebo 3 Zivé sousedy, tzn.

8
e 2 bunky z 8 pfedstavuje [J = 28 moznych kombinaci;

8
e 3 bunky z 8 pfedstavuje [3) = 56 moznych kombinaci;

Dale, burika ozivne, pokud ma presné tfi Zivé sousedy, coZ opét odpovida 56 moznym kombi-
nacim. Tedy celkem to pfedstavuje m, = 28 + 56 + 56 = 140 kombinaci.

Parametr aktivity y hry ,Zivot* je potom roven y = m,/m. = 140/512 = 0,273.

Na zakladé experimentl bylo zjisténo, Ze jednotlivé tfidy chovani odpovidaji hodnotam parame-
tru aktivity podle nasledujicich pravidel:
¢ ftfida ustaleného chovani -y € (0; 0,2);
¢ tfida cyklického chovani a tfida s pohyblivymi strukturami - y € (0,2; 0,4);
o tfida chaotického chovani -y € (0,4; 1,0).

Zhruba Feceno, tyto udaje znamenaji, ze pfi malé hodnoté parametru y (malé aktivité automatu)
konverguje obrazec k ustalené struktufe. Naopak, je-li hodnota parametru aktivity vysoka, je chovani

automatu neusporadané, nestrukturované, chaotické a pfi stfedni aktivité je chovani automatu dyna-
mické usporadané, bud cyklické nebo s kompaktnimi pohybujicimi se strukturami.
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11. MODELY FARMAKOKINETIKY
11.1. MATEMATICKE MODELOVANi FARMAKOKINETIKY

Matematické modely jevl spojenych s pohybem Iékl v organismu je soucasti obecnéjsi teorie
metabolismu (proces, jehoZ pomoci Zivé organismy, Zivo&ichové i rostliny, konvertuji Ziviny na ener-
gii). | kdyz 1éky nejsou klasické metabolity, spotfebovavané nebo produkované organismem, pfimo i
nepfimo rdzné metabolické procesy ovliviuji.

Podobné jako obecna teorie metabolismu, feSi teorie jevd spojenych s dynamikou Iékl
v organismu dvé dulezité ulohy:

e distribuce 1€kl v organismu;

e problémy biochemickeé kinetiky interakce Iék{ s riiznymi slozkami organismu a otazky mechanismu
metabolismu.

11.2. NEKTERE JEDNODUCHE PROBLEMY DISTRIBUCE LEKU

Zakladni uloha sledovani distribuce léku v organismu byla uvedena v kap.4.2.3 (str.19), kde se
predpoklada, Ze vyluGovani léku lIze pomoci kompartmentového pfistupu reprezentovat v nejjedno-
dussi podobé linearni diferencialni rovnici 1. fadu (rov.4.24)

C(t) = - k.C(t) ,

kde C(t) je koncentrace sledovaneho leku v organismu a k je rychlostni konstanta vylucovani léku.
ReSeni této rovnice je ve tvaru (rov.4.25)

C(t) = Co.exp(-kt) ,

kde Cq = C(0) je pocateCni vychozi koncentrace léku bezprostfedné po jeho podani. Hodnota rych-
lostni konstanty k vylu€ovani Iéku zavisi na Iéku a stavu organismu a mlZze byt uréena experimental-
né. V Case t;x = 1/k je koncentrace Iéku rovna

C(ty) = Cole = Cy/2,718 = 0,37.Cy, (11.1)

takze vtomto Case je vylou€eno z organismu pfiblizné 63 % léku, v Case ty = 2/k je koncentrace
C(tx) = Cole? (vylouceno témér 87 % léku) a pfi tz = 3/k je vylou€eno vice nez 95 % Iéku.

Nyni pfedpokladejme, ze Iék je podavan v pravidelnych €asovych intervalech o délce T. V tom
pfipadé bezprostfedné po podani prvni davky je koncentrace Cq, po podani druhé davky je

C4 = Cq + Co.exp(-kT), (11.2)
po podani tfeti davky
C, = Cp + (Co + Co.exp(-kT)).exp(-kT) = Cq + Cp.exp(-kT).+ Co.exp(-2kT), (11.3)
a konec¢né po podani n-té davky je
Ch1 = Co + Co.exp(-kT).+ ... + Co.exp[-(n-1)kT] =
= Co.{1 + exp(-kT).+ ... + exp[-(n-1)kT]} =

(11.4)
1— exp(—nkT)
01— exp(—kT)
S rUstem poctu davek n — o« se koncentrace blizi rovnovazné hodnoté
C
cC,=—20 )
“ 1—exp(-kT) (11.5)

ktera reprezentuje vyslednou maximalni hodnotu koncentrace Iéku v organismu (obr.11.1).

Nyni pfedpokladejme, Ze prvni davka bude C; a vSechny ostatni zdstanou na C,. Pak bezpro-
stfedné po n-té davce bude koncentrace Iéku

Ch.1 = Cq.exp[-(n-1)kT] + Co.exp[-(n-2)kT] + ... + Cq , (11.6)
apron— wje
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Obr.11.1 Zavislost koncentrace léku v organismu pfi opa-  Obr.11.2 Zavislost koncentrace Iéku v organismu pri
kované davce C, pocatecéni davce rovné limitni hodnoté C,, a opako-
vané davce C,
C, — lim {CO [1+ exp(-KT)+...+ exp(—(n — 2)kT)] + C,.exp[-(n - 1)kT]} =
n—oo
B Cy (11.7)
1- exp(—kT)’

coz je taz hodnota jako v prvnim pfipadé. To znamena, ze vysledna hodnota koncentrace pfi velkém
poctu davek nezavisi na velikosti prvni davky.

A ted predpokladejme, ze C, = C,.. V tom pfipadé hned po prvni davce je koncentrace rovna
Co

C1:C°°:Tp(—k'l')’ (11.8)
po druhé davce
(T, )= Co + g s OXPAT) = (11.9)
a po davce tfeti je
C(2T,)=Cy + C(T,).exp(-kT)=C, + L.exp(—kT) :L (11.10)
1-—exp(—kT) 1-exp(—kT)

Tedy, koncentrace v okamzicich 0, T, 2T, ... je stale stejna (obr.11.2).
Je-li pokles koncentrace Iéku v organismu umérny ctverci jeho koncentrace, je definini rovnice
C'(t) = - k.C(t)?, (11.11)
jejiz feSeni ma tvar

city=—20
1+ Cpkt

(11.12)

za pfedpokladu, Ze je po¢ate¢ni koncentrace rovna C,.

Necht je po ¢asovém intervalu T podana znovu davka C,. Bezprostfedné po podani této druhé
davky je koncentrace léku

Co
C,=Cp +——, 11.13
! 0 1+ CokT ( )
po treti davce
C,
C,=Cyj +—— 11.14
2 0 1+ CkT ( )

a konecné obecné
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C
=Copt+— (11.15)

Co=Co+iic kT

n

kde C,.1 a C, jsou koncentrace léku v organismu bezprostfedné po n-t¢ a (n+1)-ni davce. Rovnice
(11.15) je nelinearni diferenéni rovnice, kterou nelze analyticky vyresit, avSak Ize vydedukovat nékteré
zajimavé zavéry.

Ekvivalentné vztahu (11.15) mizeme psat, ze

Chi1=Cqo+ (11.16)

n
1+ C kT’
a po odecteni rovnice (11.15) od (11.16) dostavame

Cn B Cn—1

Crt = Cn = (1+ C kT)(1+ C,,_KT)

(11.17)

Z rovnice (11.15) plyne, ze C, > Cp aje-li lim C,, =C, pak ze vztahu (11.17) mame
n—o

C=Cy + (11.18)

1+ CKT
a z toho
C?-Co.C-Cy/kT=0. (11.19)

ProtoZe nas zajima pouze kladny kofen, je

C 1 4C
C =C=2%4_/c? U 11.20
. 5 +21/ 0+ ( )

| v tomto pfipadé se hodnoty koncentrace Iéku v organismu v okamzicich bezprostfedné po po-
dani jednotlivych davek pohybuiji v intervalu mezi Cq a C,,, pfi¢emz hodnoty nardstaji, protoze zna-
ménka vyraz(i na obou stranach vztahu (11.17) musi byt stejna.

11.3. DISTRIBUCE METABOLITU V ORGANISMU

Zivy organismus méa samozfejmé velice heterogenni strukturu, ktera se sklada z riznych typu
tkani, jenz jsou obklopeny a obsahuji riizné tekutiny. Témito tkdnémi a tekutinami, které Ize povazovat
kompartmenty organismu, jsou dopravovany mnohé metabolity, at’ jizZ normalni sloZzky fadnych meta-
bolickych procesu nebo uméle dodana IéCiva. Celkovy pocet kompartmentd organismu je velice vyso-
ky a rovnéz existuje znacny pocet volnosti, jak organismus na jednotlivé kompartmenty rozdélit - toto
déleni zavisi na pfesnosti, poZadované od matematického modelu. Jako pfiklad uvedme jednoduchou
tfikompartmentovou soustavu, skladajici se z krve, mezibunééné kapaliny a bunék specifikované tka-
né, pfitemz metabolity se vymé&nuji mezi vdemi zminénymi tfemi kompartmenty. Na druhé strané i
tento maly pocet kompartmentd maze byt dale snizen, za kompartment mize byt povazovan cely
organ - napf. tak, Ze slou€ime kompartmenty bunék a mezibunééné tekutiny. Na druhé strané Ize
rozliSeni mezi kompartmenty zvétsit, napf. v zavislosti na poctu typt bunék v daném organu.

Uvazme nyni systém, skladajici se z n kompartmentu, jimiz se pohybuje m rdznych metabolit( -
obecné to znamena, Ze metabolity mohou v jednotlivych kompartmentech vznikat, zanikat nebo i jen
prochazet. Je-li V; objem i-tého kompartmentu, Ci koncentrace k-tého metabolitu v i-tém kompartmen-
tu a My je mnozstvi k-tého metabolitu v i-tém kompartmentu, pak je

Mik = Cik-Vi . (1 1 21)

Sousedi-li i-ty kompartment s j-tym, pak m{ze metabolit pfimo postupovat z jednoho do druhé-
ho, napf. difuzi pfes buné€nou membranu. V pfipadé, ze k-ty metabolit proudi mezi j-tym a i-tym kom-
partmentem, je tok umérny rozdilu koncentraci Cy - Ci. Kdyz je rozdil zaporny, tj. Cy < Ci, pak se
metabolit pohybuje z i-tého kompartmentu do j-tého a naopak.

Oznacime-li rychlostni konstantu Umérnosti oy j, pak je tok metabolitu dan vztahem
ai-( Cik - Cik) - (11.22)
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Kdyz dva kompartmenty i a j navzdjem nesousedi, je konstanta ox; =0 a Zadny metabolit se
mezi témito dvéma kompartmenty nepohybuije.

Celkovy vstup nebo vystup k-tého metabolitu do nebo z i-tého kompartmentu je uréen vztahem
D ayi-(Ci = Cic).- (11.23)
V(i)
Je-li vyraz (11.23) kladny, pak tok pfedstavuje vstup metabolitu do zadané sitg, je-li zaporny,
metabolit z dané soustavy odtéka.

Nyni zavedme parametr qj, ktery ur€uje rychlost produkce k-tého metabolitu v i-tém kompart-
mentu. Kdyz q;>0, potom metabolit v kompartmentu vznika, je-li q;<0, potom je metabolit
v kompartmentu spotfebovavan. Celkova rychlost produkce k-tého metabolitu v i-tém kompartmentu je
nyni dana vztahem

M (1) = Zak,ij-[cjk(t) —Ci (O] +ay- Vi . (11.24)
Vj(i)
Jsou-li oba €&leny na pravé strané kladné, tj. M’y > 0, jsou-li zaporné, je M’y < 0. Jsou-li oba ¢le-
ny opacnych znamének, zavisi dynamika My na znaménku jejich souctu.

Protoze V, je konstantni, je z (11.21)

M,ik(t) = Vi.C,ik(t) , (1 1 25)
coz po dosazeni do (11.24) da
Cli (t)= ZBk,ij-[Cjk(t) = Ci (O] + qyc (11.26)
Vj(=i)
kde
Oy
By :% (11.27)

Rychlostni parametr produkce metabolitu g je obecné zavisly na koncentraci Cy, pfiemz nej-
jednodussi mozné vyjadieni této zavislosti je linearni tméra

Gik = Aik-Cik (11.28)

kde Ly je konstantou imérnosti. Rovnice (11.26) pak mulze byt pfepsana do tvaru

|k (t)— ZBku Jk(t |k(t)ZBku + Qi =

Vj(i) Vj(i)
= ZBku Cik(t)ZBk,ij + A Ci = (11.29)
Vj(=i) Vj(=i)
- ZBku [ ZBku]
V(i) V(i)
Muzeme tedy psat, ze
Cy ()= ZBK.J (), (11.30)
kde
Bij = V. proj # i (11.31)
a
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Brii =Aik — ZBk,ij . (11.32)

(i)

Omezme se nyni na problém dvou kompartment( a jednoho metabolitu. Soustavu rovnic podle
(11.30) v tom pfipadé muzeme psat

C'11(t) = B1,11.C11 + B1.12.Ca1 ; (11.33a)

C'21(t) = B1,21:C11 + B122.C21 (11.33b)

S ponékud pozménénou symbolikou, kdy x4 = C44 a x, = Cy4, je pro dvoukompartmentovy sys-
tém (srvn. napf. s rovnicemi (8.28))

X'4(t) = -L11.%1(t) + My2xa(t) ; (11.34a)
X'o(t) = Magxq(t) - Looxao(t). (11.34b)

Predpokladejme feSeni této soustavy diferencialnich rovnic ve tvaru (viz téz (7.17))
x1(t) = As.exp(rt) (11.35a)

a
X2(t) = Az.exp(hrt) (11.35b)
Po dosazeni vztaht (11.35) do (11.34) mame

(Ly1 + A).A1-Mpp. A =0 (11.36a)
Mo1.As - (Lo +1).A2 =0, (11.36b)

coz vede na kvadratickou rovnici
A%+ (Las + Lag) A + (Lag.Loz - Mi2.Mpq) = 0, (11.37)

ktera ma dva realné kofeny

Ly +L 1
A =—%i§\/(L“ “Ly)2 + AM My, (11.38)
Obecné feseni soustavy (11.34) ma tedy tvar
x1(t) = Aqr.exp(rqt) + Aqp.exp(iot) ; (11.39a)
Xz(t) = A21.eXp(>\,1t) + Azz.eXpO\Qt) . (1 1 39b)

Mame-li jednoznaéné urcit Casovy pribéh koncentraci x4(t) a xo(t), musime nejprve vypocitat
hodnoty Sesti neznamych Aq4, Ao, Asq, Ao, A @ Xo. To Ize za pfedpokladu, Zze zname minimalné Sest
naméfenych hodnot koncentraci x;(t) a xo(t;) pro rizné ¢asové okamziky t;, i=1, 2, ..., N. ProN =3 je
stanoveni neznamych parametr( jednoznacéné, pro N > 3, je tfeba omezit poc¢et rovnic, napf. metodou
nejmensSich ¢tvercu.

Pomoci takto experimentalné uréenych parametri dale vypodcitdme rychlostni konstanty kom-
partmentového modelu L1, Lo, M4, a M,4. Dosadime-li za x;(t) a x,(t) podle (11.39) do (11.34) a srov-
nanim koeficientd u exp(11t) a exp(A,t), ziskdame nasledujici Ctyfi rovnice

- L11Ag + MpAg = A

- L11Ar2 + M12Az2 = Aok ;
M21A11 - L2oA21 = Agiha ;
M21A12 - LooAg2 = Aok

(11.40)

a jejich feSenim
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A11Ahy + ApAgih,

Lyg = — A
Lo = —A11Ah, + ApAgihg
2 = A ;
(11.41)
M., = A11A12(A7¥2 - A9) :
M, = A21A22(A7¥1 —Ay) ,
kde
A= A11A22 - A12A21 . (1 1 42)

11.4. OBECNY MODEL VLIVU LEKU

Pfedpokladejme, Ze Iék je podavan intravendzné v pravidelnych ¢asovych intervalech a Ze je
Iék pfijiman jednim druhem tkané, kde vstupuje do uréitych biochemickych reakci. Uvazme tedy znovu
dvoukompartmentovy systém, skladajici se z kompartmentu krve a tkang, pficemz necht x je mnozstvi
Iéku v krvi, jejiZz objem je V4. Dale si oznaéme w mnozstvi Iéku v tkani s objemem V; a rychlostni kon-
stantu podavani Iéku V. Za uvedenych predpokladll jsou koncentrace Iéku v krvi c; a v tkani ¢,

C1=Xx1Vy (11.43a)
a
Co=w/V;. (11.43b)
Normalizovana rychlost (jednotkou plochy za jednotku €asu) pronikani Iéku z krve do tkané je
h.(cs - k.co) , (11.44)

kde h je permeabilita membrany oddélujici krev a tkarové buriky a k je koeficient rovnovahy Iéku
v krvi a tkani. Je-li ¢, = k.c,, jsou oba kompartmenty v rovnovaze a Zadny lék nebude membranou
prochazet. Je-li dale S celkova plocha membrany, pak celkovy tok 1éku za jednotku €asu, ktery pred-
stavuje ubytek Iéku z krve, bude dan vztahem

S.h.(cr - k.co) . (11.45)

DalSi ubytek léku z krve je zplUsoben jeho pfirozenym chemickym rozkladem, vlivem chemic-
kych reakci, které probihaji mezi soucastmi krve a Iékem. Pfedpokladame, Ze se Iék rozklada rychlos-
ti umérnou jeho koncentraci v krvi, tedy k4.c4, kde k; je konstanta umérnosti. Tedy rychlost ubytku Iéku
z daného objemu krve, ktery vyplyva z jeho chemického rozkladu, je

kq.cq.V4 (11.46)
a pro celkovou rychlost odstrafiovani Iéku z krve plati
S.h.(C1 - k.Cz) + k1.C1.V1 . (1 1 47)

Celkova zména mnozstvi Iéku v krvi je uréena rozdilem mezi vstupem, reprezentovanym rych-
lostni konstantou podavani Iéku V a Ubytkem podle vztahu (11.47). Je tedy

X(t)=V-8S.h.(c: - kcy) + ky.ci.Vy, (11.48)
nebo pomoci vztah(l (11.43)
X :v-s.h.(i—kﬂj +kici Vs, (11.49)
1 2
Zavedeme-li dva dalSi parametry A a p, kde
k.V,
A=

v, (11.50a)
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_sh

M—V—1

: (11.50D)

potom se rovnice (11.49) zjednodusi do podoby
X =V -pu(x-Aw)+Kkx, (11.51)

MnozZstvi 1éku, ktery vstupuje do tkadné je rovho mnoZstvi, které opousti krev, protoze uvazuje-
me pfipad, kdy lék z krve pfechazi pouze do jediné tkané. Toto mnoZstvi je uréeno podle vztahu
(11.45), ktery mizeme zjednodusit do tvaru

S.h
S.h.(cs - k.cp) = V—.(C1V1 —k.cy.Vy) = p(x-Aw). (11.52)
1

Dale, tkan lék spotfebovava, coz rovnéz zplsobuje jeho ubytek. Podobné jako v dfive uvede-
ném rozboru pfedpokladame, Ze ubytek I1éku je umérny jeho koncentraci ¢, v tkani se stejnou konstan-
tou umérnosti k4, je tedy roven k;.c; a pro celou tkan je ubytek

k1.CQ.V2 = k1.W . (1 1 53)
Odtud celkova rychlost zmény mnozstvi 1éku v tkani je
W = (X - AwW) - Kqw . (11.54)

Dynamiku celého systému urCuji vztahy (11.51) a (11.54), které obsahuiji tfi parametry - A, p a
ki a které vyjadfuji mnozstvi x a w sledovaného Iéku v krvi a tkani jako funkci ¢asu a uvedenych kon-
stant.

Pokusme se dale rozebrat chovani tohoto systému v nékterych specifickych podminkach. Se-
¢teme-li obé rovnice, dostavame

(X +w) =V -kq.(x +w). (11.55)
Dale, vynasobenim diferencialni rovnice a odec¢tenim vysledku od rovnice (11.51) mame
(X-2w) =V - (kg + kg).(x - Aw) , (11.56)
kde
ko=(1+2).u. (11.57)
Zavedeni dvou novych proménnych
Z1=X+WwW (11.58a)
a
Zy = X- AW (11.59Db)
se rovnice (11.55) a (11.56) zjednodusi do tvaru
2y =V -Kkizq; (11.60a)
zy' =V -(ki.+ ky) z, . (11.60b)
Na zacatku vstfikovani léku, tj. prot=0,jex=w=0atimiz; =z, =0.
Resenim rovnic (11.60) za pfedpokladu uvedené nulové pogateéni podminky, dostavame
2= (1= exp(kiD) (11.61a)
a
\Y
R (1= expl—(k +k,)t]) (11.61b)

a po zpétné substituci za z, a z, nakonec dostavame
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YL k (4 Ky +kp1t)p
W= (1 (ki) — (1 el kol ) (11.62)

Rt k (4 Ky +k,1t)
X=1 k1( —exp(- 1t))+k1+k2 —exp(-[kq + k] t) ¢ (11.62b)

Podle rovnice (11.62a) je opravdu w =0 pro t =0, coz jsme na zaCatku predpokladali, kdyz
v krvi Zadny 1ék pfed poCatkem jeho vstfikovani nebyl. Pokud naopak t — «, w se asymptoticky blizi
konstanté, pro kterou plati

v 1
Wo =100k, K4k, | (11.63)

Cim vétsi bude rychlost vstfikovani V, tim vétsi bude hodnota w,,. Protoze jak k4, tak k; jsou
kladné, je kladna i hodnota w,,.a protoZe w je pfimo umérné V, pak jakmile V roste, roste i hodnota w
(obr.11.3).

- -

t t

Obr.11.3 Vztah mezi mnoZstvim léku v tkani a rychlosti jeho vstfikovani

Plsobeni l1éku zavisi na okamzité hodnoté jeho mnozZstvi nebo koncentrace. Zejména muze
dochazet k vyznamnym zménam kvality, jestlize koncentrace & mnozstvi léku dosahne ¢i prekroci
urcitou kritickou mez.

Predpokladejme, Ze potfebujeme rozhodnout o existenci i neexistenci zivého organismu.
Necht kritickou hranici ur€uje hodnota mnozstvi Iéku v tkani w = w*, kdy Zivy organismus umira. Po-
kud je hodnota w,, podle rovnice (11.63) menSi nez kriticka uroven w*, pak bez ohledu na dobu injek-
ce léku nebudou pozorovany zadné letalni vlivy. Abychom zajistili, ze tomu tak bude, musi byt (z rov-
nice (11.63))

Vi 1 Ly (11.64)
1+2 |ky kq+ky
nebo
Ky (kq +k
V<(1+x).w*.¥:v*. (11.65)
2

Je-li tedy rychlost V injekce mensi nez V*, pak bez ohledu na délku vstfikovani zlistane mnozstvi léku
w v tkani pod kritickou hodnotou w* a nebezpedi Zivota nenastane.Na druhé strané&, pokud je V > V*,
pak w b&hem konecného €asového intervalu dosahne kritické hodnoty v Case t3* nebo t,* (obr.11.4).
Tento ¢as se s rlstem V zkracuje. Samoziejmé, pro velice velké V bude t* velmi malé. Vyneseme-li
graf zavislosti t* na V (obr.11.5) vidime, Zze pro V =V* je t* > « a kdyz je V > V*, klesa hodnota t*
asymptoticky k nule.

Nyni pfedpokladejme, ze Dy je celkova davka Iéku podavana od pocatku t = 0 az do okamziku
t =t*, v kterém dosahne Iék kritického mnozstvi. Tato celkova davka se rovna
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t 4

t; t) t v v
Obr.11.4 Zavislost kritického mnoZstvi Iéku na rychlosti ~ Obr.11.5 Zavislost doby dosazZeni kritického mnoZstvi
Jeho vstfikovani léku na rychlosti vstfikovani
Dr=V.t*. (11.66)

Hodnotu €asu t* mizeme vypocitat ze vztahu, ktery vytvofime z rovnice (11.62a) polozenim
pravé strany rovno w*. V tom pfipadeé je

T A K t* L
W =T i, (- ekt o0

(1- exp(—Ik; + k2].t*)}. (11.67)

Pro danou prahovou hodnotu w*, vyjadfuje tato funkce bud hodnotu V jako funkci t* (Ize snadno
urcit), nebo hodnotu t* jako funkci V (nelze fesit explicitng, pouze numericky).

Pokusme se nyni prozkoumat vlastnosti celkové davky Dt = V.t*, aniZ bychom museli rovnici
(11.67) fesit. Oznaéme si proto Clen ve sloZzenych zavorkach na pravé strané rovnice jako

1 1
f(1) = - (1- explk ) — (1- exp(-Tk; +kp1.t%). (11.68)
Pak se rovnice (11.67) zjednodusi do tvaru
\%
= —— f(t*
W= (t*) (11.69)
a z toho
(1+1).w*
(VRS A AL
) (11.70)
a
(1 A).wht” 11.71

Ukazme nyni, Ze vyraz t*/f(t*) nabyva minima pro ur€itou hodnotu t*;,. Ur€ime-Ili derivaci tohoto
vyrazu podle t*

d*(t*j:f(t)—t ;(t)’ (11.72)
dt >\ f(t*) [f(t*)]
pro extrémni hodnotu musi byt Citatel roven nule, {j.

f(t*) - t.fF(t*)=0. (11.73)

Po dosazeni za f(t*) z (11.68) a vypoctu f(t*) je

K, +k )t 1—-1 kq+k \ . Kot )—1
expl(ky +k)tmn] =1 _ 1k+ 2 exp(k i) — (K + oy )t SPKatmn) =1 (11.74)
eXp(k1tmin ) -1 1 eXp(k1tmin ) -1
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Vzhledem k definici hodnoty D+ (viz rov.(11.66)) Ize snadno ukazat, Ze feSeni této rovnice od-
povida i minimu Dr.

Z rovnice (11.67) vime, Ze kazdé hodnoté t* odpovida hodnota V. Proto t*,,, koresponduje urgi-
ta hodnota V... Vztah, podle kterého tuto hodnotu uré¢ime, odvodime nasledujicim zpisobem.

Kdyz V = V*, pak w konverguje k letdlnimu prahu w*. Proto z rovnice (11.64) mame

W vy 11

Tin |k, ki tky | (11.75)
Polozime-li v rovnici (11.69) t* rovno t* i, @ V rovno Vy,;, dostavame

+ Vi . (11.76)

= 1:“;1 'f(tmin )

a déle z rovnice (11.75)
Vo LIS B Vorin-f(trmin ) - (11.77)
ki kyq+ky

Hodnota V* mlze byt ur€ena experimentalné sledovanim pfi jaké nejmensi hodnoté V se obje-
vuji letalni projevy. Obr.11.6 zobrazuje takové experimentalni vysledky pfi podavani digitalisu koCkam.

8 &k MLD MLD &

&

-

£

% t}, = 200 minut

= _ 40 |

£ Vi, = 1,96 mg / kg/ min. 30 F

£ | |

E 1 1 1 A - ] tm -
Vv, 5 10 15 \Y 100 200 300 t* [minuty]

rychlost injekce

Obr.11.6 Experimentalné ziskané zavislosti pri podavani léku digitalis kocce
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