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Ulohy numerické matematiky

tlohy numericky formulované
@ Ulohy linedrni algebry

» feSeni soustav linearnich rovnic
» hledani vlastnich vektort a Cisel matic

Glohy prevadéné na numerické dlohy
@ aproximace funkci
@ feseni nelinearnich rovnic
@ hledani extrémi funkcfi
@ uUlohy matematické analyzy

» numerické derivace, integrace
» FeSeni obycejnych diferencidlnich rovnic (ODE)
» FeSeni parciélnich diferencialnich rovnic (PDE)

Pokud Ize Yesit analyticky — je to lepsi (vyjimky).



Chyby

Numerické feseni — priblizné
Zdroje chyb
@ chyba vstupnich dat
@ zaokrouhlovaci chyba — vypocet v aritemetice s konecnou presnosti
@ chyba metody — numerickd metoda feSi matematickou dlohu priblizné

X .. pfesnd hodnota, X.. priblizna (spocitand) hodnota.
Absolutni chyba

Relativni chyba

R(X): |X_)?| _ A(X)

Sledujeme hlavné relativni chybu

Xl X



Chyba rozdilu podobnych cisel

X1 ng, R(Xl) a R(XQ) mala

R(x1 —x2) = |x1 —x0 — (X1 — %2))| _ Ix1 — X1 — (x2 — X2)|
1—X2 Ix1 — xo| X1 — xa|

absolutni chyba zlistava statisticky podobna (rozdil dvou nédhodnych
veli¢in), jmenovatel maly =

. relativni chyba velika — problém pfi Gaussové eliminaci
nasobeni a déleni jsou bezpecné



Metody pro ODE — Euler

x = f(x,t)
Diskretizace proménnych a rovnice (ndhrada derivace diferenci)

Xn+1 — Xn

h — f(XI‘la tn)

h .. Casovy krok
Pocitame iterativné

Xnt1 = Xn+ h-f(Xn, tn)




R&d presnosti metody

@ pozadavky na vypocet — presnost, rychlost — jde proti sobé, kratky
krok = presnéjsi vysledek, vice iteraci
fad presnosti a (zna¢ime O(h%)): chyba feseni R(x) ~ h*

o Cim vys&i ¥ad presnosti, tim lepsi: napf. pro O(h3) — zkratime krok na
1/2, chyba se zmensi na 1/8



Odvozeni fadu presnosti Eulera

Lokalni chyba (chyba jednoho kroku):

1
Taylor: x(t+ h) =x(t)+h-x(t)+ §h2>'%(t) + ...
Euler: xp11=xp+h-f(Xp,tn) =x,+h-X

1
Rozdill: x(t+ h) —Xxp41 = R(Xns1) :§h25&(t)—|—...

Lokalni chyba je R(xn11) ~ h?.
Globalni chyba R(x) ~ R(xpt1)- N
Pocet krokil N ~ 4 — musim vynasobit
R(x)~h?-3=h

Euler je prvniho ¥adu presnosti — O(h?).



Numericky vypocet radu presnosti

@ zndm presné feseni x(T)

@ pocitdm opakované numerické feseni xy — zvétsuji pocet krokl na
dvojnasobek (tzn. zmensuji krok)

@ sleduji snizovani chyby

i | krokl | presné | numerické | chyba R; Rt?_i1 fad = logy (R,"gl_l)
1| 10 1 4.127 3.127 - -

21 20 1 2.515 1.515 | 0.484 1.045

3| 40 1 1.63 0.63 0.415 1.265

4| 80 1 1.279 0.279 | 0.442 1.175

51 160 1 1.131 0.131 | 0.469 1.090

6| 320 1 1.0636 0.0636 | 0.485 1.042

e pokud metoda nekonverguje (dostatecné rychle) — nejspis nékde chyba

@ pokud nezndm presné feseni — spocitdm s velmi kratkym krokem -
sleduji jak vypocet konverguje k tomuto feseni



Runge-Kutta

o tirida metod
@ nejpouzivanéjsi RK-4, O(h*):

x =f(x,t)
h h
ki = f(tn,Xn) ko = f(tn+§,xn+§k1)
h h
ks = f(th+ =, xn+ = ko) ks = f(tn+ h,xn+ hk3)

2 2

h
Xn+1 = Xn + & (kL +2ko + 2ks + ka)




Numericka stabilita, podminénost ulohy, stiff rovnice

@ stabilita

> nestabilni metoda — chyby v jednotlivych krocich se akumuluji tak, ze

dojde k naprosté ztraté presnosti
» stabilni — chyba roste s po¢tem kroki maximalni linearné
» obor stability Ize pro konkrétni rovnice a metody odvodit —omezeni

Casového kroku
@ podminénost — podil relativni zmény feseni ku relativni zméné
vstupnich dat (motyli efekt)

> Spatné podminénd = mala chyba vypoctu vyrazné ovlivni pozdéjsi
vysledek = potreba poditat presné

@ stiff rovnice — prestoZze metoda by méla byt stabilni, musime volit
velmi kratky krok

» specielni robustni metody



Implicitni metody

napr. implicitni Euler
x =f(x,t)
Xpi1— X,
% = f(Xnt1, tn+1)

Xn+1 neni mozné z rovnice vyjadfit, v kazdém kroce feSime (nelinearnf)
rovnici
e Implicitni metody byvaji robustni (stabilni), vhodné pro stiff rovnice
@ radau - implicitni runge-kutta



Soustava diferencialnich a algebraickych rovnic — DAE

Diferencialni rovnice

F()_(7);<7.)_/a t) =0
nebo explicitné
x =1f(x,y,t)
a algebraické rovnice B
G(x,y,t)=0

X

. stavové proménné — jsou derivované
@ stejny pocet stavovych proménnych jako diferencialnich rovnic

. derivace stavovych proménnych
. algebraické proménné

< Xl

@ stejny pocet algebraickych proménnych jako algebraickych rovnic



Priklad — schéma

RLC obvod:

+




Reseniv Modelice — sefazeni rovnic

der(L.i)xL.L—L.v=07
der(C.v)*C.C—C.i=06
Cv—Rlpv+Rlv=04
C.i—R1.v/R1.R=05
u(time) — R1.p.v =0 2
Rl.pv—R2v—Lv=03
R2v—R2RxL.i=01

@ parametry, vstupy
@ stavy

@ algebraické
°

derivace

soustava rovnic — strong component — v kazdé iteraci numericky



Preklad modelu

o

2]

Flatenizace modelu — hierarchie objektd nahrazena jedinou soustavou
rovnic (viz. predchozi priklad)

Vytvoreni AST (abstract syntax tree) modelu (parsovani textovych
rovnic)

Analyzer — algebraické manipulace — zjednoduseni rovnic, BLT
transformace

Generovani kédu v C (C#), slinkovani se solverem — simulace




Hybridni systémy - podminéné vyrazy a rovnice
Volny pad ve vzduchu a vodé. Vodni hladina x = 0:

inAir =x >0
f = —gm— (if inAir then kyv else ka|v|v)
v="~/m
X=vV

@ Zero-crossing funkce g(t) = x
@ Continuous time
> Yesi se diferenciélni a algebraické rovnice a postupuje se v Case
> nenastavaji udalosti, jsme jen v jedné vétvi podminky
> sleduje se, jestli g neméni znaménko, udalost — prepnuti na
@ discrete time — zpracovava se udalost — Case se neménf
» presna detekce Casu udalosti
> tesi se dohromady spojité i diskrétni rovnice
* mezi diskrétnimy proménnymi mohou byt sloZité vztahy (napf. nékolik
diod), udélost miZe vyvolat dalsf

* hledaji se hodnoty diskrétnich a algebraickych (mohou byt nespojité)
proménnych vyhovujici rovnicim



Vypocet DAE systému — rekapitulace

@ P¥i prekladu — tzn. jen jednou
» Algebraické Gpravy rovnic a BLT transformace
o V kazdé iteraci vypoctu
» vyhodnocovani rovnic — X — X — numerické fedeni strong-component

* strong-componenty mohou byt nelinearni, veliké (pro nelinedrni N 2 10)
=mitize byt casové velice naro¢né =-u velkych modeli potfeba
strongcomponenty minimalizovat

> vypocet novych stavi
> detekce zero-crossingli
» pripadné zpracovani udalosti



Inicializace

Pfed simulaci inicializace - prifazuji se hodnota vsem proménnym
(stavovym, derivacim, algebraickym, parametriim).
atribut start

@ pocateéni hodnota proménné
atribut fixed
@ true — pocatelni hodnota proménné je neménna

e false — pocatecni hodnota je jen odhad, proménna vystupuje v
inicializaci jako neznama

o defaultné: stavy, algebraické (,derivace) - false, parametry - true
sekce initialEquation

@ rovnice, které maji byt pri inicializaci navic splnény spolecné s
rovnicemi modelu



Inicializace 2

Resi se dohromady rovnice modelu a inicialni rovnice

F(x,x,y,t)
G(x,y,t)
I(x,%,y,t)

0
0
0

Poclet vSech rovnic by mél odpovidat poctu ,,nonFixed”
proménnych(+derivaci). Pokud rovnic méné, nastavi se nékteré proménné
na fixed.

Pokud neni nastaven start — defaultné 0

pro pocatecni hodnoty — odvozeny vyrazy, inicializace — vyhodnocenf{
(nékdy &ast numericky)

Pokud chci zadat pocatec¢ni hodnotu, je lepsi pouzit start = ...,
fixed = true nez pouziva pro prifazeni initial equation.



Inicializace - priklad
model InitExample

Real x(start = 1, fixed = true);

Real y(start = 2); //fixed = false by default
initial equation

der(y) = 0;
equation

der(x) = x + y;

der(y) = x - y;

end InitExample

n=y
P=X—X—Yy
R=y—x+y

x je zadana napevno, y pocatecni odhad
fesi se 3 rovnice pro 3 neznamé neznamé y, x, y. Stejné rovnic jako
neznamych.



Materialy

Specifikace Modeliky - www.modelica.org/documents

Principles of Object-oriented modeling and simulation with Modelica
(Peter Fritzson)
clanky
» Event Handling in the OpenModelica Compiler and Runtime System
(Hakan Lundvall, Peter Fritzson, Bernhard Bachmann)

» Dynamic Selection of States in Dymola (Sven Erik Mattsson, Hans
Olsson and Hilding EImqvist)

Prelozené modely, zdrojovy kéd OpenModeliky
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