
Vzorový test pro prvńı část p̌redmětu
M33SAD

Shlukováńı, vyhledáváńı častých vzor̊u

1 Shlukováńı

Použijte algoritmus 3-středy na množinu př́ıklad̊u X = {a = (0, 0), b = (8, 0), c =
(16, 0), d = (0, 6), e = (8, 6), f = (16, 6)}. Jde o prostor R2, algoritmus bude použ́ıvat
euklidovskou vzdálenost. Při shodě vzdálenost́ı algoritmus upřednostńı centroid směrem
vlevo dole. Za počátečńı konfiguraci označ́ıme jakoukoli podmnožinu X o kardinalitě 3,
p̊ujde o počátečńı volbu centroid̊u. Za 3-rozklad označ́ıme jakýkoli disjunktńı rozklad X
na tři neprázdné podmnožiny (např. Ω = {{a, b, e}, {c, d}, {f}}). Každá počátečńı kon-
figurace jednoznačně definuje 3-rozklad. 3-rozklad je stabilńı, jestliže iteraćı algoritmu
3-střed̊u nedojde ke změně 3-rozkladu (a t́ım ani centroid̊u). Zodpovězte následuj́ıćı
otázky:

1. (1 bod) Kolik existuje r̊uzných počátečńıch konfiguraćı?

2. (0 bod̊u) Kolik existuje r̊uzných 3-rozklad̊u? (pro zaj́ımavost)

3. (1 bod) Které 3-rozklady dosažitelné z počátečńıch konfiguraćı jsou stabilńı? Kolik
jich je?

4. (1 bod) Kolik počátečńıch konfiguraćı definuje stabilńı 3-rozklad?

5. (1 bod) Jaký je maximálńı počet iteraćı algoritmu 3-středy z libovolné počátečńı
konfigurace do jej́ıho stabilńıho 3-rozkladu?
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Řešeńı:

1. Kombinace 3t́ı ťŕıdy z 6 prvk̊u, bez opakováńı, nezálež́ı na pǒrad́ı prvk̊u:

konf =
(
m

k

)
=
(

6
3

)
= 20

.

2. Stirlingovo č́ıslo 2.druhu:

S(m, k) =
{
m

k

}
=

1
k!

k∑
j=0

(−1)k−j

(
k

j

)
jm = 90

.

3. Uvažujeme-li symetrii, lze 20 počátečńıch konfiguraćı rozdělit na 6 ťŕıd ekvivalence. Analýzou
těchto ťŕıd zjǐštujeme, že existuje celkem 7 r̊uzných 3-rozkladů (z nichž 3 dvojice jsou sy-
metrické), všechny 3-rozklady jsou stabilńı. Viz obrázek ńıže – ťŕıdy ekvivalence jsou odděleny
černými vodorovnými čarami, identické 3-rozklady jsou ohraničeny červenou čárkovanou čarou.

4. Všechny, plyne z p̌redchoźıho.

5. Jediná iterace, která ově̌ŕı stabilitu, plyne z p̌redchoźıho.
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2 EM algoritmus

Pomoćı EM algoritmu odhadujete parametry směsi 2 normálńıch rozděleńı. Rozděleńı
směsi podle př́ıznaku x lze zapsat takto: f(x, θ) = αN(x;µ1, σ

2
1) + (1− α)N(x;µ2, σ

2
2).

Obrázky uvedené ńıže ilustruj́ı kroky EM algoritmu (na horizontálńı ose je parametr x,
na vertikálńı ose je hustota pravděpodobnosti, pozorováńı jsou značena kř́ıžkem). Na
jednom z obrázk̊u je uveden náhodný inicializačńı krok (init), na druhém je uveden prvńı
optimalizačńı krok (step1 ). Třet́ı z obrázk̊u je nav́ıc. Obrázky jsou seřazeny náhodně.
Rozhodněte, která dvojice obrázk̊u odpov́ıdá uvedeným krok̊um init a step1. Vysvětlete,
proč uvedené pořad́ı dává smysl a jak step1 vycháźı z init.
hodnoceńı: 4 body (2b za určeńı správného pořad́ı, 2b za vysvětleńı)

Řešeńı:

Smysl dává pǒrad́ı init = a, step1 = c

Ilustrace odhadu indikátorové proměnné Z pro init = a (E krok):

• složka 1 (f1, Z = 1): modrá plná čára, složka 2 (f2, Z = 2): červená čárkovaná čára,

• indikátorová proměnná určuje, který bod byl generován kterou složkou směsi
(jde o skrytou proměnnou),

• hustoty psti f1 a f2 jsou p̌ribližně odečteny z obrázku ad a),

• uvažujeme shodnou váhu element̊u směsi α = 0.5,

• indikátorové proměnné napočteny jako:
Pr(Z(x) = 1) = f1

f1+f2
, Pr(Z(x) = 2) = 1− Pr(Z(x) = 1).
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x f1(x) f2(x) Pr(Z(x) = 1) Pr(Z(x) = 2)
0 0 .001 0 1
1 .001 .009 .1 .9
5 .2 .08 .71 .29
6 .12 .1 .55 .45
7 .025 .08 .24 .76

Změna parametr̊u obou prvk̊u směsi (M krok):

x1 =
∑

x
xPr(Z(x)=1)∑

x
Pr(Z(x)=1)

= 0×0+.1×1+.71×5+.55×6+.24×7
0+.1+.71+.55+.24 = 5.4

x2 =
∑

x
xPr(Z(x)=2)∑

x
Pr(Z(x)=2)

= 1×0+.9×1+.29×5+.45×6+.76×7
1+.9+.29+.45+.76 = 3

s1 =
√∑

x
Pr(Z(x)=1)(x−x1)2∑

x
Pr(Z(x)=1)

=
√

0×5.42+.1×4.42+.71×0.42+.55×0.62+.24×1.62

0+.1+.71+.55+.24 = 1.3

s2 =
√∑

x
Pr(Z(x)=2)(x−x1)2∑

x
Pr(Z(x)=2)

=
√

1×32+.9×22+.29×22+.45×32+.76×42

1+.9+.29+.45+.76 = 3

Očekáváme, že napočtené hodnoty x1, x2, s1 a s2 budou zhruba odpov́ıdat obrázku c. Pr̊uměry
evidentně odpov́ıdaj́ı, směrodatné odchylky také (u normálńıho rozděleńı by zhruba 2/3 hodnot měla
ležet v rozsahu jedné směrodatné odchylky od pr̊uměru).

3 Časté podsekvence

Mějme abecedu dvou symbol̊u {a, b}. Uvažujme neorientované sekvence. Zodpovězte
následuj́ıćı otázky:

1. (1 bod) Kolik existuje r̊uzných neorientovaných sekvenćı délky 3?

2. (1 bod) Naznačte strom, kterým budete generovat kanonické formy sekvenćı délky 4.
Ukažte alespoň jednu duplicitńı sekvenci délky 4 (nekanonickou formu).

3. (1 bod) U sekvenćı délky 3 jste ověřili, že časté jsou pouze sekvence {aab, bab, bbb}.
Které sekvence délky 4 ještě stále mohou být časté? Proč?

Řešeńı:

1. 6 sekvenćı: {aaa, aab, bab, aba, abb, bbb}.

2. Neduplicitńı neorientované sekvence délky 4 generujeme ze sekvenćı délky 2, ty naopak ze
sekvenćı délky 0. Využ́ıváme p̌ritom p̌ŕıznaku symetrie, který určuje, zda mohu p̌rǐrazovat
prvńı a posledńı symbol v lexikografickém (symetrie=1) nebo libovolném pǒrad́ı (symetrie=0).
Strom je naznačen ńıže, sekvenćı délky 4 je 10. Duplicitńı je nap̌ŕıklad baaa vzhledem k aaab.
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3. Na základě generalizovaného APRIORI prǒrezáváńı zjǐštujeme, zda sekvence má častý prefix i
zakončeńı délky 3. Kandidátskými sekvencemi délky 4 jsou: {baab, bbbb}. Prvńı má prefix baa
(kanonická forma aab) a zakončeńı aab. Druhá má prefix i zakončeńı bbb.

4 Časté podgrafy

Mějme množinu tř́ı graf̊u z obrázku. Vrcholy jsou anotované třemi značkami, hrany maj́ı
identické značky.

1. (2 body) Nakreslete strom všech možných podgraf̊u (každý muśı být podgrafem
alespoň jednoho grafu ze zadáńı).

2. (2 body) Uvažujte minimálńı podporu smin = 2, vyznačte všechny uzavřené a
maximálńı podgrafy.

Řešeńı:

1. Strom je konstruován metodou do hloubky. Regulárńı výraz pro kódová slova je: a (id is b a)m,
pro všechny znaky jsou up̌rednostněny lexikograficky menš́ı symboly, pouze u is vynut́ıme kv̊uli
prohledáváńı do hloubky opačné pǒrad́ı. Čárkované hrany jsou odḿıtnuté, generuj́ı věťśı než
minimálńı kódové slovo a vedou na redundantńı (ďŕıve navšt́ıvený) podgraf. Viz obrázek.

2. Dva uzav̌rené podgrafy a jeden maximálńı podgraf. Viz obrázek.
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