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1 Pojem fuzzy mnoziny

1.1 Minimum o klasickych mnozinach

Abychom se vyhnuli problémim, omezime se na podmnoziny néjaké univerzalni mnoziny
(univerza) X
P(X) znadi mnozinu véech podmnoZzin mnoziny X
Mnozinu A € P(X) jednozna¢né uréuje jeji charakteristicka funkce (funkce piislusnosti)
pa X — {Oa l}a

1 prozxze€ A,
/”LA(CC):{ 0 proz¢ A

A={z e X: pa(x)=1}={x € X : pa(z) > 0}.

Pomoci znaceni
pat (M) ={z € X: pa(z) € M}

Ize psét
A=pa ({13) = ua' ((0,1)).

Misto p;" ({1}) pigeme p;" (1) apod.
Speciélné pg =0, ux = 1.

1.2 Zavedeni fuzzy mnozZin

Fuzzy podmnozina univerza X (struéné fuzzy mnozina) je objekt A, ktery popisuje (zo-
becnéna) charakteristicka funkce (funkce pfislusnosti) ps : X — (0,1)

Alternativni znadeni: A(z)

,Klasické* mnoziny nazyvame v tomto kontextu ostré (angl. crisp, sharp).

F(X) znac¢i mnozinu v8ech fuzzy podmnozin univerza X

Vyska: h(A) = sup Range(A)

Nosi¢ (angl. support): Supp(A) = {z € X : pa(z) >0} = p;'((0,1))

Jadro (angl. core): core(A) = {z € X : pa(z) =1} = p;' (1)

Priklady fuzzy mnozin

A,B e F(R),
0 pro z < 0,
) =z pro z € (0,1),
palz) = 2—x proze€ (1,2),
0 pro x > 2,
% pro x =3,
) 1 prox =4,
pa () = 1 proz =35,
0  jinak.



);

(4,1), (5, 1)}
1/5.

Kone¢né fuzzy mnoZiny zapisujeme stru¢néji napt. pp = {(3, 3
Alternativni znadeni: ug = {%/3, 1/4, %/5}, B = %/3 +1/4+

2 Systém rezi fuzzy mnoziny

Definice: Necht A € F(X), a € (0,1). Pak a-hladina (angl. a-level) fuzzy mnoziny A je
ostra mnozina
I A {x eX: palz) = a}

Systém fezt fuzzy mnoziny A je zobrazeni R4 : (0, ) — P(X), které kazdému « € (0,1)
pfifazuje tzv. a-fez (angl. a-cut)

Ra(e) =py (e, 1) = {zeX: palz)>a}.

Alternativni znadent: [4],, [A]%, *A, oA
Trivialné plati pro v8echna A € F(X):

h(A) = sup{a€(0,1): Ra(a)# 0},
core(A) = TRa(l),
Ra(0) = X,

2.1 Véta o systému rezi

Véta: Zobrazeni M : (0,1) — P(X) je systém Fezii n&jaké fuzzy mnoziny A € F(X), pravé
kdyz

(R1)  M(0) = X,

(R2) 0<a<f<1l= M(a)DM(QP),

(R3) 0<p<1=MPB)= | M.

Ditkaz: ‘=" (R1): M(0) = R4(0) = X.
(R2) z € M(B) =Ra(B) = pa(z

) a=x € Rala) =M(a).
(R3) ‘C’: (R2) = Ya € (0,8) : M(B)

>
M(a) = M(B)S N M(a).

ara<f

(R3) D:ze (| Ma)= [ Rala)=Vae(0,8): palz) > a,

aa<f aa<lf

= pa(z) > p <= zeRa(B)=M(B).

‘«=": Dokazeme, ze M = Ra, kde pa(z) :=sup{a € (0,1) : 2 € M(a)}.
‘CrrxeM(B)= palr) >0 <= € Ra(B),
Dz e RA(B) = pa(z) =sup{a € (0,1): z€ M(a)} > B,
Vo € (0,8) : x € M(a),
ze (| M(a)=M(3).

a:a<f



2.2 Reprezentace fuzzy mnozin

Horizontalni reprezentace: pomoci systému feza
Vertikalni reprezentace: pomoci funkce prislusnosti
Ptevod z horizontalni do vertikaln{ reprezentace:

pa(z) =max{a € (0,1): x € Ra(a)}.
Véta: Necht A € F(X). Pak

HAZ elon) “IRa® = eRangeray @ Rl

kde maximum pocitame po bodech, tj.

Halw) = acRange(A) R (e ()

2.3 Fuzzy inkluze

Klasicka definice A C B <= Vz € A: z € B se nehodi, nebot pro fuzzy mnoZiny nemuzeme
psitx € A,z € B
Nicméng AC B < Ve € X : pa(x) <pup(z) <= pa < up
Tuto definici pouZivame i pro fuzzy mnoziny A, B € F(X):
ACB < Ve e X: palz) <pup(zr) < pa <up
<« Ya e (0,1): Ra(a) CRp(a)
Diikaz posledni ekvivalence:
‘=": Necht ua < pup, € Ra(a)

o < pa(@) < (), @ € Rp(a), . Ra(a) € Rpla)
‘<" Necht Va € (0,1) : Ra(a) C Rp(a)

pa(z) =max{a € (0,1): z € Ra(a)}

<max{a € (0,1): z € Rp(a)} = pp(x)

2.4 Rezova konzistence

Vlastnost P fuzzy mnozin Aq,..., A, je pfedpis, ktery argumenttim Ai,..., A, pfifazuje
ostrou pravdivostni hodnotu P(Ay,...,4,) € {0,1} (,,predikat®).
Vlastnost P fuzzy mnoZiny se nazyva

e Fezové dédi¢na (angl. cutworthy), jestlize

P(A1,...,A)) = (Ya € (0,1) : P(Ra,(),...,Ra,(a))),

e TFezové konzistentni, jestlize
P(Ay,...,A,) <= Va e (0,1) : P(Ra,(a),...,Ra,(a))).

(0-fezy zamérné neuvazujeme)



Priklady rezové dédi¢nosti a konzistence

Inkluze je fezové konzistentni.
Silna normalita, 3x € X : pa(z) = 1, je Fezové konzistentni.
Ostrost mnoziny je fezové dédi¢na, ale neni fezové konzistentni.

2.5 Konvexni fuzzy mnoziny

Necht L je linearni prostor.
Ostra mnozina A C L je konvexni, jestlize

Ve,y e AVA€(0,1): e+ (1-NyeA
Pomoci funkei prislusnosti:

min{pa(z), pa(y)} < pa(Ae+(1-N)y)

Necht X je ostra konvexni podmnozina linearniho prostoru.
Fuzzy mnozina A € F(X) se nazyva konvexni, jestlize

Vo,y € X VA€ (0,1):  pa(Az+ (1= N)y) > min{ua(2), paly)}

Konvexita fuzzy mnoZiny nemé nic spoleéného s konvexitou jeji funkce p¥islugnosti!

Véta: Konvexita je Fezové konzistentni vlastnost.

Specialné fuzzy mnozina realnych ¢isel je konvexni, pravé kdyz vSechny jeji neprazdné fezy
jsou intervaly.

3 Operace s fuzzy mnozinami odvozené od operaci s jejich
prvky

3.1 Fuzzy cisla a fuzzy intervaly
Fuzzy interval je A € F(R) takova, Ze:

e pro viechna « € (0,1) je Ra(«) uzavieny interval,
e Supp A je omezena mnozina,
e Ra(l) #0 (tj. Ra(1l) je neprazdny uzavieny interval).

Je-li navic R4(1) jednobodova mnozina, nazyva se A fuzzy é&islo.
Fuzzy intervaly jsou konvexni.

Znageni (vyznam rozliSen podle po¢tu argumentu):

(a, ¢, d, b) lichob&Znikovy fuzzy interval,

(a,c,b) = (a,c,c, by trojuhelnikové fuzzy &islo,

(a,b) = {a,a,b,b) ostry interval,

a = (a,a) = (a,a,a) = (a,a,a,a) ostré &islo.



3.2 Rozsiteni zobrazeni (funkci, unarnich operaci) na ostré mnoziny
Zobrazeni je F': X — Y jerelace FF C X x Y takova, ze
Vee X y=F(x)eY :(x,y) € F.

Zobrazuje prvky z X na prvky z Y, napt. ¢isla na Cisla.
Rozsifeni zobrazeni F: X — Y je zobrazeni F : P(X) — P(Y):

F(A) = {F(z): z € A}.
Analogicky F~1: P(Y) — P(X):
F'(B) = {zeX: F(z)e B},

specialné
FHy)=F'({y}) ={z € X: F(z) =y}.
Rozsifeni F' a F~! jsou zobrazeni, nejsou vSak navzijem inverzni.
Zobrazuji podmnoziny X na podmnoziny Y, napf. mnoziny ¢isel na mnoziny ¢&isel.
Pomoci funkei piislusnosti:

1 pro (x,y) € F,tj. y = F(x),
pr(z,y) P (.9) Iy =Fl)
0 jinde,
prayly) = gl_lea)}g(ﬂF(x»y)/\ﬂA(x)) Zg%?})%(min(uF(x»y)7MA(x)),
pp-1py(r) = rfeag(up(x,y)AﬂB(y)) =rynea;<min(uF(x,y),uB(y))-

3.3 Rozsifeni zobrazeni (funkci, unarnich operaci) na fuzzy mnoziny

(se zvlastnim zfetelem na fuzzy ¢isla)
Rozsiteni zobrazeni F: X — Y je zobrazeni F : F(X) — F(Y):

ppay(y) = sup min(pp(z,y), pa(z)) (A€ F(X), yeY)

z€X
Analogicky F~1: F(Y) — F(X):

pr-1(p)(z) = Slelp min (pr(2,9), e (y)) (BeF(Y), z€X)

. _ Jpa(z) propp(z,y) =1,tj.y=F(z),
mln(MF(xvy)7MA($)) - {0 pro up(x,y) —0.

Pomoci rozsffeni F : P(X) = P(Y), F~':P(Y)— P(X) na ostré mnoziny lze rozsireni na
fuzzy mnoziny psat

prpay(y) = sup  palx) =suppa(F(y)),
z€F~1(y)
pr-ypy(z) = pe(F(2)).

Zobrazuji fuzzy podmnoziny X na fuzzy podmnoziny Y, nap¥. fuzzy ¢isla na fuzzy ¢isla (popf.
jiné fuzzy mnoziny).



Véta: (omezena Fezovéa konzistence)
F(RA(OZ)) g RF(A)(OZ) .

Je-1i pro vSechna y € Y mnozina
F7y)={z € X : (z,y) € F}

konec¢na, pak plati rovnost.
Princip rozsifeni uplatnény na unarni minus:
Fuzzy interval opa¢ny k fuzzy intervalu A je —A € F(R):

p—alz) = pa(-z)
R_A(Oz) = —RA(CY)

Podobné pro A, v/A,|A|,exp(A),In(A), ...

(pocitame po fezech)

Specialné pro unarni minus aplikované na intervaly, trojihelnikova fuzzy ¢isla a lichobézni-
kové fuzzy intervaly:

—(a,0) = (-

—{a,c,b)
—<CL, ) dv b> = <_

I
—~
|
o~ o o
o
S
<

3.4 Binarni operace s fuzzy intervaly

Le{+ -/}

[]:R? = R mizeme chapat jako ostrou relaci Ll CR?xR:

1 proyDz::E,
na((y,2)2) =9 ‘inde.

Tu miiZeme rozsitit podle principu rozsifeni pro unarni operace na operaci F(R?) — F(R).
Abychom dostali bindrnf operaci [ : F(R) x F(R) — F(R), potFebujeme jesté slozeni s vhod-
nym zobrazenim (cylindrickym rozsifenim) F(R) x F(R) — F(R?):

panp() = sup  min(pa(y), up(2)) -
(y,2)€ER2,y0z=x
Specialné

patp(r) = sup min(pa(y), ps(2))

(y,2)ER2,y+z=x
= supmln(,uA(x—z (2)) .

zER

pa—p(x) = bupmln(,uA(x—i—z z),
zeR

pap(x) = sup min(pa(z/2),p5(2)), =#0,
z€R, 2#0

pasp(®) = supmin(pa(a-2),up(2)).

z2€R



Jen pro hodnotu p4.5(0) musime pouZit pivodni definici kvili problémtm s délenim nulou.
Specialné pro ostré intervaly A = (a,b), B = (¢, d) dostaneme intervalovou aritmetiku:

(a,b) + {¢,d)y = {(a+e,b+d),

(a,b)y — {¢,dy = ({a—d,b—c),
(a,b) - {c,d) = <min{a c,ad,be,bd}, max{a c,ad,bc,bd}>,
(a,b)/{c,d) = <min{a/c, a/d,b/c,b/d}, max{a/c,a/d,b/c, b/d}>.

Posledni rovnost plati pouze pro 0 & {c,d). Pro kladné intervaly, tj. a,c > 0:

(a,b) - {¢,d) = {ac,bd),
(a,b)/{c,d) = (a/d,b/c).

Véta: S¢itani, odéitani, nasobeni a déleni fuzzy intervalii je fezové konzistentni (déleni za
predpokladu, Ze stupen prislugnosti nuly k déliteli je nulovy).

Ranp(@) = Ra(e) O Rp(a).

Véta: Soucet, rozdil a soucin fuzzy ¢isel (resp. fuzzy intervali) je fuzzy ¢islo (resp. fuzzy
interval). (Téz podil, pokud uzavér nosice délitele neobsahuje nulu.)

Véta: Soucet a rozdil trojuhelnikovych fuzzy &isel (resp. lichobéznikovych fuzzy intervala) je
trojahelnikové fuzzy ¢islo (resp. lichobé&znikovy fuzzy interval), konkrétné

ay +ag,c1+cg, b1+ ba),
ap +CL2,Cl +Cg,d1 +d2,b1 +b2>,

a; —bg,c1 — 2,01 —ag),

(a1,c1,b1) + (az, c2, by
(a1, c1,d1,b1) + (az, ca,da, ba
(a1,c1,b1) — {as, ca, by

<a17cl7d17b1> - <a23 C2, d27 b2

-~ — ~-

(
(
(
(a1 — ba,c1 — da,dy — c2,b1 — ag) .

Pro souéin a podil podobnéa véta neplati.

Nutno rozliSovat:

A? (kvadrat fuzzy &isla)

A - A (soutin dvou fuzzy ¢isel se stejnymi funkcemi ptislusnosti; nezalezi na tom, Ze je to totéz
fuzzy ¢islo)

142 je na zapornych ¢islech nulova,

1A.A nemusi byt.

Priklady:
(2,37 = (4,9)=(2,3)-(2,3),
<_2a3>2 = <079>7'é
#(—2,3)-(-2,3) = (—6,9).

Véta: Vlastnosti operaci s fuzzy intervaly:

0+A = A,
0-A = 0,
1-A = A,
A+ B = B+A,
A-B = B-A,
A+(B+C) = (A+B)+C,



A-(B-C) = (A-B)-C,
A+ (-B) = A-B,
(-4):B = —(A-B)=A-(-B),
—(=4) = A,
A/B = A-(1/B),
A (B+C) < (A-B)+(A-C)

Pokud je v poslednim vztahu A ostré ¢islo (A = z), pak nastava rovnost.
Pro fuzzy intervaly muze byt:

A—A # 0,
(A+B)—B # A,
AJA # 1,
(A/B)-B # A,
A-(B+C) # A-B+A-C.
Priklady:
(2,3) —(2,3) (-11),
(2,3)/(2,3) = <2/3 3/2),
(2,3)-(1-1) = (2,3)-0=0%
7é< ) > <2 3> 1 = < 71>
(2,3) - (L2)+(=2,-1)) = (2,3)-(-1,1) =(=3,3) #
#(2,3)-(1L,2) +(2,3)-(-2,-1) = (2,6)+ (- 6 —2) =(-4,4).
Disledek: Rovnice typu
A+ X B,
A-X = B,
A-X = B,
A/X = B,

apod. (s neznamou X) nelze Fesit pfevedenim na druhou stranu.
V oboru fuzzy intervali je lze TeSit jako rovnice pro meze intervalii jednotlivych fezt.
Piiklad: ReSenim rovnice

(1,2) + X = (4,6)

je interval X = (xy, z,,) spliujici
1+xz, =4, 24z, =6;

tj. 20 =3, z, =4, X = (3,4).
Priklad: ReSenim rovnice
(1,4) + X = (4,6)

mé byt interval X = (x4, x,) splijici
1+x,=4, 44z, =6;

tj. ¢ = 3, 2y = 2 2 x4, takovy interval (ani fuzzy interval) neexistuje.



Priklad: Soustava rovnic

X+Y = (4,8),
X-Y = (2,6)

vede pro X = (x4, zy), Y = (ye, yu,) na soustavu rovnic

Ty +y[ = 47
Tyt Yu = 8,
LY = Yu = 27
Ty — Yo = 67
s TeSenim
X = <Iz,l‘u> = <4_y€)6+y€>7

)~<
|

(Yo, yu) = (Ye,2 = ye) -

Protoze dolni meze intervalti nesmi byt véts$i nez horni, dostavame omezeni —1 < gy < 1.
Priklad: Soustava rovnic

X+Y = (4.8),
X-Y = (2,4)

vede pro X = (x4, zy), Y = (ye, y,,) Da soustavu rovnic

Tty = 4
Ty +Yu = 8,
Ty — Yy = 2

4

LTy — Yo =
ktera nema FeSeni.

4 Operace s fuzzy mnozinami

4.1 Operace s ostrymi mnoZinami

mnozinové operace ‘ vyrokové operace ‘ vztah

i P(X) = PX) | 2:{0,1} 5 {0,1} | A ={zeX: ~(zcA)}
N:PX)* = PX) | A:{0,1}* 5 {0,1} | AnNB={z€X: (zr€ A)A(z€B)}
U:P(X)? = P(X) | vV:{0,1}* 5 {0,1} | AUB={2z€X: (€ A)V(z€B)}
Pomoci funkei pfislusnosti:
prg(z) = pa(z)
panB(x) = pa(z) A ps(x)
paus(r) = pa(x) V pp(x)

8



4.2 Fuzzy negace

je unarni operace - : (0,1) — (0, 1) takova, ze

T = (N2)

Piiklad: Standardni negace: Ja=1-o

Vlastnosti fuzzy negaci

Véta: Kazda fuzzy negace — je spojita, klesajici, bijektivni a spliiuje okrajové podminky
-1=0, -0=1 (NO)

Jeji graf je symetricky podle osy 1. a 3. kvadrantu, tj. - -1 = -
Dikaz:
e Prosta: Je-li na=-8,paka="7a=728=4.

e Surjektivni (,,na“): Pro kazdé a € (0, 1) existuje 5 € (0,1) takové, ze o = = 3, totiz B = - a.
e = spojitost a okrajové podminky.

e Symetrie grafu je ekvivalentni s involutivitou (N2) .

Véta o reprezentaci fuzzy negaci
Nutné a postacujici podminka pro to, aby funkce = : (0,1) — (0,1) byla fuzzy negace, je
existence rostouci bijekce i : (0,1) — (0,1) (generator fuzzy negace ) takové, ze

- Zio?oi_l, tj. j()z:i_l(—'i(a)).

Diikaz: (Dle [Nguyen-Walker|.)
e Postacujici:
(N1): Predpokladejme a, 8 € (0,1), a < 5.

i, i~! uspofadani zachovéavaji, 3 obraci:

i) < i(B)
Jila) > i(B)
i(gi() = iTN(3i8)
—a > 2f

1 l=jono=oit=40i ! =id,

(N2): jOj:io;oi’ Al

kde id je identita na (0, 1).

oto—01
S



e Nutna: Dokazeme, Ze

je generatorem fuzzy negace —.

i je rostouci, spojita, i(0) = 0, i(1) = 1, tedy ¢ je bijekce na (0, 1).

a—i—g\f\a 1—a+1—§\—.‘04 g\a—i—g\g\—_\a
—i(a) = 1- = - -
S 2 2 2
S . S . . )
= = :Z(_‘a)
2 2 :
iOQ = Toi, neboliz’OQOi_lzj\

Generator fuzzy negace neni jednoznaéné urcen.

Pro kazdou fuzzy negaci - existuje pravé jedna rovnovazna hodnota (angl. equilibrium),
tj. e € (0,1) spliujici me = e.
4.3 Fuzzy doplnék
pig(x) = 7 pa().
Rozlisujeme stejnymi indexy jako u fuzzy negaci, napiiklad A° je standardni doplnék.
4.4 Fuzzy konjunkce (trojihelnikova norma, t-norma)

(angl. triangular norm) je binarnf operace A : (0,1)* — (0,1) splitujici nésledujici axiomy

pro vSechna a, 8,7 € (0, 1):

aANB=BANa (komutativita) (T1)
alN(BAy)=(aNB)Ay (asociativita) (T2)
B<y=anB<any (monotonie) (T3)
alNl =« (okrajova podminka) (T4)

Véta: a N0 =0.

(T3) (T4)
Dukaz: Podle (T3) a (T4) plati: aA0 < 1A0 ="0.

Piiklady fuzzy konjunkci

e Standardni (min, Gédelova, Zadehova ...):
a)p= min(«, ).
e Soucinova (produktova, pravdépodobnostni, Goguenova, angl. algebraic product ... )

ahB=a-p.



e FTukasiewiczova (Gilesova, angl. téz bold ...):

a+pB—1 proa+p—-1>0,
apf= N
L 0 jinak.

e Drasticka (slaba, angl. weak ...):

a pro =1,
apf={p8 proa=1
0 jinak.

Vlastnosti fuzzy konjunkci

Véta:
Vo, B€(0,1): apB<aAB<a)p.

Diikaz: Je-li « = 1 nebo 8 = 1, pak podminka (T4) dava stejny vysledek pro vechny fuzzy
konjunkce. Predpokladejme (bez Gjmy na obecnosti) a < 8 < 1. Pak

a}/)\ﬁzOﬁa{\ﬁga{\lza:a/s\ﬁ.

Véta: Standardni konjunkce je jedina, kterd je idempotentni, tj. Voo € (0,1) : a Ao = «
Dikaz: Piedpokladejme o, 8 € (0,1), a < .

(T3) (T3)
a=alha < aNf < a{\l(g)a,

tedyaABzaza/S\B.
Totéz pro a > f.
Reprezentace fuzzy konjunkci (obecné)
Véta: Necht A je fuzzy konjunkce a i : (0,1) — (0,1) rostouci bijekce. Pak operace A
(0,1)2 — (0, 1) definované vzorcem
apB=i(i(a)Ni(B))

je fuzzy konjunkce. Je-li A spojita, je /N téZ spojita.
Dikaz:
e Komutativita (asociativita se dokaze obdobné):

o f=i"Nila) pi(B) =i H(B) i) = B pa

e Monotonie: Piedpokladejme 5 < ~.
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e Okrajova podminka:

Klasifikace fuzzy konjunkci
Spojita fuzzy konjunkce A je

e archimédovska, jestlize
Vae (0,1): aha<a (TA)

e striktni, jestlize

Va e (0,1) VB,v€ (0,1): f<y=>aAB<aly (T3+)

e nilpotentni, jestlize je archimédovska a neni striktni.
Priklad: Soucinova konjunkce je striktni, Lukasiewiczova je nilpotentni, standardni a drasticka
nejsou archimédovské (standardni nespliiuje (TA), drastickd neni spojita).
Véta o reprezentaci striktnich fuzzy konjunkci
Operace A : (0,1)? — (0,1) je striktni fuzzy konjunkce, pravé kdyZ existuje rostouci bijekce
i:(0,1) — (0,1) (multiplikativni generator) takova, ze

anf=i"t(i(a) pi(B)) =i~ (i(a) -i(B)).

Ze je podminka postacujici, jsme jiz dokazali (kromé striktnosti, coz je snadné).

Multiplikativni generator striktni fuzzy konjunkce neni urcen jednoznacné.

Véta o reprezentaci nilpotentnich fuzzy konjunkci

Operace A : (0, 1)2 — (0,1) je nilpotentni fuzzy konjunkce, pravé kdyz existuje rostouct

bijekce i : (0,1) — (0,1) (Bukasiewicztiv generator) takova, ze
anB=i""(i(a) Ni(B)).

Lukasiewicziv generator nilpotentni fuzzy konjunkce neni urcen jednoznacné.
Véta: Necht A je nilpotentni fuzzy konjunkce. Pak

Va e (0,1)IneN: \pa=0

Dikaz: Podle reprezentaéni véty stadi (bez tjmy na obecnosti) dokazat vétu pro Lukasie-
wiczovu konjunkci. Pro dostateéné velké n dostavame

onrzn:(oz—l)gO, /\Zzloz:O.
i=2

L



4.5 Fuzzy prinik

je operace na fuzzy mnozinach definovana pomoci fuzzy konjunkce:
pans(x) = pa(r) A pp(r)

(rozlisujeme stejnymi indexy jako u p¥islusnych fuzzy konjunkei)

4.6 Fuzzy disjunkce (trojuhelnikova konorma, t-konorma)

je binarni operace V : (0,1)? — (0,1) spliwjici
aVB=08Va
aV(BVy)=(aVpB)Vy
f<yv=aVp<aVy
aVvi=a
Véta: aVv1=1.
(83 L (sa)
Didkaz: av1l > 0v1 ="1.
Priklady fuzzy disjunkci
e Standardni (max, Godelova, Zadehova ...):
avV B = max(a, ).
e Souéinova (produktova, pravdépodobnostni ... ):
a\P/ﬁ:a—i—B—a~ﬁ.

e FLukasiewiczova (Gilesova, angl. téZ bold, bounded sum ...

a\L/ﬂ: a+f ?r0a+5<1,
1 jinak.

Drasticka (slaba, angl. weak ...):

« pro 8 =0,
oz\?,b’z I54 pro a =0,

1 jinak.
e Einsteinova 3
E o+
\V =
aVp 1+ ap

Vlastnosti fuzzy disjunkci

Va, g € (0,1) : a\s/ﬁga\'/ﬁga\[}ﬂ.

(komutativita) (S1)
(asociativita) (S2)
(monotonie) (S3)
(okrajova podminka) (S4)

):

Standardni disjunkce je jedina, ktera je idempotentni, tj. o V o = « pro viechna a € (0, 1).



Dualita

Necht — je fuzzy negace.

A. Je-li A fuzzy konjunkee, pak aV 8 = =(=a A=) je fuzzy disjunkce (dudlni k A vzhledem
k —).

B. Je-li V fuzzy disjunkce, pak a A 8 = ~(=a V=) je fuzzy konjunkee (dualni k V vzhledem
Véta:

e Lukasiewiczovy operace A Y jsou duélni vzhledem ke standardni negaci.

e Soucinové operace A Y, jsou dualni vzhledem ke standardni negaci.
e Standardni operace A, V jsou dualni vzhledem k jakékoli fuzzy negaci.

e Drastické operace A, Y jsou dudlni vzhledem k jakékoli fuzzy negaci.

Klasifikace fuzzy disjunkci
Spojita fuzzy disjunkce V je

e archimédovska, jestlize
Vae (0,1): aVa>a (SA)

e striktni, jestlize
Ya € (0,1)VB,y€(0,1): B<y=aVB<aVy (S3+)

e nilpotentni, jestlize je archimédovska a neni striktni.

Véty o reprezentaci fuzzy disjunkci

Véta: Operace V : (0,1)2 — (0,1) je striktni fuzzy disjunkce, pravé kdyZ existuje rostouci
bijekee i : (0,1) — (0, 1) takova, ze

aV B =i"t(i(a) Vi(B)).

Véta: Operace V : (0,1)2 — (0, 1) je nilpotentni fuzzy disjunkce, pravé kdyz existuje rostouci
bijekee i : (0,1) — (0,1) (aditivni generator) takova, ze

av g =ii(a) Vi(8)) = {11_ (i(a) +i(8)) Jpl:;f{(a) +i(B) <1

4.7 Fuzzy sjednoceni

je operace na fuzzy mnozinach definovana pomoci fuzzy disjunkce:

g () = wale) ¥ ().

(rozlisujeme stejnymi indexy jako u p¥islusnych fuzzy disjunkei)



4.8 Fuzzy vyrokové algebry

¢erné vyznacené plati vzdy
¢ervené vyznacené plati pro standardni fuzzy operace, ale ne pro nékteré jiné
modFe vyznacené plati jen pro nékteré volby fuzzy operaci (ne pro standardni)

e = o

aVvVp = BVa, aANB = BAaq,
(aVvB)vy = aVv(BVy), (@nB)Ay = an(BA),
aN(BVY) = (@ABV(aAY), aVv(BAy) = (aVB)A(avy),

aVa = alNa = a,
aVv(@anp) = a ah(aVp) a,

avl = 1, and = 0,

avlo = a, alNl = o,

aN7a = 0, aV-oa = 1,

“anf) = tavop, 2(avp) = Tanap.

4.9 Fuzzy implikace

je jakakoli operace — : (0,1)? — (0, 1), ktera se na {0, 1} shoduje s klasickou implikaci. Mohli bychom

si prat: )
arf=lesalp, (I1a)
asrB=1=a<p, (I1b)
1B =5, (12)
_—.> je nerostouci v 1. argumentu a neklesajici v 2. argumentu, (13)
asf=78>7aq (14)
a=(Boy) =8> (am), (I5)
spojitost. (16)
R-implikace (reziduovana fuzzy implikace, reziduum)
je operace
aB=sup{y: any< B} (RI)

kde A je fuzzy konjunkce

(je-li A spojité, lze supremum nahradit maximem)

Priklady R-implikaci

e (Od standardni konjunkce AJe odvozena Gddelova implikace

0 5= 1 .pfro a < j,
s I} jinak.



Je po ¢astech linearni a spojita s vyjimkou bodu (o, ), a < 1.
e Od Lukasiewiczovy konjunkce A je odvozena Lukasiewiczova implikace

aiB: 1 P.roozg,é’,
L l—a+p jinak.

Je po Castech linearni a spojita.
e Od soucinové konjunkce A Jje odvozena Goguenova (téz Gainesova) implikace

1 < B,
aiﬂz ! ?roafﬁ
P = jinak.

Ma4 jediny bod nespojitosti, (0,0).

Vlastnosti R-implikaci
Véta: Necht A je spojita fuzzy konjunkce. Pak R-implikace E> spliuje (I1a), (I1b), (12), (I3).
Dikaz: « E) B =supl'(a, B), kde I'(er, B) = {y: a Ay < [} je interval obsahujici nulu. (Pfi

spojitosti A navic uzavieny.)

(Ila) Je-li @ < B, pak T'(a, 8) = (0, 1), supT'(a, B) = 1.

(I1b) Je-li o > B, pak 1 ¢ T'(«x, 8), sup (v, B) < 1 (z uzavienosti I'(av, B)).
(12): 1i>ﬁzsup{’y: v < B} =45

(I3): Zvétsujeme-li a, T'(cx, ) se nezvétsuje.

Zvétsujeme-li 8, I'(«, B) se nezmensuje.

Véta: Reziduovana fuzzy implikace piislusna spojité fuzzy konjunkci A je spojita, pravé kdyz

A je nilpotentni.

S-implikace
je operace

asf=2aVvp (SD)

kde V je fuzzy disjunkce
Priklad:
e Ze standardni disjunkce dostavame Kleeneovu—-Dienesovu implikaci

asiﬁ = max(l — o, f).

e 7 Yukasiewiczovy disjunkce dostdavame F.ukasiewiczovu implikaci Li, ktera se shoduje s Lu-

.. . . . . R
kasiewiczovou reziduovanou implikaci —.

Vsechny pozadavky (I1a),(I1b),(I2)—(16) spliuji ze zde probiranych fuzzy implikaci pouze rezi-
duované implikace odvozené od nilpotentnich fuzzy konjunkef (napf. Lukasiewiczova implikace).



4.10 Fuzzy biimplikace (ekvivalence)

je operace <%>, obvykle definovani vztahem

acrf=(aB) A (B a)

kde —> je fuzzy implikace a A je fuzzy konjunkce (biimplikaci indexujeme stejné jako odpovi-

dajici fuzzy implikaci)
Pokud — splituje (I1a) (napiiklad pro reziduovanou implikaci), je vZdy aspoii jedna ze zavorek

na pravé strané rovna jedné, takZze nezalezi na volbé fuzzy konjunkce A.

Priklad: YLukasiewiczova biimplikace: a % B=1—]a—-g|
Literatura
[1] Navara, M., Ol8ak, P.: Zdklady fuzzy mnoZin. Skriptum CVUT, 2. (pfepracované) vydani,
Praha, 2007.
[2] Kolesarova, A., Kova¢ova, M.: Fuzzy mnoZiny a ich aplikdcie. STU, Bratislava, 2004.
[3] Turunen, E.: Mathematics Behind Fuzzy Logic. Physica-Verlag, 1999.
[4] Jura, P.: Zaklady fuzzy logiky pro Fizeni a modelovani. VUT Brno, 2003.
[5] D. Driankov, H. Hellendoorn, M. Reinfrank: An Introduction to Fuzzy Control, Springer,
Berlin, Heidelberg, 1993.
[6] Kruse, R., Gebhardt, J., Klawon, F.: Foundations of Fuzzy Systems. J. Wiley, 1994.
[7] Novak, V.: Zdklady fuzzy modelovdini. BEN — technicka literatura, Praha, 2000.
[8] Novak, V.: Fuzzy mnoZiny a jejich aplikace. Mat. seminaf SNTL, Praha, 1990.
[9] Vysoky, P.: Fuzzy Fizend. Skriptum CVUT, Praha, 1996.
[10] Klir, G.J., Yuan, B.: Fuzzy Sets and Fuzzy Logic. Theory and Applications. Prentice-Hall,
1995.
[11] Nguyen, H.T., Walker, E.A.: A First Course in Fuzzy Logic. 2nd ed., Chapman &

[12]

[13]
[14]

Hall/CRC, Boca Raton/London/New York/Washington, 2000.

Ross, T.J.: Fuzzy Logic with Engineering Applications. 2nd ed., John Wiley & Sons, 2004.
Doplnkova:

Hajek, P.: Metamathematics of Fuzzy Logic. Kluwer, Dordrecht, 1998.

Butnariu, D., Klement, E.P.: Triangular Norm-Based Measures and Games with Fuzzy
Coalitions. Kluwer, Dordrecht, 1993.



[15]
[16]

[17]
[18]

[19]

Klement, E.P., Mesiar, R., Pap, E.: Triangular Norms. Kluwer, Dordrecht, 2000.

Gottwald, S.: Fuzzy Sets and Fuzzy Logic. Friedr. Vieweg & Sohn, Braunschweig, Teknea,
SA, Toulouse, 1993.

Gottwald, S.: Finfihrung in Fuzzy-Methoden. 4th ed. Akademie Verlag, Berlin, 1993.

Cignoli R., D’Ottaviano I.M.L., Mundici D.: Algebraic Foundations of Many-valued Rea-
soning. Trends in Logic, Volume 7. Kluwer Academic Publishers, Dordrecht, 1999.

Mares, M.: Computation over Fuzzy Quantities. CRC Press, Boca Raton, 1994.



	Pojem fuzzy množiny
	Minimum o klasických množinách
	Zavedení fuzzy množin

	Systém rezu fuzzy množiny
	Veta o systému rezu
	Reprezentace fuzzy množin
	Fuzzy inkluze
	Rezová konzistence
	Konvexní fuzzy množiny

	Operace s fuzzy množinami odvozené od operací s jejich prvky
	Fuzzy císla a fuzzy intervaly
	Rozšírení zobrazení (funkcí, unárních operací) na ostré množiny
	Rozšírení zobrazení (funkcí, unárních operací) na fuzzy množiny
	Binární operace s fuzzy intervaly

	Operace s fuzzy množinami
	Operace s ostrými množinami
	Fuzzy negace
	Fuzzy doplnek
	Fuzzy konjunkce (trojúhelníková norma, t-norma)
	Fuzzy prunik
	Fuzzy disjunkce (trojúhelníková konorma, t-konorma)
	Fuzzy sjednocení
	Fuzzy výrokové algebry
	Fuzzy implikace
	Fuzzy biimplikace (ekvivalence)


