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pStruktura p̌rednášky

� Motivace pro učeńı

− znalosti obt́ıžně źıskatelné, data často po ruce a v dostatečném počtu,

� struktura uč́ıćıch dat

− obvykle postačuje frekvenčńı tabulka,

− neúplnost dat stěžuje učeńı,

� učeńı parametr̊u

− snazš́ı úloha,

− algoritmus MLE (+ EM v p̌ŕıpadě neúplných dat),

− demonstrace nárok̊u na data

∗ známá śı̌t → uč́ıćı data → nově naučená śı̌t → srovnáńı s původńı,

� učeńı struktury

− obt́ıžněǰśı úloha,

− jak hodnotit kvalitu struktury? věrohodnost, bayesovské kritérium, BIC

− naivńı postup, algoritmy K2 a MCMC,

− jednoduché p̌ŕıklady.
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pUčeńı bayesovských śıt́ı z dat

� jak trénovaćı data vypadaj́ı?

− množina p̌ŕıkladů D obsahuje M současných pozorováńı všech veličin na objektu,

− pro rodinu se psem: dm = {RMm, PNm, SSm, PVm, PSm}, m = 1 . . .M ,

− pro jednoduchost neuvažujeme chyběj́ıćı hodnoty,

� postačuj́ıćı statistikou (reprezentaćı) je frekvenčńı tabulka (hyperkrychle)

− vyjaďruje počet pozorováńı s konkrétńı konfiguraćı,

− 25 položek N(rm1, pn1, pv1, ss1, ps1), . . . , N(¬rm1,¬pn1,¬pv1,¬ss1,¬ps1),

− reprezentace bĺızká rozděleńı sdružené psti.

d1 = {rm1,¬pn1,¬ss1, pv1,¬ps1}
d2 = {¬rm2,¬pn2,¬ss2, pv2, ps2}
. . .

dM = {¬rmM , pnM ,¬ssM , pvM , psM}
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pUčeńı parametr̊u bayesovské śıtě z dat

� struktura śıtě je dána, hledáme CPTs v jednotlivých uzlech

� odhad parametr̊u Θ lze provést maximalizaćı věrohodnostńı funkce

− pro p̌ŕıklad rodiny se psem

L(Θ : D) =

M∏
m=1

Pr(dm : Θ) =

M∏
m=1

Pr(RMm, PNm, SSm, PVm, PSm : Θ) =

=

M∏
m=1

Pr(RMm : Θ)Pr(PNm : Θ)Pr(SSm|RMm : Θ) . . . P r(PSm|PVm : Θ)

− pro obecnou bayesovskou śı̌t

L(Θ : D) =

M∏
m=1

Pr(dm : Θ) =

M∏
m=1

Pr(P1m, P2m, . . . , Pnm : Θ) =

=

n∏
j=1

M∏
m=1

Pr(Pj|rodice(Pj) : Θj) =

n∏
j=1

Lj(Θj : D)

� za p̌redpokladu nezávislosti parametr̊u lze věrohodnost dekomponovat

− p̌ŕıspěvek každého uzlu Lj(Θj : D) urč́ıme (maximalizujeme) nezávisle.
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pUčeńı parametr̊u bayesovské śıtě z dat

� pro každý uzel řeš́ıme optimalizaci: Θ̂j = arg max
Θ

Lj(Θj : D)

� demonstrujme pro uzel RM, kde ΘRM = {Pr(rm)}

− nechť N(rm) je počet p̌ŕıkladů, v nichž plat́ı RMj = TRUE

− maximalizaci LRM provedeme derivaćı a srovnáńım s 0

LRM(ΘRM : D) =

M∏
m=1

Pr(RM : ΘRM) = Pr(rm)N(rm)(1− Pr(rm))M−N(rm)

∂LRM(Pr(rm) : D)

∂ Pr(rm)
= 0→ Pr(rm) =

N(rm)

M

� zobecněný vztah pro odhad parametr̊u je intuitivně žrejmý

θ̂Pj |rodice(Pj) =
N(Pj, rodice(Pj))

N(rodice(Pj))
≈ Pr(Pj|rodice(Pj))

� tento typ odhadu neńı možný pro ř́ıdká nebo neúplná data

− pro ř́ıdká data Dirichlet priors a metoda max aposteriorńı psti,

− pro chyběj́ıćı data Monte-Carlo vzorkováńı,

− nebo EM optimalizace multimodálńı věrohodnostńı funkce.
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pUčeńı parametr̊u z dat – ilustrace nárok̊u na data

1. z existuj́ıćıho modelu śıtě generujeme data

� model RODINA, r̊uzně velká m (počty pozorováńı),

� jak se data generuj́ı?

− již ďŕıve Gibbsovo vzorkováńı,

− v dané situaci nejsnazš́ı dop̌redné vzorkováńı, viz dále

2. kvantitativńı parametry śıtě znáhodńıme

� z̊ustane pouze struktura śıtě,

� původńı CPTs jsou zapomenuty,

3. z dat nauč́ıme parametry znovu

� úplná pozorováńı – metoda maximálńı věrohodnosti (MLE),

� neúplná pozorováńı – kombinace MLE odhadu a EM algoritmu,

4. porovnáme původńı a naučené CPTs pro r̊uzně velká m

� proč Pr(rm) stanov́ıme snáze než Pr(pv|rm, pn)? viz grafy . . .
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pVzorkováńı ze známé śıtě

� dop̌redné vzorkováńı (forward sampling)

1. uspǒrádej uzly śıtě topologicky

− hrany muśı vést z vrcholu s věťśım č́ıslem do vrcholu s menš́ım č́ıslem,

− RODINA: nap̌r. RM, PN, SS, PV, PS,

2. dle uspǒrádáńı postupně generuj stavy veličin

− použij Pr(Pj|rodice(Pj)),

− RODINA: nap̌r. Pr(RM)→ ¬rm, Pr(PN)→ ¬pn,

Pr(SS|¬rm)→ ss, Pr(PV |¬rm,¬pn)→ ¬pv, Pr(PS|¬pv)→ ¬ps
3. krok 2 opakuj pro každý ze vzork̊u,

� stavy některých veličin mohou být dané (E)

− pokud je Pr(e) ńızká, pak neefektivńı,

− často zaḿıtá částečně nagenerované vzorky,

− RODINA: znám ps, generuji zbylé veličiny.

� alternativou je mj. Gibbsovo vzorkováńı.

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � A4M33RZN



pUčeńı parametr̊u z dat – úplná pozorováńı

� Jaká je pst, že rodina bude mimo dům?

− Pr(rm) =?

� K odhadu lze použ́ıt všechny vzorky . . .

− Pr(rm) =
∑M
m=1 δ(RM

m,rm)
M

� Jaká je podḿıněná pst, že je pes venku?

− Pr(pv|rm, pn) =?

� Podḿınka splněna pouze pro 1.5 0/00 vzork̊u.

− Pr(rm) = 0.15, Pr(pn) = 0.01,

− RM a PN nezávislé veličiny.

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � A4M33RZN



pUčeńı parametr̊u z dat – neúplná pozorováńı (50% ztráta)

� absence pozorováńı jsou nezávislé na stavu proměnných

− jednoduš̌śı varianta,

� neńı vhodné chyběj́ıćı hodnoty ignorovat

− ztráta i existuj́ıćıch pozorováńı,

� MLE odhad kombinujme s EM algoritmem:

1. inicializuj parametry śıtě (typicky náhodně),

2. E krok: dopoč́ıtej chyběj́ıćı pozorováńı z aktuálńı śıtě (inference),

3. M krok: parametry śıtě modifikuj dle aktuálńıch úplných pozorováńı a kritéria MLE,

4. opakuj kroky 2 a 3

(a) po p̌redem daný maximálńı počet iteraćı (v experimentu 10),

(b) dokud nedojde ke konvergenci MLE kritéria (změna log L mezi kroky < 0.001).
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pUčeńı parametr̊u z dat – neúplná pozorováńı (50% ztráta)

� Jaká je pst, že rodina bude mimo dům?

− Pr(rm) =?

� Neúplná data = méně informace

− výrazně deľśı čas výpočtu,

− odhad “jen o málo méně p̌resný”.

� Jaká je podḿıněná pst, že je pes venku?

− Pr(pv|rm, pn) =?

� Neúplná data = méně informace

− porovnáńı obt́ıžné.
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pUčeńı struktury śıtě – naivńı pohled

� k naučeńı śıtě postačuj́ı dva kroky:

1. definice uspǒrádáńı n proměnných,

2. postupné nalezeńı podmnožin proměnných, které splňuj́ı vztah pro podḿıněnou nezávislost

Pr(Pj+1|P1, . . . , Pj) = Pr(Pj+1|rodice(Pj+1)), rodice(Pj+1) ⊆ {P1, . . . , Pj},

� postup lze ilustrovat na p̌ŕıkladu ťrech proměnných:

1. zvoĺıme permutaci π: π(P1) = 1, π(P2) = 2 a π(P3) = 3,

2. postupně p̌ridáváme uzly do grafu, test podḿıněné nezávislosti určuje jak.
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pUčeńı struktury śıtě – naivńı pohled

� k naučeńı śıtě postačuj́ı dva kroky:

1. definice uspǒrádáńı n proměnných,

2. postupné nalezeńı podmnožin proměnných, které splňuj́ı vztah pro podḿıněnou nezávislost

Pr(Pj+1|P1, . . . , Pj) = Pr(Pj+1|rodice(Pj+1)), rodice(Pj+1) ⊆ {P1, . . . , Pj},

� postup lze ilustrovat na p̌ŕıkladu ťrech proměnných:

1. zvoĺıme permutaci π: π(P1) = 1, π(P2) = 2 a π(P3) = 3,

2. postupně p̌ridáváme uzly do grafu, test podḿıněné nezávislosti určuje jak.

� neńı realizovatelné takto jednoduše:

− pǒrad́ı proměnných ovlivňuje výslednou śı̌t – existuje n! permutaćı

∗ p̌ri nevhodně zvoleném pǒrad́ı až úplný graf, nelze ale proj́ıt všechna pǒrad́ı,

− testováńı nezávislosti je také netriviálńı

∗ pro binárńı veličiny určitě O(2n) operaćı pro jednu permutaci,

∗ minimálně muśım vyč́ıslit podḿıněné psti Pr(Pn|P1, . . . , Pn−1).
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pUčeńı struktury śıtě – naivńı pohled
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pUčeńı struktury śıtě – realizace

� založeno na maximalizaci hodnot́ıćı funkce

− vyjaďruje jak dob̌re struktura odpov́ıdá dat̊um,

� p̌ŕımočará věrohodnostńı hodnot́ıćı funkce vede na úplně propojenou śı̌t

− č́ım v́ıce parametr̊u, t́ım věrněji modelujeme data,

− vede na p̌reučeńı – zde nevhodné,

logL(G : D) = log

M∏
m=1

Pr(dm : G) = M

n∑
j=1

(I(Pj : rodice(Pj)
G)−H(Pj))

� hodnot́ıćı fce často vycháźı z maximalizace aposteriorńı psti (MAP)

Pr(G|D) =
Pr(D|G)Pr(G)

Pr(D)
→ logPr(G|D) = logPr(D|G) + logPr(G) + c

− na rozd́ıl od MLE integruje p̌res všechny parametrizace dané struktury

Pr(D|G) =

∫
Pr(D|G,ΘG)× Pr(ΘG|G)dΘ

− MLE uvažuje jen optimálńı parametrizaci

L(G : D) = Pr(D|G, Θ̂G)
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pUčeńı struktury śıtě – realizace

� daľśı častou variantou je Bayesian Information Criterion (BIC)

− výpočetně jednodušš́ı, heuristické kritérium,

− jde o analogii MDL principu – nejlepš́ı model je ten, který je kompaktńı a dělá málo chyb,

− uvažujme: qi . . . počet unikátńıch instanciaćı rodič̊u Pi, ri . . . je počet hodnot Pi,

− v śıti je pak: K =
∑n

i=1 qi(ri − 1) nezávislých parametr̊u,

BIC = −K
2

log2M + log2L(G : D) = −K
2

log2M −M
n∑
i=1

H(Pi|rodice(Pi)G)

− prvńı člen: penalta za složitost śıtě (K ↑ BIC ↓),

− druhý člen: věrohodnost śıtě

(śıla informačńıho vztahu mezi uzly a jejich rodiči ↑ H(|) ↓ BIC ↑),

− jak vyč́ıslit podḿıněnou entropii?

∗ Nij . . . počet p̌ŕıkladů, kde rodice(Pi) nabývá j-té instanciace hodnot,

∗ Nijk . . . počet p̌ŕıkladů, kde Pi nabývá k-té hodnoty a rodice(Pi) j-té instanciace hodnot,

H(Pi|rodice(Pi)G) = −
qi∑
j=1

ri∑
k=1

Nij

M

Nijk

Nij
log2

Nijk

Nij
= −

qi∑
j=1

ri∑
k=1

Nijk

M
log2

Nijk

Nij
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pUčeńı struktury śıtě – realizace

� nelze aplikovat hodnot́ıćı fci na všechny z 2n
2

graf̊u,

� aplikujeme heuristiky a metaheuristiky pro řešeńı obt́ıžných problémů

− p̌r. metaheuristiky – lokálńı prohledáváńı

∗ zač́ıná s danou śıt́ı (prázdnou, expertovou, náhodnou),

∗ poté sestav́ı všechny “bĺızké” śıtě, ohodnot́ı je a p̌rejde na nejlepš́ı,

∗ skonč́ı, pokud žádná změna už nevylepš́ı ohodnoceńı,

− p̌r. doprovodných heuristik

∗ definice “bĺızké” śıtě,

∗ řešeńı problému uváznut́ı v lokálńım minimu nebo na plateaux

· náhodné restarty, simulované ž́ıháńı, TABU search.
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pUčeńı struktury śıtě – algoritmus K2

� Cooper a Herskovitz (1992), nejbĺıže naivńımu p̌ŕıstupu,

� výhoda

− složitost O(m,u2, n2, r), u ≤ n→ O(m,n4, r)

∗ m . . . počet vzork̊u, n . . . počet proměnných,

∗ r . . . max počet hodnot proměnné, u . . . maximálńı počet rodič̊u,

� nevýhody

− na vstupu vyžaduje topologické uspǒrádáńı proměnných/uzl̊u π,

− hladové prohledáváńı vede k lokálně optimálńımu řešeńı.

� pst Pr(G,D) maximalizuje pomoćı funkce

g(Pi, rodice(Pi)) =

qi∏
j=1

(ri − 1)!

(Nij + ri − 1)!

ri∏
k=1

Nijk!

− qi . . . počet unikátńıch instanciaćı rodič̊u Pi, ri . . . počet hodnot Pi,

− Nij . . . počet p̌ŕıkladů, kde rodice(Pi) nabývá j-té instanciace hodnot,

− Nijk . . . počet p̌ŕıkladů, kde Pi nabývá k-té hodnoty a rodice(Pi) j-té instanciace hodnot,

− kritérium je separabilńı – lze hodnotit uzel po uzlu.
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pUčeńı struktury śıtě – algoritmus K2

� algoritmus K2 (π,u,D):

for i=1:n % postupuj dle topologického uspořádánı́ vrcholů π

rodice(Pπi)= ∅ % na počátku je seznam rodičů každého uzlu prázdný

Gold=g(Pπi,rodice(Pπi)) % inicializuj ohodnocenı́ uzlu

while |rodice(Pπi)|≤ u % rodičů nesmı́ být vı́ce než zvolené u

j∗ = arg max
j=1...i−1,Pπj /∈rodice(Pπi)

g(Pπi, rodice(Pπi) ∪ Pπj)

% Pπ∗j je rodič maximalizujı́cı́ fci g

% rodič musı́ mı́t nižšı́ topologický index, z výpočetnı́ch důvodů

% vynecháváme kandidáty, kteřı́ už rodičem uzlu jsou

Gnew=g(Pπi,rodice(Pπi) ∪ Pπ∗j)
if Gnew > Gold then

Gold = Gnew

rodice(Pπi)=rodice(Pπi ∪ Pπ∗j)
else

STOP % pokud nelze vylepšit, ukonči prohledávánı́ daného uzlu
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pK2 – lokalita hladového prohledáváńı

� mějme binárńı veličiny P1, P2, P3, nechť π={1,2,3} a D jsou dána tabulkou

P1 P2 P3

F F F

F F F

F T T

F T T

T F T

T F T

T T F

T T F

g(P2, ∅) = 4!4!
9! = 4!

9×8×7×6×5 = 1
630

g(P2, {P1}) = (2!2!
5! )2 = ( 1

180)2 = 1
32400

K2: STOP, žádná hrana z P1 do P2

g(P3, ∅) = g(P2, ∅) = 1
630

g(P3, {P1}) = (2!2!
5! )2 = ( 1

180)2 = 1
32400

g(P3, {P2}) = g(P3, {P1})
K2: STOP, žádná hrana do P3, p̌ritom

g(P3, {P1, P2}) = (2!
3!)

4 = (1
3)4 = 1

81

� drobná vylepšeńı

− aplikuj K2 a K2Reverse a vyber lepš́ı řešeńı

∗ K2Reverse vycháźı z plně propojeného grafu a hrany hladově odeb́ırá,

∗ řeš́ı problém výše, neńı obecným řešeńım problému,

− náhodně restartuj algoritmus (r̊uzná uspǒrádáńı uzl̊u i počátečńı grafy).
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pUčeńı struktury śıtě – MCMC p̌ŕıstup

� MCMC = Markov chain Monte-Carlo (význam viz slajd pro Gibbsovo vzorkováńı),

� aplikuje Metropolis-Hastings (MH) algoritmus k prohledáváńı prostoru možných graf̊u

1. zvol počátečńı graf G

− uživatelsky/informovaně, náhodně, žádné hrany,

2. ohodnoť graf P (G)

− použij vzorky, kritérium nap̌ŕıklad BIC nebo MAP,

3. generuj “souseda” S daného grafu

− p̌ridej/odeber hranu, změň orientaci hrany,

− dodržuj omezeńı na acykličnost grafu,

− pst p̌rechodu z G do S je dána fćı Q(G,S),

4. ohodnoť souseda P (S),

5. p̌rijmi nebo odḿıtni p̌rechod na nový graf

− generuj α z U(0,1) (uniformńı rozděleńı),

− if α < P (S)Q(G,S)
P (G)Q(S,G) then akceptuj p̌rechod G→ S,

6. opakuj kroky 3–5, ukončeńı po daném počtu iteraćı či dle konvergence.
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pUčeńı struktury śıtě – MCMC p̌ŕıstup

� z četnosti výskytu graf̊u usuzujeme na jejich aposteriorńı pravděpodobnost

− u náhodného startu ignorujeme počátek posloupnosti,

� výstup lze využ́ıt jako bodový i bayesovský odhad

− bodový odhad – uvažuji pouze śı̌t s nejvyš̌śım skóre,

− bayesovský odhad – uvažuji všechny odhady pravděpodobnost́ı p̌res všechny śıtě,

� konvergence

− teoreticky konverguje v čase polynomiálńım s velikost́ı prostoru graf̊u,

− prakticky obt́ıžné pro problémy s v́ıce než 10 uzly.
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pUčeńı struktury z dat – p̌ŕıklad pro 3DAG

� zvol model se 3 uzly, generuj 16 p̌ŕıkladů,

� úplně prohledej všech 11 reprezentant̊u ťŕıd markovské ekvivalence,

� použij 3 r̊uzná kritéria (věrohodnost, bayesovké a BIC) k identifikaci optimálńıho modelu.

� hodnot́ım G1 postupně pomoćı ťŕı kritéríı:

− věrohodnost: nejprve MLE optimálńı parametry Pr(p1) = Pr(p2) = 9
16, Pr(p3) = 1

8

lnL(G1 : D) =

16∑
m=1

Pr(dm : G1) =

= 2 ln
( 7

16

9

16

1

8

)
+ 3 ln

( 9

16

9

16

7

8

)
+ 10 ln

( 9

16

7

16

7

8

)
+ ln

( 7

16

7

16

7

8

)
= −27.96
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pUčeńı struktury z dat – p̌ŕıklad pro 3DAG

− ekvivalentńı výpočet věrohodnosti p̌res podḿıněnou entropii

lnL(G1 : D) = −M
3∑
i=1

H(Pi|rodice(Pi)G1) =

= −16
[
−2
( 9

16
ln

9

16
+

7

16
ln

7

16

)
−
(1

8
ln

1

8
+

7

8
ln

7

8

)]
= −27.96

− BIC urč́ıme odečteńım penalty za složitost śıtě od věrohodnosti

BIC(G1 : D) = −K
2

lnM + lnL(G1 : D) = −3

2
ln 16− 27.96 = −32.12

− bayesovské kritérium

lnPr(D|G1) = ln

3∏
i=1

g(Pi, rodice(Pi)
G1) =

3∑
i=1

qi∑
j=1

ri∑
k=1

ln
(ri − 1)!

(Nij + ri − 1)!
Nijk! =

= 2(− ln 17! + ln 9! + ln 7!)− ln 17! + ln 2! + ln 14! = −31.98

Přirozený logaritmus je použit pro shodu s Matlab BN Toolboxem.

Změna základu logaritmu neovlivńı pǒrad́ı model̊u p̌ri jejich hodnoceńı.
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pUčeńı struktury z dat – p̌ŕıklad pro 3DAG

� ani jedno z kritéríı neodhalilo původńı graf

− u MLE došlo podle očekáváńı k p̌reučeńı,

− BIC a Bayes trṕı nedostatkem p̌ŕıkladů.
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pShrnut́ı

� učeńı parametr̊u bayesovské śıtě

− relativně snadné – MLE nebo bayesovsky,

∗ oba typy odhadů shodné pro velký počet vzork̊u, lǐśı se pro počty malé,

− obt́ıžněǰśı v p̌ŕıpadě malého počtu dat či chyběj́ıćıch hodnot,

∗ nutná počátečńı znalost resp. iterativńı up̌resňováńı parametry ↔ hodnoty,

� učeńı struktury bayesovské śıtě

− je nutné zvolit hodnot́ıćı kritérium pro kvalitu struktury

∗ věrohodnost, resp. log věrohodnost (v p̌rednášce dva způsoby vyjáďreńı),

∗ MAP bayesovské kritérium, BIC odvozené od věrohodnosti,

∗ daľśı kritéria – mj. lokálńı testy podḿıněné nezávislosti,

− prostor kandidátských struktur je obrovský

∗ hodnot́ıćı kritéria nelze aplikovat na všechny struktury,

∗ nelze použ́ıt ani naivńı postup,

∗ K2 – hladové, lokálně optimálńı prohledáváńı,

∗ MCMC – stochastické prohledáváńı podobné simulovanému ž́ıháńı.
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pDoporučené doplňky – zdroje p̌rednášky

� Murphy: A Brief Introduction to Graphical Models and Bayesian Networks.

− praktický p̌rehled od autora BN toolboxu,

− http://www.cs.ubc.ca/~murphyk/Bayes/bayes.html#learn,

� Friedman, Koller: Learning Bayesian Networks from Data.

− Neural Information Processing Systems conference tutorial, slajdy,

− http://www.cs.huji.ac.il/~nirf/Nips01-Tutorial/,

� Cooper, Herskovits: A Bayesian Method for the Induction of P.Networks from Data.

− teorie + algoritmus K2,

− www.genetics.ucla.edu/labs/sabatti/Stat180/bayesNet.pdf,

� Heckerman: A Tutorial on Learning With Bayesian Networks.

− teoretický článek, “jde to č́ıst”

− research.microsoft.com/apps/pubs/default.aspx?id=69588,

� Buntine: Operations for Learning with Graphical Models.

− obecný, úplný a rozsáhlý popis,

− http://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/download?doi=10.1.1.52.696&rep=rep1&type=pdf.
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