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Struktura prednasky

Motivace pro uéeni

znalosti obtiZné ziskatelné, data ¢asto po ruce a v dostate¢ném poctu,
m struktura udicich dat

obvykle postaluje ,

nedplnost dat stéZuje uceni,

snazsi uloha,
algoritmus MLE (4 EM v pfipad& nedplnych dat),
demonstrace naroku na data

* znama sit — udici data — nové& nau&end sit — srovnani s plvodni,

obtiZn&jsi dloha,

jak hodnotit kvalitu struktury? vérohodnost, bayesovské kritérium, BIC
naivni postup, algoritmy K2 a MCMC,

jednoduché ptiklady.




Uceni bayesovskych siti z dat

= jak trénovaci data vypadaji?

mnozina pfikladli D obsahuje M souéasnych pozorovani viech veli¢in na objektu,
pro rodinu se psem: d,, = {RM,,, PN,,, SS,,, PV,,, PS,,}, m=1... M,

pro jednoduchost neuvaZujeme chybéjici hodnoty,

= postalujici statistikou (reprezentaci) je frekvencni tabulka (hyperkrychle)

vyjadfuje polet pozorovani s konkrétni konfiguraci,

2° polozek N (rmy, pni, pvi, 851, ps1), -

reprezentace blizka rozdéleni sdruzené psti.

dl — {Tmlﬂ —pni, —ssy, puy, ﬂpsl}
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Uceni parametru bayesovské sité z dat

m struktura sité je dana, hledame CPTs v jednotlivych uzlech
m odhad parametrii O lze provést maximalizaci v&rohodnostni funkce

pro ptiklad rodiny se psem

M M
- H PT : - H PT(RMmame7SSm7PVm7PSm : @) -
m=1 m=1
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m za predpokladu nezavislosti parametrii Ize vérohodnost dekomponovat

pFispévek kazdého uzlu L;(©; : D) uréime (maximalizujeme) nezavisle.




Uceni parametru bayesovské sité z dat

—~

s pro kaZdy uzel Ye$ime optimalizaci: ©; = argmax L;(0; : D)
S)

= demonstrujme pro uzel RM, kde Opyr = {Pr(rm)}
necht N(rm) je pocet pfikladii, v nichZ plati RM; = TRUE

maximalizaci Ly, provedeme derivaci a srovnanim s 0

M
Lry(Ory : D) = H Pr(RM : Opy) = Pr(rm)NU™ (1 — Pr(rm))M-Nm)
m=1
OLgry(Pr(rm) : D) N(rm)
0 Pr(rm) M
m zobecnény vztah pro odhad parametri je intuitivné zfejmy
‘/9\P‘|7‘0dic€(P‘) - N(Pj7 TO'dZ.CG(Pj))
! ’ N(rodice(P;))

=0— Pr(rm) =

~ Pr(Pj|rodice(Pj))

= tento typ odhadu neni mozny pro ¥idka nebo nelplna data

pro fidka data Dirichlet priors a metoda max aposteriorni psti,
pro chybéjici data Monte-Carlo vzorkovani,

nebo EM optimalizace multimodalni vérohodnostni funkce.




Uceni parametru z dat — ilustrace naroku na data

1. z existujiciho modelu sité generujeme data

= model RODINA, rizn& velkd m (pocty pozorovani),
m jak se data generu;ji?
jiz d¥ive Gibbsovo vzorkovani,

v dané situaci nejsnazsi viz dale
2. kvantitativni parametry sité znahodnime

m zlstane pouze struktura sité,

m puvodni CPTs jsou zapomenuty,
3. z dat naudime parametry znovu

= Uplnd pozorovani — metoda maximalni vérohodnosti (MLE),

m nelplnd pozorovani — kombinace MLE odhadu a EM algoritmu,
4. porovname plvodni a nau¢ené CPTs pro rizn& velkd m

s pro¢ Pr(rm) stanovime snaze nez Pr(pv|rm,pn)? viz grafy ...




Vzorkovani ze znameé sité

g (forward sampling)

1. usporadej uzly sité topologicky

hrany musi vést z vrcholu s vét$im &islem do vrcholu s mensim &islem,

RODINA: napt. RM, PN, SS, PV, PS,

2. dle usporadani postupné generuj stavy velidin

pouZij Pr(P;|rodice(F;)),

RODINA: napt. Pr(RM) — —rm, Pr(PN) — —pn,
Pr(SS|—rm) — ss, Pr(PV|=rm,-pn) — —pv, Pr(PS|—pv) — —ps

3. krok 2 opakuj pro kaZdy ze vzorki,

= stavy n&kterych veli¢in mohou byt dané (E)

pokud je Pr(e) nizkd, pak neefektivni,
Casto zamitd ¢aste¢né nagenerované vzorky,
RODINA: znam ps, generuji zbylé veliciny.

= alternativou je mj. Gibbsovo vzorkovani.

Pr(rm)=.15

rodina
mimo
dum

Pr(pn)=.01
pes
nemocny

Pr(pv|rm,pn)=.99
Pr(pv|rm,—pn)=.9

Pr(pv|—rm,pn)=.97
Pr(pv|—rm,—pn)=.3
Pr(ss|rm)=.6
Pr(ss|—rm)=.05

Pr(ps|pv)=.7
Pr(ps|—pv)=.01




Uceni parametru z dat — aplna pozorovani

m Jaka je pst, Ze rodina bude mimo diim?

Pr(rm) =7

s K odhadu lze pouZit v8echny vzorky ...

M m
Pr(rm) = 2m= 5(ﬁM rm)
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m Jakd je podminéna pst, Ze je pes venku?

Pr(pv|rm,pn) =7

s Podminka splnéna pouze pro 1.5 %y vzorkd.
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Pr(rm) = 0.15, Pr(pn) = 0.01,

RM a PN nezavislé veliciny.
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Uceni parametria z dat — neuplna pozorovani (50% ztrata)

m absence pozorovani jsou nezavislé na stavu proménnych
jednodussi varianta,
= neni vhodné chybéjici hodnoty ignorovat
ztrata i existujicich pozorovani,
s MLE odhad kombinujme s algoritmem:
1. inicializuj parametry sité (typicky ndhodnég),
2. dopotitej chybgjici pozorovani z aktualni sit& (inference),
3. parametry sité modifikuj dle aktualnich dplnych pozorovani a kritéria MLE,
4. opakuj kroky 2 a 3

(a) po pfedem dany maximalni polet iteraci (v experimentu 10),
(b) dokud nedojde ke konvergenci MLE kritéria (zm&na log L mezi kroky < 0.001).




Uceni parametria z dat — neuplna pozorovani (50% ztrata)

m Jakd je pst, Ze rodina bude mimo diim? » Jakd je podminénd pst, Ze je pes venku?
Pr(rm) =7 Pr(pv|rm,pn) =7

m Nelplna data = méné informace = Nelplna data = méné informace
vyrazné delsi &as vypoltu, porovnani obtizné.

odhad “jen o malo méné presny” .
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Uceni struktury sité — naivni pohled

= k naudeni sité postaluji dva kroky:
1. definice uspofadani n proménnych,

2. postupné nalezeni podmnoZin proménnych, které spliiuji vztah pro podminénou nezavislost
Pr(Pj1|Py, ..., Pj) = Pr(Pjsi|rodice(Pjy1)), rodice(Pji1) C{P, ..., P},

m postup lze ilustrovat na p¥ikladu tfech proménnych:

1. zvolime permutaci m: w(Py) =1, n(P) =2 a w(P3) = 3,

2. postupné pfidavame uzly do grafu, test podminé&né nezavislosti uréuje jak.




Uceni struktury sité — naivni pohled

= k naudeni sité postaluji dva kroky:
1. definice uspofadani n proménnych,
2. postupné nalezeni podmnoZin proménnych, které spliiuji vztah pro podminénou nezavislost
Pr(Pj1|Py, ..., Pj) = Pr(Pjsi|rodice(Pjy1)), rodice(Pji1) C{P, ..., P},
m postup lze ilustrovat na p¥ikladu tfech proménnych:
1. zvolime permutaci m: w(Py) =1, n(P) =2 a w(P3) = 3,
2. postupné pfidavame uzly do grafu, test podminé&né nezavislosti uréuje jak.
= neni realizovatelné takto jednoduse:
poradi promé&nnych ovliviiuje vyslednou sit — existuje n! permutaci
* pFi nevhodné zvoleném potadi aZ uplny graf, nelze ale projit viechna pofadi,
testovani nezavislosti je také netrivialni
* pro binarni veli€¢iny urgité O(2") operaci pro jednu permutaci,

* minimaln& musim vyé&islit podminéné psti Pr(P,|Pi, ..., P,_1).




Uceni struktury sité — naivni pohled

P,: dvé& mozZnosti P, ad 1: €tyfi mozZnosti
- Prp,)  Pr(p,) 11 Pr(p,) Pr(p,) Pr(ps)
Pr(p2)=Pr(p;|p;)=Pr(p,|=p;) Pr(ps)=Pr(ps|py,p,)=Pr(p;|...)

2 Pr(p, ) 12 13 14
90 00 QP
v
&)

5 Pr(p3 |p1)= Pr(p3 |p2)= Pr
r(pzlpl) PF(P3|P1,pg)= Pr(p3|p1,p2)=

odligné
Pr(pzl_'pl) Pr(p3|p1:_'p2) Pr(p3|_'p11p2)




Uceni struktury sité — realizace

m zaloZeno na maximalizaci
vyjadFuje jak dob¥e struktura odpovida datiim,
= pfimocard vérohodnostni hodnotici funkce vede na tpln& propojenou sit

¢im vice parametrd, tim vérnéji modelujeme data,

vede na preuleni — zde nevhodné,
log L(G : D) = log H Pr(d =M Y (I(P; : rodice(P;)°) — H(P;))
j=1
= hodnotici fce €asto vychazi z maximalizace aposteriorni psti (MAP)
Pr(D|G)Pr(G)
Pr(D)

na rozdil od MLE integruje pfes v8echny parametrizace dané struktury

Pr(G|D) =

— log Pr(G|D) = log Pr(D|G) + log Pr(G) + ¢

Pr(D|G) = /PT(D|G, Og) X Pr(0¢|G)do

MLE uvaZuje jen optimalni parametrizaci

L(G: D) = Pr(D|G,0¢)




Uceni struktury sité — realizace

s daldi &astou variantou je Bayesian Information Criterion (BIC)
vypocetné jednodussi, heuristické kritérium,
jde o analogii MDL principu — nejlepsi model je ten, ktery je kompaktni a déla malo chyb,
uvazujme: ¢; ...pocet unikatnich instanciaci rodi¢iu P, r; ... je polet hodnot P,

v siti je pak: K =", ¢;(r; — 1) nezévislych parametrd,

BIC = —glogQM +logy, L(G : D) = —glogQM — MZH(H\TOdice(Pi)G)
i=1
prvni &len: penalta za sloZitost sit& (K T BIC |),
druhy &len: vérohodnost sité
(sila informa&niho vztahu mezi uzly a jejich rodi¢i T H(|) | BIC 71),
jak vydislit podminénou entropii?
% Nj; ...pocet ptikladl, kde rodice(P;) nabyva j-té instanciace hodnot,
% Niji, . .. polet pfikladd, kde P, nabyva k-té hodnoty a rodice(F;) j-té instanciace hodnot,

G T
H(P;|rodice(P, Z N” N”k ”k‘ _ Z Z wk wk

k=1 j=1 k=1 ~7




Uceni struktury sité — realizace

. 7 7 . v 2 )
= nelze aplikovat hodnotici fci na v8echny z 2™ grafi,
m aplikujeme heuristiky a metaheuristiky pro ¥eeni obtiZnych problémi

pf. metaheuristiky —

* zalina s danou siti (prazdnou, expertovou, ndhodnou),

* poté sestavi vdechny “blizké" sité, ohodnoti je a prejde na nejlepsi,
* skon&i, pokud Zadna zména uZ nevylepsi ohodnoceni,

pf. doprovodnych heuristik

x definice "blizké"” sité,

* YeSeni problému uvaznuti v lokalnim minimu nebo na plateaux

- nahodné restarty, simulované Zihani, TABU search.




Uceni struktury sité — algoritmus K2

s Cooper a Herskovitz (1992), nejblize naivnimu p¥istupu,
= vyhoda

sloitost O(m, u?,n%,r), u <n — O(m,nt,r)

x m ...pocet vzorkld, n ...pocet proménnych,

x 1 ... max polet hodnot proménné, u ... maximalni podet rodiéi,
= nevyhody

na vstupu vyZaduje topologické uspo¥adani proménnych /uzll ,

hladové prohledavani vede k lokalné optimalnimu ¥eSeni.

s pst Pr(G, D) maximalizuje pomoci funkce
g

g(P;, rodice(P;)) = H L (ri = H Nijp!

NZ]—H“Z—l'

g; . ..pocet unikatnich instanciaci rodi¢t P;, r; ... poclet hodnot P,
Ni; ...potet prikladl, kde rodice(P;) nabyva j-té instanciace hodnot,
Niji, ... pocet ptikladi, kde P; nabyva k-té hodnoty a rodice(F;) j-té instanciace hodnot,

kritérium je — Ize hodnotit uzel po uzlu.




Uceni struktury sité — algoritmus K2

s algoritmus K2 (m,u,D):
for i=1:n 7 postupuj dle topologického uspofddani vrcholu 7
rodice(P;,)=( % na potatku je seznam rodiZu kazdého uzlu prazdny
Gog=g(FPr, ,rodice(Fr)) % inicializuj ohodnoceni uzlu
while |rodice(F;)|< u % rodiZd nesmi byt vice nez zvolené u
Jjr = arg max g(Pr;,rodice(Pr,) U Pr))
jzl...i—l,Pﬂjérodice(Pﬁi)
A }%? je rodi¢ maximalizujici fci g
% rodi€ musi mit niZzsi topologicky index, z vypoletnich divodi
% vynechdvame kandidaty, ktefi uz rodifem uzlu jsou
Ghrew=g (Py, ,rodice(F;) LJ}%?)
if Grew > Goq then

Gold — Gnew
rodice(}%5)=rodice(f}iLJ}%?)
else

STOP % pokud nelze vylepsit, ukonli prohleddvani daného uzlu




K2 — lokalita hladového prohledavani

= m&me binarni veliciny P, Py, P3, necht 7={1,2,3} a D jsou ddna tabulkou

PP P
FF F
FFF
F T T
F T T
T F T
T F T
T T F
T T F

REAL: Pr(p;)=.5

@ Pr(ps|ps,p2)=0

Pr(ps|p;.—p2)=1

Pr(p,)=.5 Pr(ps|—p1,p,)=1
Pr(ps|=p1.—p2)=0

K2: Pr(p;)=.5

Pr(p,)=.5 @ Pr(ps)=.5

= drobna vylepseni

aplikuj K2 a K2Reverse a vyber lepsi Feseni

141 !
9(P2>@) - 49% _2 9><8><47><6><5 , ﬁ X
9(P2> {Pl}) (5_) (180) — 32400

K2: STOP, Z2adna hrana z P; do P

g(P5,0) = g(P2,0) = 555
g(Ps, {P}) = (30 = (1%5)” = 50
9(Ps5,{P}) = g(P3,{P1})

K2: STOP, Zadna hrana do P, pfitom
(P37 {Pb PQ}) (3!)4 — (%)4 - 8_11

* K2Reverse vychazi z plné propojeného grafu a hrany hladové odebira,

x YeSi problém vyse, neni obecnym ¥eSenim problému,

nahodné restartuj algoritmus (riizna usporadani uzll i potate¢ni grafy).




Uceni struktury sité — MCMC pfFistup

o = Markov chain Monte-Carlo (vyznam viz slajd pro Gibbsovo vzorkovani),

= aplikuje (MH) algoritmus k prohledavani prostoru moZnych grafi

1. zvol poéateéni graf G

uZivatelsky/informovang, ndhodn&, Zadné hrany,

2. ohodnot graf P(G)

\'\
/

pouzij vzorky, kritérium napfiklad BIC nebo MAP,
3. generuj “souseda’ S daného grafu

p¥idej/odeber hranu, zmé&i orientaci hrany,

dodrzuj omezeni na acykli¢nost grafu,
pst pfechodu z G do S je déna fci Q(G, S),

4. ohodnot souseda P(S),

5. p¥ijmi nebo odmitni p¥echod na novy graf

generuj « z U(0,1) (uniformni rozdéleni),

P(S)Q(G.S)

if a < P0G then akceptuj pfechod G — S,

6. opakuj kroky 3-5, ukonéeni po daném pottu iteraci ¢i dle konvergence.




Uceni struktury sité — MCMC pfFistup

m z Cetnosti vyskytu grafi usuzujeme na jejich aposteriorni pravdépodobnost

u nahodného startu ignorujeme pocatek posloupnosti,
m vystup lze vyuZit jako bodovy i odhad

bodovy odhad — uvaZuji pouze sit s nejvy¥sim skére,

bayesovsky odhad — uvaZuji v8echny odhady pravdépodobnosti pfes viechny sité,
= konvergence

teoreticky konverguje v ¢ase polynomidlnim s velikosti prostoru grafi,

prakticky obtiZné pro problémy s vice nez 10 uzly.
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Uceni struktury z dat — p¥iklad pro 3DAG

= zvol model se 3 uzly, generuj 16 ptikladi,
m Uplné prohledej v8ech 11 reprezentanti t¥id markovské ekvivalence,

= pouZij 3 rizna kritéria (v&rohodnost, bayesovké a BIC) k identifikaci optimdlniho modelu.

"""""""""""""""""""""""""""""""""""""

Gy o G> Gs EG4. 'Gs :
pl1  apl ! ! ! ! : i
;-Pl-;-f-;. ;.—n;oé»;
o p3 0 2 Py Pei
P p2 \Ge | CF: Gg iGqg Gy i
— —p3 3 4 =) | ! ! : :
o o ¥ L“AIA«A-&
P2 P2 p3 0 0 ; | I Rt SR
ap2 G11
RS ! /_'E. MLE | | Bayesian | | BIC

m hodnotim (G postupné pomoci t¥i kritérii:

vérohodnost: nejprve MLE optimaIni parametry Pr(p;) = Pr(ps) = +, Pr(ps) = 3

In L(G ZPT

| 77T
_ zln(13—> +30n (333) +10In (212) +n (———) — 27.96
16163 16163 16163 16163




Uceni struktury z dat — p¥iklad pro 3DAG

ekvivalentni vypolet vérohodnosti pfes podminénou entropii

In L(Gy: D) = —MZH (Pj|rodice( P,)%) =
1=1
9. 9 T T 1 7 7

|
:—16[ (—1— L —) (1 a )]:—27.96
16216 T 16 M 16 s g tgs

BIC uréime odeétenim penalty za sloZitost sité od vérohodnosti

K 3
BIC(Gy: D)= —glnM +InL(Gy: D) = —éln 16 — 27.96 = —32.12

bayesovské kritérium

q; T

In Pr(D|G) lan P;, rodice(P, Yyyln w "”:_—Tll) )'N ik =

1=1 1=1 j5=1 k=1
=2(—In17+ 9 +In7) —In17' + In2! + In 14! = —31.98

Ptirozeny logaritmus je pouZit pro shodu s Matlab BN Toolboxem.

Zména zakladu logaritmu neovlivni potadi modeli p¥i jejich hodnoceni.




Uceni struktury z dat — priklad

Gs

Pr(p,)=.5

P,
.'é... Pr(ps|pz)=.2

P, Py Pr(psl-pz)=.1

Pr(pzlp.)=.25
Pr(pz|—p;)=.75

G Gz Gz G iGs |
| -27.96 | -25.59-26.12 | -26.70 | -24.33
' -31.98 | -30.56-31.78 {-32.32 | -30.92
| -32.12 | -31.14{-31.67 |-32.25 | -31.26
Gs  iG,  1Gg Gy Gy

. -25.32} -23.75-24.64 {-24.86 | -25.75
' -31.03}-30.36 -30.56 ;-31.33 | -33.04 |
| -33.64/-30.68!-32.96 {-31.79 | -34.07
i Giy

| -23.38! .

i -31.62: |MLE | | Bayesian | | BIC

= ani jedno z kritérii neodhalilo pdvodni graf

— u MLE doslo podle ocekavani k preuceni,

— BIC a Bayes trpi nedostatkem p¥ikladu.

H E E B B BN EEEEEEEEEEEEEE OO

A4M33RZN



Shrnuti

m uleni parametr( bayesovské sité

relativné snadné — MLE nebo bayesovsky,
* oba typy odhad( shodné pro velky polet vzorki, lisi se pro poéty malé,
obtiznéjsi v pFipadé malého poltu dat & chybéjicich hodnot,

x nutna pocateéni znalost resp. iterativni upfesfiovani parametry <» hodnoty,
m uleni struktury bayesovské sité

je nutné zvolit hodnotici kritérium pro kvalitu struktury

* vErohodnost, resp. log v&rohodnost (v pfedndsce dva zplsoby vyjad¥eni),
*x MAP bayesovské kritérium, BIC odvozené od vérohodnosti,

« dal$i kritéria — mj. lokalni testy podminéné nezavislosti,

prostor kandidatskych struktur je obrovsky

* hodnotici kritéria nelze aplikovat na v8echny struktury,
* nelze pouzit ani naivni postup,
x K2 — hladové, lokalné optimalni prohledavani,

x MCMC - stochastické prohledavani podobné simulovanému Zihani.




Doporucené doplitky — zdroje prednasky

Murphy: A Brief Introduction to Graphical Models and Bayesian Networks.

prakticky ptehled od autora BN toolboxu,
http://www.cs.ubc.ca/~murphyk/Bayes/bayes.html#learn,

Friedman, Koller: Learning Bayesian Networks from Data.

Neural Information Processing Systems conference tutorial, slajdy,
http://www.cs.huji.ac.il/~nirf /Nips01-Tutorial /,

Cooper, Herskovits: A Bayesian Method for the Induction of P.Networks from Data.

teorie + algoritmus K2,
www.genetics.ucla.edu/labs/sabatti /Stat180/bayesNet.pdf,

s Heckerman: A Tutorial on Learning With Bayesian Networks.
teoreticky ¢lanek, “jde to &ist”
research.microsoft.com /apps/pubs/default.aspx?id=69588,
= Buntine: Operations for Learning with Graphical Models.
obecny, tplny a rozsahly popis,
http://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/download?doi=10.1.1.52.696& rep=rep1&type=pdf.




