Pramér minimalni kostry aplného grafu

Predpokladejme, Ze dany graf ma N uzlt.
Budeme postupovat odzadu a nejprve budeme diskutovat, jak nalézt primér minimalni kostry, to jest prumér
libovolného kotenového stromu.

Primér souvislého grafu je délka nejkratsi cesty mezi dvéma jeho navzajem nejvzdalenéjSimi uzly. Ve stromu vede
mezi kazdymi dvéma uzly jen jedina cesta, tudiz primér stromu je pouze je délka cesty mezi dvéma navzijem
nejvzdalenéjSimi uzly. Pfipomenme Ze vyska uzlu X je rovna vzdalenosti z X do jemu nejvzdalenéjsiho listu, ktery lezi
v podstromu s kofenem X.

V kotenovém stromu nejdelsi cesta bud’ prochazi nebo neprochazi kotenem.
I. Pokud nejdelsi cesta kofenem prochazi, mohou nastat dvé moznosti, neformaln¢ naznacené na obr. 1."

a) Kofen ma jediného potomka, délka nejdelsi cesty je rovna vySce kofene.

b) Kofen ma alespon dva potomky, déika nejdelsi cesty je rovna souétu vysek dvou potomki (X a ) s nejvétsi vyskou
mezi vSemi potomky kofene a je dale zvétsena o 2, diky hrandm (kofen, X) a ( kofen, ).
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Obr. 1.

II. Pokud nejdelsi cesta neprochézi kofenem, coz je naznaceno na obr. 2., existuje jiny uzel z, a je prave jeden, takovy,
ze nejdel§i cesta prochazi uzlem z a navic je$t¢ dvéma jeho podstromy. V tomto piipadé je, podobné jako v
predchozim piipadé b) délka nejdelsi cesty rovna souctu vysek kotend téchto dvou podstromtl, opét zvétsenych o 2.

Obr. 2.

Staci tedy znat vysku kazdého uzlu z a v kazdém uzlu pomoci vysek jeho potomkl zkonstruovat kandidata na délku
nejdelsi cesty v podstromu s kofenem z, podle varianty a) nebo b). Z kandidatti vypocétenych ve vSech uzlech pak jen
vybereme nejvétsiho.

Vysku kazdého uzlu z snadno ur¢ime rekurzivné jako 1 + max{vySky vSech bezprostfednich potomkii z} nebo 0,
pokud z je listem. SloZitost této akce je ®(N). Vypocet kandidata na délku maximalni cesty prochazejici uzlem z ma
slozitost linearné zavislou na poctu potomki z, tj na stupni z. Ve stromu je soucet stupiii vSech uzli imérny poctu
uzlt, takze 1 vypocet kandidati a vybér nejvétsiho ma slozitost @(N). Tudiz i nalezeni priméru kofenového stromu ma
slozitost ®(N).



Abychom mohli efektivné implementovat postup popsany vyse, musime mit seznam uzli a ke kazdému uzlu seznam
jeho bezprosttednich potomki. Algoritmus hledani minimalni kostry miize vracet seznam hran kostry, z n¢j pfislusné
seznamy vygenerujeme snadno v ¢ase @(N). Minimalni kostru miizeme rovnou ziskat ve stromové reprezentaci. Napft.
Primtiv algoritmus urc¢i kazdému uzlu pfimo jeho rodice ve stromu minimalni kostry, staci pak obratit hrany v této
(orientované) kostie. I to Ize uCinit v ¢ase O(N).

Alternativni postup nalezeni priméru stromu predstavuje nasledujici algoritmus:

Zvol libovolny uzel X. Spust’ BFS z uzlu x a kazdému uzlu stromu urci vzdalenost od X pfi jednotkové vaze kazdé
hrany. Zvol libovolny uzel z s maximalni vzdalenosti od x. Spust BFS z uzlu z a kazdému uzlu stromu urci
vzdalenost od z pti jednotkové vaze kazdé hrany. Vzdalenost nejvzdalengjsiho uzlu od z je rovna priméru stromu.

Je tieba upozornit, Ze tento algoritmus je funkéni pouze pro stromy, pii existenci byt i jediné kruznice v grafu muize
selhat a vydat chybny vysledek..

Uzavirame, ze pii vypoc¢tu priméru minimalni kostry souvislého grafu zbyva po nalezeni minimalni kostry vykonat
jen O(N) operaci, coz je asymptoticky méné nez vyzaduje samotny vypocet minimalni kostry, takze podstatné bude
predevsim co nejefektivnéji nalézt minimalni kostru.

Graf, jehoz minimalni kostru hledame, je uplny, ma tedy ®(N?) hran. Kazdou hranu je nutno navstivit alespoii jednou,
takze slozitost hledani minimalni kostry je Q(N?). Nejjednodussi zptsob, jak dosahnout sloZitosti pravé O(N?), je
toho uzlu, ktery chceme v pribéhu algoritmu aktualné pripojit ke vznikajici kostie, udélame trivialné tak, ze projdeme
v cyklu vSechny uzly grafu a z otevienych uzlii vybereme ten s nejmensi cenou. To ma slozitost ®(N). Asymptoticky
tim nic neztracime, protoze vzapéti v dal§im kroku algoritmu musime probrat a piipadné v konstantnim case
aktualizovat vSechny sousedy tohoto nové vybraného uzlu a jeho sousedd je v Uplném grafu pravé N-1, cili také
ON).

Vyhodou uvedené modifikace Primova algoritmu je rovnéz fakt, ze vahu kazdé hrany potiebujeme pouzit v pribéhu
algoritmu jen jednou, takze si vahy hran nemusime nikam ukladat a staci ukladat pouze informace o uzlech. Pfi
ocekavané velikosti N = 10000, ma graf cca 50 milionii hran, coz znamena Ze usetiime pfinejmensim stovky MB
paméti a ovSem také Cas na jeji alokaci a pfipadnou dalsi manipulaci s hranami. Pro N = 10000 tak budeme pracovat
s maximalné cca IMB paméti obsahujici pouze udaje o uzlech grafu resp. hranach minimalni kostry, jichz je také
priblizné N.

Pokud pouzijeme Kruskaltiv algoritmus, bude jeho rychlost zavisla na rychlosti fazeni mnoziny vsech hran podle
jejich ceny. Typicky pfi pouziti zabudovaného fazeni je to O(E-log(E)), kde E je pocet hran, coz je ale rovno
O(N*log(N?)) = O(N*log(N)). Proti uvedené modifikaci Primova algoritmu je tento postup tedy horsi o faktor log(N),
coz pro N = 10000 ptredstavuje zhruba alespon desetinasobné zpomaleni.

Dale uvadime tabulky s ¢asy feSeni celé ulohy pro jednotlivé velikosti grafu a pouzité algoritmy vypoctu minimalni
kostry. Jak plyne z rozboru vySe, vypocet priméru kostry zahrnuty v téchto Casech nema zasadni vliv na délku
jednotlivych Casil, zejména pfi objemnéjSich datech.

Intel Core 2 Duo | Prim Prim bez Kruskal Intel Core i7-2620M | Prim Prim bez Kruskal

L7500 1.60Ghz | yia6icky | fronty 2.70 Ghz klasicky | fronty

N =500 31 15 110 N =500 8 6 32

N=1000 78 78 610 N =1000 19 18 205

N =2000 234 265 2750 N = 2000 66 70 928

N =5000 1484 1625 24047 N = 5000 388 430 8483

N = 8000 3797 4156 67610 N = 8000 968 1084 24465

N = 9000 4844 5516 88718 N =9000 1251 1439 32693
Tab 1. a 2. Casy feseni v milisekundach, N piedstavuje pocet uzlii grafu.




Poznédmka

Z dat je zfejmé, Ze klasickd implementace Primova algoritmu je pro tento typ dat o jednu az dvé desitky procent
rychlej$i nez nami uvazovana implementace bez fronty, a Ze s rostouci velikosti dat se tento pomér zvolna zlepsuje ve
prospéch klasické varianty. I piesto je ptivodné zvolend varianta feSeni dobfe piijatelna, pfedevSim pro svou
jednoduchou implementaci. Klasicka varianta obsahuje manipulaci s frontou, mnohdy v teoretickém rozboru decentné
zamlc¢enou, kdy je nutno aktualizovat pozice libovolnych prvka ve fronté, to jest nejen prvku na Cele nebo chvostu
fronty. Ne kazda knihovni prioritni fronta to dokaze, a pak je nutno vymyslet dalsi nadbyte¢né okliky, které tento
nedostatek néjak nahradi, pravdépodobné€ za cenu ztraty Casu a pamétovych prostfedki. Naopak, pii vlastni
implementaci fronty se vystavujeme nutnosti vytvorit objemnéjsi kod nesouci s sebou vétsi riziko chyb a pieklept.



