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—— Barevnost grafu

Cil: Necht’ G je libovolny neorientovany graf. Chceme
obarvit jeho vrcholy co nejmensim poctem barev tak, aby

platilo, Ze kazdé dva vrcholy spojené hranou maji rtiznou
barvu.
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— Barevnost grafu

Necht' G = (V, E) je neorientovany graf a k prirozene cislo.

Zobrazeni
b:V - {1,2, ..., k}

nazveme obarvenim grafu G pomoci k barev, pokud plati:

Vix,y} € E: b(x) # b(y)

Barevnost grafu (také chromatickeé cislo) G je
minimalni pocet barev potrebny pro obarveni G.

Znaci se x(G).
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— Barevnost grafu

x(G) = 1 pravé tehdy, sklada-li se G z izolovanych vrchold.

\

x(G) = 3 prave tehdy, obsahuje-li G cyklus liché délky.

x(G) = |V] pro libovolny uplny graf.
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" SSROVinny graf, rovinné nakresleni

rovinny graf (planarni graf)
Rovinny graf je graf, pro ktery existuje takové rovinné nakresleni, Ze se Zadné dvé hrany
nekrizi.

rovinné nakresleni
Rovinné nakresleni je zobrazeni b, které kazdému vrcholu v pfifazuje bod roviny b(v) a
hrané {i, j} pfifadi oblouk s koncovymi body o(i) a o(j). Zobrazeni je prosté (riznym vrcholim
odpovidaiji rizné body roviny) a zadny bod b(v) neni nekoncovym bodem zadného oblouku.
Graf spolu s takovymto zobrazenim nazveme topologicky graf.

oblouk
Oblouk je podmnozina roviny tvaru o( <0,1> ), kde o0 : <0,1> — R? je néjaké spoijité a prosté
(az na koncoveé body) zobrazeni intervalu <0,1> do roviny. Body ¢(0) a o(1) se nazyvaji
koncové body oblouku.

sténa
Necht ACR? je néjaka podmnozina roviny. Nazveme ji souvislou, pokud pro vx,yeA plati, ze
existuje oblouk o s koncovymibody x a y takovy, Ze o0 € A. Oblouky pfislusné hranam
néjakého topologického grafu pak podle této relace souvislosti rozdéluji rovinu na tfidy
ekvivalence, které se nazyvaji stény grafu.
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" SSROVInnY graf, rovinné nakresleni

priklad rovinného nakresleni grafu s krizenim hran:
b

e d
priklad rovinného nakresleni téhoz grafu, ale bez krizeni hran

(graf je tedy rovinny): b

AN

)/
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S K uratowského véta

Graf G je rovinny, pravé kdyz zadny jeho podgraf neni
isomorfni deleni grafu K; 5 ani deleni grafu K.

) M KS @

Déleni grafu je graf, ktery vznikne z plivodniho grafu
opakovanou aplikaci déleni hrany. Déleni hrany lze
popsat operaci % nasledovne:

G%e = (V U iz}, (E\{{x,¥}}) U {ix, 2}, {z, y}})

kde e={x,y}€E je hrana, a z¢V je novy vrchol (na hranu
{x,y} tedy ,prikreslime" novy vrchol z).
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" A 0
Euleruv vzorec

Eulerlv vzorec
Necht G=(V,E) je souvisly rovinny graf, a necht s je poCet stén
néjakeho rovinného nakresleni G, kde se nekfizi hrany. Potom plati
V| —|E| +s =2
DUsledek

Pocet stén nezavisi na zpusobu rovinného nakresleni, kde se
nekfizi hrany. == e e ———
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" A 0
Euleruv vzorec

dtkaz indukci:
Pro|E| =0 je potom |V|=1as=1. Vzorec tedy plati.
Dale rozliSime dva pripady:
Graf G neobsahuje cyklus. Potom G je strom atedy | V| =|E| + 1. Kazdy
strom ma pouze jedinou sténu.

Graf G obsahuje cyklus. Existuje tedy néjaka hrana e€E , ktera je
obsazena v cyklu. G - e je tedy souvisly. Pro tento graf plati podle
indukéniho predpokladu Eulerlv vzorec:

|V(G-¢e)|-|E(G-¢e)|+s(G-¢e) =2.

Pridanim hrany e vznikne cyklus ktery odstépi novou sténu. Pridanim 1
hrany tedy vzroste pocet stén o 1. Vzorec tedy plati:

|V(G-e)|-(|E(G-e)|+1)+(s(G-e) +1)=2.
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= Barevnost rovinnych grafi

problém: Jaké minimalni mnozstvi barev je potreba na
obarveni libovolné mapy statl tak, aby staty se spolecnou
hranici nemély stejnou barvu?

prevedeme tento problém na barveni rovinného grafu
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= Barevnost rovinnych grafi

Je zrejmé, ze na vyreseni problému potrebujeme alespon 4 barvy.

Tento problém byl v roce 1976 s pomoci pocitace vyresen.

Kazdy rovinny graf Ize obarvit 4 barvami.
Je to jeden z prvnich vysledkd, ktery byl dokazan s pomoci pocitace.
Dukaz obsahuje 1936 specialnich pfipadu, které pokryvaiji vSsechny moznosti.

Existuje linearni algoritmus pro obarveni rovinného grafu 5 barvami.
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" A
Coje SAT a co nabizi?
SAT = Boolean SATisfiability problem

Resi problém nalezeni ohodnoceni proménnych v
booleovske formuli tak, ze je formule splnéna.

Priklad:

Ax XX (X Vv X v X)) & (X Vv X6 Vv X)
Regeni:

Formule je spinéna kdyz: (x;, X, X3, X,.=TRUE)

Vstupem vétsSiny SAT solvert je CNF (Conjunctive Normal
Form).

Nalezeni reseni SAT je NP-Uplny problém. To znamena, ze
zatim nejlepsi znamy algoritmus resi ulohu v Case
O(exp(n)) (tj. neni znam polynomialni algoritmus).
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CNF (Conjunctive Normal Form)

CNF (Cesky: konjunktivni normalni tvar formule) je konjunkce klauzuli,
kde klauzule je disjunkce literalu, a kde literal je bud vyrokova
promenna nebo znegovana vyrokova promenna.

/\ \/ literal ; ;

i e indexy . _indexy literal
klauzuli v klauzuli i

Priklad CNF: (X; V X3 V =%, V X{) A (=X, V —Xg)

Kazda vyrokova formule Ize prevest na CNF.
Nejprve prevedeme vSechny logické spojky na A,V a —.
Potom pomoci De Morganovych pravidel a roznasobeni prevedeme
na CNF.
Existuje algoritmus, ktery umi prevest libovolnou vyrokovou formuli na

ji ekvivalentni v linearnim Case a navic vysledna CNF formule zabere
linearni prostor vuci vstupni formuli.
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YAk funguji SAT solvery - DPLL

Vétsina nejrychlejsich soucasnych SAT solverl pouziva algoritmus
zalozeny na DPLL (Davis-Putnam-Logemann-Loveland) algoritmu:

function DPLL(® : CNF) : boolean
if ® neobsahuje zadnou klauzuli then return true;
if ® obsahuje prazdnou klauzuli then return false;
for every unit clause L in ©
® := unit-propagate(L, ®);
for every pure litera/L in ©
® := pure-literal-assign(L, ®);
L := vyber-literal(®);
return DPLL(® & L) or DPLL(® & not(L));
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YAk funquji SAT solvery - DPLL

unit clause je klauzule, ktera obsahuje pouze jeden
neprirazeny literal (literal, ktery jesté nema hodnotu).

pure literal je literal, ktery se v CNF formuli vyskytuje
pouze v jedné polarité (bud’ jako —x nebo jako x).

unit-propagate(L, ®) a pure-literal-assign(L, @)
nastavi vsem literalim L z & stejnou hodnotu podle jejich
tvaru a zjednodusi vyslednou formuli.

Jinymi slovy: Funkce nahradi vSechny vyskyty L za frue a
opacneé polarizované L za false a nasledné zjednodusi
vyslednou formuli ® tak, ze smaze vSechny klauzule
obsahujici frue a smaze vsechny false ze vSech klauzuli
(Pozor! Prazdna klauzule je stale klauzule)
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YAk funguji SAT solvery - DPLL

Priklad: (x;) A (=% VXx3) A (= %4V = X5) A (Xs V X4 V =%y)

X)) A(EXVX)A (X VAaXs)A (X5 VXV —Xy) - unit-propagate (x, , ...
(TRUE)A (=X VX3)A (= X%V aXs5) A (X5 V X4V FALSE)

(X VX3)A (=X VaXs) A (X5 VXg) - pure-literal-assign(=x, , ...
(TRUEV X3)A (=X VX)) A (Xs VXg)

(A XV aXs) A\ (X5 VXgq) - vyber-literal — x,

(=X VaXxs) A (X5 VX)) A (A Xy) - unit-propagate (= x4, ...
(TRUEV — x:5) A (x5 V FALSE) A (TRUE)

(Xs) - unit-propagate (Xs , ...
(TRUE)

1)

CNF neobsahuje zadnou klauzuli => existuje ohodnoceni vyrokovych proménnych takove, ze
je formule spInéna (x;=TRUE, x,=FALSE, x;=libovoIné, x,=FALSE, xs=TRUE).
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Proc prevadet na SAT?

Dnes existuji desitky vykonnych SAT solverd (napr.
MiniSAT, zChaff, ...), které se kazdorocne testuji na
stovkach testovacich prikladt v soutézich.

SAT ma dlouhodobé standardizovany a jednoduchy format,
Ize tedy snadno pouzivat vice rliznych solverd.

Existuji preprocesory pro SAT, které na nekterych typech
uloh vyrazné zvysuji vykonnost (napr. SatELite)

Existuji rozsSireni, které resi i slozitéjsi ulohy nez SAT (naptr.
Paradox, Equinox, nektere QBF solvery, ...)
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" EESoUVislost SATu a barevnosti

Souvislost SATu a barevnosti

Ke kazdé boolovské formuli F existuje graf G takovy, ze pokud je F
splnitelna, je barevnost grafu G rovna 3. Navic jsme tento graf G
schopni vygenerovat vuci CNF tvaru formule F v linearnim Case.

* transformace *
CNF na graf

formule je splnitelna <:> barevnost grafu je 3

Dusledek: Kdybychom uméli ,rychle® (napf. polynomialné) fesit k-
barevnost grafu, potom bychom uméli i ,rychle” feSit SAT (to ale
zatim neumime) vySe uvedenou transformaci.
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JH=SotVislost SATu a barevnosti

Prevod SATu na barveni grafu tremi barvami

pro kazdou operaci V (disjunkce)

L LT

FALSE

=1 X,

pro kazdou klauzuli
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" =Souvislost SATu a barevnosti
Priklad: (x; VX3 V =%, V X;) A (=X; V =Xs)




