Pokrocdila algoritmizace
CVICENT 1

Asymptoticka slozitost (notace)

Asymptoticka slozitost ndm umoznuje porovnat (vypocetni a pamétovou) efektivitu dvou riz-
nych algoritmi, které fesi stejnou tlohu. Existuje nékolik druht notaci z nichz nejznaméjsi
(a mozna nejpouzivanéjsi) je tzv. velkd O notace, ale v nasledujici ¢asti se seznamime dohro-
mady s 5 notacemi.

1) Horni asymptoticky odhad - ,,velkd O notace* (,,velky omikron*)

O dvojici nezapornych rostoucich funkcich f(z) a g(z) fekneme, Ze f(z) je shora (asympto-
ticky) omezena g(z), znacime f(x) € O(g(z))*, pravé tehdy kdyz:

(J¢ > 0)(Ing € N)(Vn € Nyn > ny) : f(z) < cg(x)

Definice tedy fika, ze od uréité hodnoty (ng) je funkce g(x) vétsi nebo rovna f(x) az na
multiplikativni konstantu (c).

Symbolicky muzeme vztah f(z) € O(g(x)) vyjadiit jako f(z) < g(z).

2) Horni asymptoticky odhad - ,,mald O notace* (,,maly omikron*)

O dvojici nezapornych rostoucich funkcich f(z) a g(x) fekneme, ze g(z) roste asymptoticky
mnohem rychleji nez f(x), znac¢ime f(z) € o(g(z)), pravé tehdy kdyz:

(Ve > 0)(Ing € N)(Vn € Nyn > ny) : f(z) < cg(x)

Z definice uvedené vyse je ihned patrny rozdil mezi malym a velkjm O. Zatimco u velkého
O stacilo pro funkce nalézt jediné ¢, pro které by platila nerovnost, v pripadé malého O musi
platit pro libovolné c. Z toho vyplyva nasledujici

Pozorovani?: f(z) € o(g(x)) = f(x) € O(g(x)).

Chceme-li ukazat, ze f(z) € o(g(r)) mizeme vyuzit ekvivalentni definici (ovéfte!) za pomoci
limity:
lim (a:
z—o0 g(x

Priklad: Nechf mame dvé funkce f(z) = log(z) a g(z) = z, ukdzeme, ze f(z) € o(g(x)), a
to takto:

~—

=0

\_/

lim f(x) — fim log(z) I'Hopital lim l _ 0

T—$00 g(x) T—00 I T—00 I

Symbolicky mtuzeme vztah f(z) € o(g(z)) vyjadiit jako f(z) < g(x). Pozor! Zatimco u velké
O notace plati (Vx € N) : f(z) < g(z) = f(x) € O(g(x)), v tomto pfipadé tomu tak neni
'Nékdy se v textu ,nepfesnd“ uvadi f(x) = O(g(z)). Operator piislusnosti (€) naopak zdtraziiuje, Ze

O(g(z)) reprezentuje mnozinu funkci.
2Reknéme tvrzeni, které lze ovéiit pfimo z definice.



(naleznéte protipiiklad). Toto je nutné mit na paméti pti feSeni tloh, k jejichz feSeni pouzijete
tuto symboliku.

3) Dolni asymptoticky odhad - ,velka 2 notace®“ (,,velkd omega*)

O dvojici nezapornych rostoucich funkcich f(z) a g(x) fekneme, ze f(x) je zdola (asympto-
ticky) omezena g(x), zna¢ime f(z) € Q(g(x)), pravé tehdy kdyz:

(e > 0)(Inp € N)(Vn € Nyn > ng) : cg(z) < f(x)

Definice fika, ze od urc¢ité hodnoty (ng) je funkce g(z) mensi nebo rovna f(x) az na multipli-
kativni konstantu (c).

Pozorovani: f(z) € O(g(z)) = g(x) € Q(f(z)).
Symbolicky mtuzeme vztah f(x) € Q(g(z)) vyjadiit jako f(z) > g(x).

4) Dolni asymptoticky odhad - ,,mald w notace* (,,mald omega‘)

O dvojici nezapornych rostoucich funkcich f(x) a g(z) fekneme, Ze g(z) roste asymptoticky
mnohem pomaleji nez f(z), zna¢ime f(z) € w(g(x)), pravé tehdy kdyz:

(Ve > 0)(3ng € N)(Vn € Nyn > ng) : cg(z) < f(x)

Pozorovani: f(z) € w(g(x)) = f(x) € Qg(z)).
Pozorovani: f(z) € w(g(x)) = g(x) € o(f(x)).

Chceme-li ukézat, ze f(x) € w(g(z)) muzeme vyuzit ekvivalentni definici (ovéite!) za pomoci
limity:
lim _f(a:) =0

v—00 g(z)

Priklad: Necht mame dvé funkce f(x) = zlog(x) a g(x) = x, ukdzeme, ze f(z) € w(g(x)), a
zlog(x)

to takto:
lim /() = lim ——— = lim log(z) = ¢
T—00 g(x) T—00 T 00

Symbolicky muzeme vztah f(x) € w(g(x)) vyjadiit jako f(x) > g(x).

5) Optimalni asymptoticky odhad - ,,velkd © notace* (,,velka théta*)

O dvojici nezapornych rostoucich funkcich f(z) a g(x) fekneme, ze f(z) roste asymptoticky
stejné rychle jako g(x), znac¢ime f(x) € O(g(z)), pravé tehdy kdyz:

(Je1,e1 > 0)(Ing € N)(Yn € Nyn > ng) : c19(z) < f(z) < cag(x)
Pozorovani: f(z) € O(g(z)) & g(z) € O(f(z)).

Pozorovani: f(z) € O(g(z)) & f(x) € O(g(x)) N Q(g(x)).



Chceme-li ukézat, ze f(z) € ©(g(r)) miuzeme vyuzit ekvivalentni definici (ovéfte!) za pomoci
limity:
f(x)

0< lim —W—= <

tedy limita je kladné realné cislo.
Symbolicky mtuzeme vztah f(z) € ©(g(x)) vyjadiit jako f(z) = g(z).

Uloha 1: Dokazte, ¢i vyvratte. Pro kazdé dvé nezéporné funkce f(z) a g(z) ve vztahu

f(x) ¢ Qg(x)), plati f(z) € o(g(x)).

Uloha 2: Dokaite, ¢i vyvratte. Pro kazdé dvé nezaporné funkce f(x) a g(z), takové, Ze

(Vx e N) : f(z) < g(z), plati f(z) € o(g(x)).

Vlastnosti asymptotickych odhadu

L f(z) € O(f(x)), f(z) € Q(f(2)), f(z) € O(f())
2. ¢-O(f(x)) = O(c- f(x)) = O(f(x))

(f(z)) + O(g(2)) = O(max{f(z),g(x)})
(f(z)) - O(g(x)) = O(f (z) - O(g())

5. O3y aix’) = O(z™)

O(f(z)
O(f(z)

-~ W

Tridy slozitosti

vvvvvv

1. 0(1) 6. O(xlog®(x)), ¢ >0
2. O(log(log(x))) 7.0(z¢), ¢>1

3. O(log(x)) 8.0(c"), ¢>1

4. 0(z%),0<ec<1 9. O(x!)

5. O(z) 10. O(x™)

Uloha 3: Dokazte, ze log®(w) € o(n?), kde c € Na d € (1,00).

Uloha 4: Dokazte, Ze x! € o(x®). Vyuzijte nasledujici nerovnosti:

2% <2l < (x—gl)gc ()

Uloha 5: Uspotéadejte uvedené funkce do neklesajici posloupnosti dle jejich asymptotického
riistu, tj. aby pro dvé po sobé jdouci funkce f(x) a g(x) platilo f(z) € O(g(x)). Symbolem
log znacime logaritmus o zékladu 2:

log0g(@))  ylog(x) 2% ! log(z)! (g)ﬂﬁ log(x!) 4°8®) /log(x) (v/2)8®



Logaritmy a asymptoticka sloZitost

V nize uvedenych ptikladech pouzivame pouze rostouci logaritmy, tedy zéklady vsech loga-
ritmu jsou realna cisla vétsi nez 1.

Nasledujici rovnost ukazuje, ze na zakladu logaritmu pfi urcéovani asymptotické slozitosti
nezéalezi:

log (z) ..~ log.(x) _
B v L iogcgfg = log.(d) € (0,00) = log.(x) € ©(loga(x))
og.

Rovnost ve jmenovateli vyplyva ze vztahu pro prevod logaritmu z jednoho zékladu na jiny.

Dalsi vlastnost logaritmu, kterd se hojné vyuzivé, je, Ze na exponentu (v tomto piikladé
k € R) v logaritmu nezélezi:

log.(z") = klog.(z) = log.(«") € O(log,())
Uloha 6: Dokazte, Ze log(z!) € ©(xlog(z)). (Hint: Vyuzijte nerovnost (&) uvedenou vyse.)
Pocditani s limitami
Predpokladem tuspésného urceni asymptotickych odhadt je v nékterych piipadech znalost

limit a schopnost jejich vypoctu. Nésledujici pravidla pro aritmetiku limit je dobré mit na
pameéti:

Necht lim, o f(z) = A € RU oo and lim,_,+ g(x) = B € RU oo, potom plati:

1. limy oo (f(z) £ g(z)) = AL+ B
)

2. lim, oo (f(x) - g(z)) =A-B
3. lim, 0 (L8) = 4

pokud jsou pravé strany definovany.

I’Hopitalovo pravidlo: Nechf dvé rostouci nezaporné funkce f(z) a g(x) maji nevlastni

limitu pro x — oo a lim,_, f(z)

7= existuje, potom plati:

lim @ = lim f(z)

v g(x)  aoo (1)




