Pokrocdila algoritmizace
CVICENT 1

1. Ktery fragment programu z nasledujicich dvou probéhne rychleji?

int n = 100, s = 0 ;
for (dnt i =0 ; i < n ; i++)
for (int j =0 ; j < i ; j++)

s +=1i+ j ;

int n = 75, s =0 ;
for (int i =0 ; i < n ; i++)
for (int j =0 ; j < n ; j++)
s +=1+ 3 ;

Nejprve se musime dohodnout jaké operace néas zajimaji - co je funkéni hodnotou v zavislosti
nan. V nasem pripadé budeme uvazovat pocet operaci v fadku obsahujicis += i + j, kterysi
pro jednoduchost oznacime A. Vyjadiime-li si kolikrat je tento fadek volan pro prvni program
dostaneme nasledujici vyraz:

N-(N-1)

0-A+1-A+2- A+.. +(N-1)- A=A-(1+42+.. +(N=3)+(N—2) = A- 5

coz po dosazeni za N dava 4950 A operaci. Zatimco pokud stejnym postupem vyjadiime pocet
volani pro druhy program, dostaneme jednoduchy vyraz A-N2, ktery po dosazeni dava 5625A.

7 vysledku je vidét, ze prvni program probéhne mnohem rychleji, ale asymptoticky jsou na
tom oba programy stejné, maji totiz slozitost ©(N?).

2. Do nasledujiciho kédu dopliite chybéjici vyraz v podmince tak, aby byla pro-
cedura uvw() volana pravé 49-krat.

for (dnt i =0 ; 1 < 7 ; i++)
{
int j =i ;
while (j < ___)
{
uvw () ;
j++
}
}

)

Ulohu fesime tak, 7e si za chybéjici viraz dosadime proménnou N a v zavislosti na ni, vyjadiime
pocet volani dané metody uvw(). Tedy:

N+(N—1)+...+(N—5)+(N—6):7N—(1+2+...+5+6):7N—g:7N—21

Aby byla metoda volana pravé 49-krat, musi mit N hodnotu, kterou dostaneme vyfesenim
nasledujici rovnice:

49 =TN - 21



3. Ke zpracovani k-tého prvku fadku matice velikosti n xn je zapotiebi kn operaci.
Kolik je celkem potieba operaci, ke zpracovani celé matice?

Pocet operaci si miizeme vyjadrit jako soucet, kde jednotlivé s¢itance reprezentuji pocet ope-
raci potfebnych ke zpracovani prislusného prvku radku, pro jeden fadek dostaneme:

n n
n-(n+1) n3+n?
k = = . =
E n ng k=n 5 5
k=1 k=1

Matice ma n 1adkil, tedy pro jeji zpracovani je celkem potfeba ”4‘5”3 operaci.
4. Ke zpracovani k-tého prvku matice velikosti n x n je zapottebi kn operaci. Kolik
je celkem potieba operaci, ke zpracovani celé matice, jsou-li prvky ocislovany od

1 do n3?

Obdobné jako v pfedchozim pripad€ si pocet operaci miizeme vyjadrit jako soucet, kde jed-
notlivé s¢itance reprezentuji pocet operaci potfebnych ke zpracovani ptislusného prvku, tedy:

n n 2. (2 5, 3
n-(n“+1) n’°+n
k: = = =
E n nE k=n 5 5
k=1 k=1

5. Pro rostouci spojité funkce f(z), g(x) plati f(z) € Q(g(x)). Z toho plyne Ze:

a) f(z) € O(g(x)) - NE! To, ze vime pouze f(z) € Q(g(x)), nestaci. Napf. pokud by
platilo f(z) € ©(g(x)) bude odpovéd kladné (z def.), naopak jisté zapornou odpovéd
dostaneme pro f(x) € w(g(z))!

b) f(x) € ©(g(x)) - NE! Vyplyva z pfedchoziho ptipadu, jehoz odpoved by musela byt
kladné, aby platilo i toto tvrzeni.

c) g(x) € ©(f(z)) - NE! Vyplyva z predchoziho pfipadu, jelikoz je s nim ekvivalentni.
d) g(x) € Q(f(x)) - NE! Vyplyva z pfipadu a), jelikoz je s nim ekvivalentni.
e) g(x) € O(f(z)) - ANO! Je totiz ekvivalentni s pfedpokladem samotnym.

6. Pokud funkce f roste asymptoticky rychleji nez funkce g (tj. f(x) ¢ O(g(x)),
plati nasledujici tvrzeni:

a) Jsou-li v bodé z definovany obé funkce, pak f(z) > g(x) - NE! Protiptikladem - f(z) =

2? a g(r) = z.

b) Rozdil f(x) — g(z) je vzdy kladny - NE! Ekvivalentni s pfedchozim bodem.

c) Rozdil f(z) — g(z) je kladny pro kazdé x > y, kde y je néjaké dostatecné velké ¢islo -
ANO! Z definice k hodnoté ¢ = 1 musi existovat xg = y, tak ze Va > z¢ : g(z) < f(x).

d) Obé funkce f i g jsou definovéany jen pro nezaporné argumenty - NE! Nic takového
definice nezakazuje.



e) Nic z pfedchoziho - NE!

7. Pokud funkce f roste asymptoticky stejné rychle jako funkce g (tj. f(x) €
©(g(z)), plati tvrzeni:

a) Jsou-li v bodé = definovany obé funkce, pak f(x) = g(x) - NE! Definice nic takového
nezarucuje. Jednalo-li by se o opacnou implikaci, tak ta trivialné plati.

b) Ani % ani f% )) nekonverguje k nule s rostoucim x - ANO! Jelikoz plati f(z) € O(g(x))
musi byt limita % vlastni (kone¢né ¢islo) a stejné tak plati f(x) € Q(g(z)), a tedy

limita ch g:’:; > 0. Z obou dvou limit vyplyva, Ze oba podily musi byt v intervalu (0, inf).

c) Rozdil f(z) — g(z) je kladny pro kazdé x > y, kde y je néjaké dostatecné velké ¢islo -
NE! Pro f(x) = x a g(z) = 2x nic takového neplati a pfitom spliiuji predpoklad.

d) Obé funkce f i g jsou definovéany jen pro nezaporné argumenty - NE! Nic takového
definice nezakazuje.

e) Nic z pfedchoziho - NE!

8. Pro dvé spojité funkce f(z) a g(z) rostouci na celém R plati f(z) < g(z) pro
vSechna x € R. To znamena, Ze:

a) f(z) ¢ Q(g(x)) - NE! Protiptikladem jsou funkce spliujici podminky f(z) = = a g(z) =
2z.

b) f(z) ¢ O(g(x)) - NE! Z (negace) definice mizeme odvodit, Ze by muselo platit pro ¢ = 1
a xg = 0, Ze existuje z > x takové, ze |f(x)| > |g(z)]|, coz je spor.

c) Jemozné, ze f(x) € Q(g(x)) - ANO! Napf. pro takové funkce jako f(z) = z a g(z) = 2.
d)

g(x
e) f(z) roste asymptoticky pomaleji nez g(z) - NE! Pro stejny piipad funkeci jako v pred-
predchozim bodé.

) ¢ ©(f(z)) - NE! Pro stejny pfipad funkci jako v pfedchozim bodé.

9. Pro dvé spojité funkce f(z) a g(x) rostouci na celém R plati f(z) ¢ Q(g(z)),
7(x) ¢ ©(g(x)). Tudiz:

a) g(x) € O(f(z)) - NE! Ekvivalentni s tvrzenim f(z) € Q(g(x)), které je ve sporu s
predpokladem.

b) g(z) € O(f(z)) - NE! Ekvivalentni s tvrzenim g(z) € O(f(x)), které je ve sporu s
predpokladem.

c) f(z) < g(z) pro kazdé = € R - NE! Protiptikladem mohou byt funkce spliiujici predpo-
klady f(z) = 4z a g(x) = 22, ale pro néz implikace neplati.

d) f(x) < g(z) pro kazdé x € R - NE! Viz. protipfiklad z pfedchoziho bodu.

e) Muze existovat y € R takové, ze f(y) > g(y) - ANO! Viz. stejny pfiklad funkci uvedeny
v bodé c¢).



10. V nasledujicich vztazich dopliite na prazdna mista (...) symboly O nebo O
nebo () tak, aby vznikla pravdiva tvrzeni. Je-li moznosti vice, uvedte je vSechny,
nehodi-li se ani jeden symbol, prazdné misto proskrtnéte.

a) (22-2%) € ...(In%*(2?%) + 2%) - Pouze ), pomoci limity.
b) (In?(x?) +2%) € ...(z% + In(x?)) - Pouze ), evidentni/pomoci limity.

c) (2% - In"1(2?)) ¢ ...(2° - In"1(2?) - Nic, uvedené funkce maji stejnou asymptotickou
slozitost.

11. V naésledujicich vztazich dopliite na prazdni mista (...) symboly O nebo ©
nebo () tak, aby vznikla pravdiva tvrzeni. Je-li moznosti vice, uvedte je vSechny,
nehodi-li se ani jeden symbol, prazdné misto proskrtnéte.

a) (z%-In(2?)) € ...(x% + In(x)) - Pouze , z definice nebo limitou.
b) (23 + In(2?)) € ...(x3 + 2%) - Pouze O, evidentni/limitou.
c) (z3-In(2?)) ¢ ...(In(x3) + 2%) - Dvojice Q a ©, evidentni/limitou.

12. Uvedte pfiklad t¥i rostoucich funkci redlné proménné f(z), g(z) a h(x), pro
které soucasné plati vSechny tri nasledujici vztahy:

f(x) & O(g(2)), g(x) ¢ O(h(x)), h(x) & Q(f(x))

Pokud takova trojice funkci nemuze existovat, zduvodnéte.

Symbolicky muzeme vztahy zapsat tak, ze f(z) > g(z), g(x) # h(x) a h(z) < f(x). Spojime-li
tyto vztahy dohromady muzeme bud hledat funkce (asymptoticky!) spliujici f(x) > g(z) >
h(z) & f(x) > h(z) > g(z). Pro prvni ptipad mizeme vybrat f(z) = 23, g(z) = 22 a
h(x) = x, pro druhy f(z) = 23, g(z) = z a h(x) = 22

13. Uvedte pfiklad t¥i rostoucich funkci redlné proménné f(z), g(z) a h(x), pro
které soucasné plati vSechny tri nasledujici vztahy:

f(z) & O(g(2)), g(x) ¢ Q(n(z)), h(z) ¢ O(f(2))

Pokud takova trojice funkci nemuzZe existovat, zduvodnéte. Postup je stejny jako v
predchozi uloze. Symbolicky si zapiSeme vztahy, tedy f(x) > g(z), g(z) < h(z) a h(x) #
f(x). Spojime-li tyto vztahy dohromady muzeme bud hledat funkce (asymptoticky!) spliujici
f(x) > h(z) > g(x) & h(x) > f(x) > g(x). Pro prvni piipad miizeme vybrat f(z) = 23,
g(z) = x a h(z) = 22, pro druhy f(z) = 22, g(z) = z a h(z) = 23



