Zakladecky

Urcete, o jaky druh grafu (orientovany, neorientovany, multigraf, prosty graf, kone¢ny, nekone¢ny) se jedna
v nasledujicich ptipadech:

a) Na ciselné ose zvolime vSechna piirozena ¢isla coby uzly. Uzly m, n spojime hranou, pokud m d¢€li n beze
zbytku.

b) V dané vesnici zvolime za uzly vSechny rodiny, které vlastni alesponi jeden automobil. Dva rizné uzly
spojime hranou pravé tehdy, kdyz ob¢ ptislusné rodiny vlastni stejnou znacku vozu.

¢) Jako uzly zvolime cestovni kancelare v jednom mésté a navic vSechny staty na Zemi. Dva uzly spojime
hranou, pokud je jeden z nich kanceléfi a druhy statem a navic doty¢na kancelar zajist'uje z4jezd do tohoto
statu.

d) V libovolné neprazdné konec¢né mnoziné K zvolime néjakou podmnozinu R mnoziny vSech
dvouprvkovych podmnoZin piivodni mnoZiny K. Je mnozina R graf? Jestlize ano, jaky?

V tabulce jsou uvedeny realné situace, k jejichZ popisu lze vyuzit graf. Rozhodnéte, ktery druh grafu,
orientovany ¢i neorientovany se lépe hodi k popisu skutecnosti:

Situace Vrcholy Vrcholy x a y jsou spojeny hranou, jestlize

A. Automapa Osady a mésta Mezi x a y vede pfima silnice

B. Silni¢ni sit’ Kftizovatky Mezi kiizovatkami x a y vede piima silnice

C. Silni¢ni sit’ Silnice Silnice x a y maji spolecnou kiizovatku

D. Molekula Atomy Atomy x a y jsou vazany chemickou
vazbou

E. Elektrické zatizeni Vodice (uzly) Mezi vodici x a 'y je zapojena soucastka

F. Sachy Postaveni figurek Z postaveni x lze jednim tahem pfejit do

na Sachovnici postaveni y

G. Utad Utednici Utednik x je nadtizeny y

H. Nérodni hospodafstvi | Produkty a sluzby K vyrobé ¢i provedeni x je zapotiebi y

I. Pridélovani ukold Pracovnici a ukoly Pracovnik x je zpusobily vykonat tkol y

J. Slozita ¢innost, Jednoduché ¢innosti, |Cinnost x musi byt ukondena pied

vyrobni proces zakladni tkony zahédjenim ¢innosti y

K. Rodokmen Osoby Osoba x je potomkem osoby y

L. Mnohostén Vrcholy mnohosténu | Vrcholy x a y lezi na téze hrané
mnohosténu

M. Programovaci jazyk |Lexikdlni elementy |Element x miiZe nasledovat po elementu y

jazyka

N. Pocitaovy program | Podprogramy Podprogram x mutze byt vyvolan
podprogramem y

0. Ucebnice Kapitoly pro studium kapitoly x je nezbytna znalost
kapitoly y




Stupné uzlt

Musi byt pocet uzlt lichého stupné v grafu sudy nebo lichy? Pro¢?

Plati predchozi konstatovani o souctu stupnu také obracené, tj. miize kazdé sudé ¢islo predstavovat soucet
stupiii vSech uzlt néjakého grafu G? Nebo néktera suda ¢isla nemohou byt uvedenym souctem? Kterd?

Mize existovat graf, jenz ma méné hran nez uzli a neobsahuje vrchol stupné 1?

Kdyz se dva castnici konference setkaji poprvé, vymeéni si navstivenky. Je pocet navstivenek, které takto
zménily majitele béhem konference, sudy nebo lichy? Je sudy nebo lichy pocet ucastniki, ktefi rozdali lichy
pocet navstivenek?

Turnaj hraje 8 druzstev systémem kazdy s kazdym. Bylo odehrano celkem 9 zapast. Je mozné, ze kazdé
druzstvo sehralo zatim nejvyse 2 zapasy? Je mozné ze po odehrani celkem 17 zdpasi sehralo kazdé druzstvo
nejvyse 4 zépasy?

Mohou byt vSechny stupné uzli v obycejném grafu navzajem rtzna cisla?

Dany graf s n uzly ma pravé dva vrcholy stejného stupné. Muze to byt stupeni 0 nebo n-1?

Dokazte pomoci pokud mozno co nejjednodussi konstrukce, ze pro kazdé n>2 existuje graf's n uzly, ktery
obsahuje rovnobézné hrany (nikoli smycky) a jehoz vSechny uzly maji rlizny stupen.

Najdeéte graf se 7 uzly, v némz praveé dva uzly maji stejny stupen. Najdéte jesté jiny takovy graf. Jsou
navzajem svymi dopliky?

Otazka, zda ve spolecnosti mohou byt zaroven dvé trojice, kde v jedné se vSichni znaji a v druhé vsichni
neznaji, je trividlni. Na pozitivni odpovéd’ staci pét osob. Nakreslete ptisluSny graf.

Mize mit souvisly graf méné hran nez uzla?

Muze mit nesouvisly graf vice hran nez uzli?

Jaky miniméalni pocet hran je nutno odebrat z K, aby vznikl nesouvisly graf?

Jaky maximalni pocet hran Ize odebrat z Kn, aby zlstala zachovana souvislost grafu?

Jaky minimalni pocet hran je nutno odebrat z K, aby vznikl graf s k komponentami?

Stromy

Jsou dany ti1 kusy papiru. Néktery z nich rozstiihneme na tfi kusy, néktery ze vSech kusii rozstfihneme opét
na tii kusy, atd. Kolik kusti celkem vznikne, kdyZ bylo rozstfizeno celkem k kusii papiru (nezavisle na
velikosti)? Reste tilohu rovnéz obecné pro m pocatecnich kust a stiihani na n dili. Interpretujte ulohu
grafové.

Na stole vidime lezet k uzavienych krabic. Kdykoli otevieme jakoukoli krabici, bude bud’ prdzdna nebo
bude obsahovat opét k (nejspise mensich) uzavienych krabic. Kromé toho vime, ze celkovy pocet
neprazdnych krabic je m. KdyZ otevieme vSechny plné krabice, kolik uvidime uzavienych krabic?



Turnaje ve stolnim tenisu, ktery se hraje vylu¢ovacim zptisobem, se zicastnilo celkem 19 hracek a hract.
Sest vylosovanych hra¢t muselo sehrét o jedno utkani vice. Nakreslete graf reprezentujici pribéh turnaje a
urcete pocet jeho vnitinich uzli tj. pocet utkani, ktera byla béhem turnaje sehrana.

Kolik utkani by bylo nutno sehrat pro 147 hracek a hraca?

Ve stromu s n uzly ur¢ime kazdé hran¢ ndhodnou orientaci. Jaka je pravdépodobnost, Ze vznikne kofenovy
strom?

Orientované grafy

Uved’te priklad siln¢ souvislého grafu, jehoz kazda hrana patii do pravé dvou cykla.

Je mozno uzly acyklického grafu s n uzly ocislovat Cisly 1...n tak, ze pocatecni uzel kazdé hrany je
oc¢islovan mensim ¢islem nez jeji koncovy uzel? Jinymi slovy, mize vést kazda hrana od ,,mensiho* ¢isla k
,,Vetsimu““?

Hrany K5 nahodné orientujeme. Jaka je pravdépodobnost, Ze vznikne acyklicky graf? Jaka je
pravdépodobnost té¢hoz jevu pro Kn?

Navod: mizete si pomoci tim, ze acyklické grafy jsou praveé ty, které jsou topologicky uspotadatelné.

Lze najit orientovany graf v némz se soucet v§ech vystupnich stupni 1isi od souctu v§ech vstupnich stupiii?

Existuje acyklicky graf bez kotfent nebo listti?

Existuje orientovany graf se stejnym poctem kotent a listi? Muze mit graf vice kofenti nez listi? Nebo
naopak?

Existuje orientovany graf bez kotfent a listi? Jen s kofenem (kofeny) a bez listd? Jen s listy (listem) a bez
kotfent?

Kazdou hranu neorientované kruznice libovoln¢ orientujeme. Jaky je vztah mezi poctem kotenid a listh
v takto vzniklém grafu?

Vstupni 1 vystupni stupent vSech vrchola v grafu bez smycek je 1. Jak tento graf vypada? Je souvisly?

Najdéte graf, vnémz je vstupni i vystupni stupeil kazdého uzlu nenulovy a pfitom graf obsahuje uzel,
kterym neprochazi zadny cyklus.

Algoritmy a implementace

K programu v urcitém programovacim jazyce zkonstruujeme orientovany graf tak, Ze za uzly grafu
prohlasime vSechny funkce a procedury a vedeme hranu zuzlu x do y, pravé kdyz funkce ¢i procedura
odpovidajici uzlu x vola funkci ¢i proceduru odpovidajici uzlu y. Co lze prohlésit o programu, v jehoz
prislusném grafu se vyskytuji cykly nebo smycky?

Predpokladejme navic, Ze télo kazdé funkce a procedury musi byt deklarovano jesteé predtim,
nez je funkce ¢i procedura voldna. Je pak nutné kazdy graf ptislusejici libovolnému programu acyklicky?



Povazte nasledujici jednoduchy algoritmus:

Dokud graf obsahuje alespon jeden uzel s vystupnim stupném 0 (list) délej
odstran tento uzel a vSechny s nim incidujici hrany
konec dokud
KdyZz je vysledkem prazdny graf
pak puvodni graf byl acyklicky
jinak pivodni graf nebyl acyklicky
konec kdyZz

Déava tento algoritmus vzdy spravné vysledky? Proc?

Acyklicky graf ma jeden kofen a jeden list. Pfiddme hranu vedouci z listu do kofene. Lze zarucit, ze
vysledek bude siln¢ souvisly?

Je déna spojova reprezentace orientovaného grafu. Jak dlouho bude trvat, nez zjistime vystupni stupen vSech
uzla?

Uplny binarni strom se sedmi uzly je vyvaZeny a uzly jsou o&islovany 1...7 jako v (binarni) haldé. Napiste
matici sousednosti tohoto grafu. Pfedpokladejme, Ze nas strom obsahuje 2" —1 uzld (n > 0), tj. ma hloubku
n—1 (kofen ma hloubku 0). Popiste algoritmus, jimz matici sousednosti vygenerujete ptimo, bez skute¢ného
prochézeni timto stromem.

Druh4 mocnina grafu G je graf G*, jehoz mnozina uzli se shoduje s mnoZinou uzli grafu G a jehoZ mnozina
hran je urcena takto: G2 obsahuje hranu (u,v) jen a jen tehdy, pokud G obsahuje zaroven hrany (u,w) a
(w,v), kde w je libovolny uzel grafu G. Jinymi slovy, G* vznikne z G tak, 7¢ do G ptidame hrany mezi
viemi uzly spojenymi cestou délky 2 a odstranime ptivodni hrany. Popiste, jak vytvorite G*, kdyz jsou grafy
zadany (a) spojovou reprezentaci (b) matici sousednosti. Ktera varianta bude rychlejsi?

Modifikujte algoritmus (nebo vas funkcéni program) DFS tak, aby vypsal kazdou hranu grafu (kazdou prave
jednou).

Reste predchozi ulohu pro BFS.
Napiste funkéni DFS kod rekurzivng i1 nerekurzivng.
Napiste program, ktery provede kondenzaci orientovaného grafu.

Odstrante z grafu maximalni moZny pocet hran, pfi zachovani té podminky, Ze kondenzace modifikovaného
grafu musi zistat stejna jako kondenzace piivodniho grafu. Napiste algoritmus a program.

Popiste, jak najdete a vypisete vSechny cesty délky 3 v acyklickém grafu.

Orientovany graf se nazyva polosouvisly, pokud mezi kazdymi dvéma uzly u, v existuje cesta alespon
jednim smérem, tj. bud’ u — v nebo v — u nebo (pfipadn¢€) oboji. Nakreslete n€kolik polosouvislych graft,
které nejsou silné souvislé. Nakreslete acyklicky graf, ktery neni polosouvisly. Navrhnéte algoritmus
testujici polosouvislost grafu. Jaka je jeho sloZitost?




