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Sit:=(T|TeS, eieT),
Sjii:={T|TeS, el¢T}.
Ak definujeme IN}':= IN’.u(e’), OUT} := OUT; :

a INjii:= IN,, OUT}|:= OUT,u{el},
tak Si** a S!;} budd mat tvar (s). TieZ vidime, e T,eS}** a T,,,€S/:!. Mnoziny
S (i=1, ..., j: j#* k) a s nimi aj prisluiné IN a OUT ,,zdedime* (S! S).
Tym mame urobeny poZadovany rozklad vietkych kostier do (j+1)-ej tirovne
a najdenych j+ 1 najlacnejiich kostier. (Priklad takého rozkladania aZ do 3tvrtej
tdrovne je na obr. 1 v tvare stromu rozkladu.) ®

Tym je dany princip algoritmu a jeho zddvodnenie.

POZNAMKY K IMPLEMENTACI
Pri potitani je vyhodné mat pri kazdom S} edte &islo # udavajiice cenu druhej
najlacnejiej kostry v S}a prislusné hrany e/a f.. Explicitne nepozndme mnoziny S/,
ale iba istd informaciu o nich (to ndm sta&i), a menovite: 7, ¢/, f}, T;, IN), OUT,
(ale budeme hovorit o ). Mnoziny S/ udriavame usporiadané (v prioritnom
fronte) podra velkosti &isel ¢/. Takto rozkladdme vzdy prvii mnoZinu S/, vynecha-
me ju a dve vzniknuté mnoziny S} a Sj:} posiivame podla &isel £ a #21, &im
ziskame nové usporiadanie. Toto vsiivanie moZno urobif v &ase O(log K)
(metédou bisekcie), a teda v &ase O(m), lebo kostier nie je viac ako 2~.
Uvedené zakédovanie mnozin S/ je viak dost objemné — vyZaduje priestor
velkosti radove m, a teda oelkove nd( o je neprijemné. Toto viak moZno
takto: Definuj y strom D takto: Vrcholmi sii kostry T;
(doteraz ndjdené) a $ip z T; do T; existuje prave vtedy, ak kostra T; vzniklaz T;

Obr. 2. Strom D pre priklad z obr. 1.
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vymenou jednej hrany (nech 7, = T,— ¢+ f). Budeme predpokladat, Ze vietci
synovia (nasledovnici) 7; toho istého vrcholu sii na diagrame stromu D usporiada-
ni tak, Ze j narastd zlava doprava. Priklad stromu pre obr.1 je na obr. 2.
Predpokladajme, Ze méme doteraz néjdené kostry T;, T;, ..., T;, takie poznime
prislusny strom D. Potom objemni informéciu o S (t. j. T;, IN¥, OUT) ziskame
takto:

Nech P je T,—T; cesta v D. UvaZujme mnoZiny:
O,:={¢|Tlesina Paj>1),

O,:={f| T le¥i na Pa j>1),
T:=(T,u0,)-0,,

I:={g]| T; je ,lavy brat" nejakého T, z P},
L:={¢|T; je synom kostry T;}.

Potom mozno ukézat, ze T,=T, IN'=Lul, OUT!=0, (5.Z.8). Takto
vystacime s priestorom O(1) na kazdé S} a sumérne sta&i priestor O(K+ m) na
cely algoritmus (kostry Ty, T, ..., postupne ddvame na vystup).

Na vyrobenie informécie o S} sta&i O(m) opercii.

Zlozita tloha v algoritme je hladat na]lacneﬁm susednu kostru Vyhodné je na
zatiatku usporiadat hrany grafu G od najl do
his b, ..., hn (v Ease O(m log m)). Potom sa dobre hladajii dvojice zamennych
hran (g, h) pre dand kostru T takto:

Ak h; € G— T— OUT, néjdeme vietky vhodné hrany g, € T— IN a nazveme ich
potom nevhodnymi. Prejdeme na k, atd. Takto (gy, A,) je najlepsia dvojica pre
9, lebo h, je najlacnejia hrana. Podobne (g, h,) je najlepsia dvojica pre kazdé
g2 (lebo s hy si vymeniteIné uZ ndjdené hrany g, ktoré sme pri hladani g,
vyli¢ili). Takto prejdeme vietky hrany 4 a ndjdeme pozadovant najlepsiu dvojicu

(9,

h).
Gabow (1977) déva p a ! iu celého a ukazuje, Ze
vystatime s Easom O(Km log m) (ba este trochu lepsim). TieZ uvddza modifikaciu
poskytujicu vietky kostry grafu (nech je ich N) od najlacnejiej po najdrahsiu
v ¢ase O(Nm) a v priestore O(N+ m).

5.F
Najlacnejsia zdrojové kostra digrafu

K ilohe o najlacnejsej kostre v grafe moZno ,,prirodzene* priradit viac dloh
v digrafe. Jednou z nich je nasledujica.

Dany je digraf G a kaZdej jeho hrane e je priradené redlne &islo (cena) c(e).
Ulohou je néjst najlacnejsiu zdrojovii kostru digrafu G.
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Pripominame, Ze v tlohe nie je predpisany vrchol, ktory mé byt zdrojom
(vrchol, z ktorého je kazdy iny dosiahnutelny). Viaceré modifikicie tejto ilohy
mozno previest na fiu (pozri cviSenia). Hned vidief, Ze tiloha najlacnejsej kostry
v grafe je Specilnym pripadom (rebro nahradime dvojicou protisipov). Na obr. 1
je priklad digrafu a v fiom hrubymi Giarami je vyznatend jedna najlacnejsia
zdrojova kostra T (c(T)=6 a zdrojom je vs).

2 0

Obr. 1. Najlacnejia zdrojové kostra (hrubé Siary).

Ako prvi tito dlohu formulovali a vyrieSili Chu a Liu (1965). Nezévisle tiito,
resp. nepodstatne zmenenii ilohu vyriesili Edmonds (1967) a Bock (1971).
Vietky tri algoritmy sii takmer rovnaké, aviak Chu a Liu dévajii zdvodnenie
teériou grafov, zatial &o dokazy Edmondsa a Bocka sa opieraji o tedriu
linedrneho programovania. Karp (1971) déva grafovy dokaz Edmondsovho
algoritmu.

Medzi aplikécie patri napr. ndvrh siete zbernych kanalov. Kandly si jednosmer-
né (vedené dolu svahom) a z velkého mnoZstva treba vybrat niekolko tvoriacich
siet so stokom (tu ide o najlacnej$iu stokovii kostru). Edmonds déva tlohu
dopravenia najvieryhodnejsej informacie (v siéte) od riaditefa (velitela) aZ
k jednotlivym pracovnikom (vojakom a pod.). (Tu ide o najcennejsiu zdrojovi
kostru s predpisanym zdrojom.)

Algoritmus

Nasledujici algoritmus sa v zdklade zhoduje s postupom, ktory predloZili Chu
a Liu. Ide o intuitivne prirodzeny rekurentny postup, ktorého detaily budi viak
zrejmé aZ pri dokaze.

KROK 1 (vyber najlacnejsich prichddzajiicich $ipov):
1.1: Pre kazdy vrchol ue V; vyberieme jednu najlacnejsiu prichd-
dzajiicu hranu (ak existuje). Tym sme vybrali nejaki mnoZinu
hrin Qs |Q| <n.

1.2: Ak |Q|<n—1, tak STOP: digraf G nem4 zdrojovii kostru.

1.3: Utvorime faktor H digrafu G pozostévajiici z n — 1 najlacnejsich
hrinv Q. Ak H neobsahuje cyklus, tak STOP: H je najlacnejsia
zdrojové kostra v G.

KROK 2 (kontrakcie cyklov v H):

2.1: Kedze degy{(u) <1 pre kazdy vrchol u, tak kazdé dva cykly v H
s vrcholovo-disjunktné. Nech Z,, ..., Z, sii vietky cykly v H,
nech Z, = wuyu, ... Uy, a ef™ nech je najdrahsia hrana v Z,
(t=1,2, ..., 5). Kazdy cyklus Z stiahneme na jediny vrchol x,.
Pritom kazdy 3ip vw € E(G) sa zmeni na §ip 9 s novou cenou
takto: Ak v a w patria do toho istého cyklu Z, tak hrana oW
nebude existovat. V ostatnych pripadoch oW existuje a kladie-
me : ak vw je nejaky $ip e, prichddzajtici zvonku do cyklu Z, tak
c(é,) (e,) — c(e) + c(ef™), kde e, je Sip cyklu Z
prichddzajici do w: inak c(dW):=c(vw). Tymto ziskame
z digrafu G nejaky multidigraf G s men$im poétom vrcholov

Vg Vio

\
Obr. 2. Tlustricia algoritmu na digrafe z obr. 1.
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a hrén ako mé G, a preto moZeme predpokladat, Ze v fiom vieme
néjst najlacnejsiu zdrojovii kostru T (ak existuje).
2.2: Ak G nemé zdrojovi kostru, tak ju nemd ani G a STOP.

KROK 3 (roztiahnutie kostry T): Pri névrate od G ku G roztiahneme kostru T
a ziskame kostru T digrafu G takto:
3.1: Kady vrchol x,, ktory vznikol kontrakciou cyklu Z,, nahradime :
(i) Ak x, je zdrojom v 7, tak namiesto x, ddme cestu Z — €™,
kde e™ je nejak4 najdrah3ia hrana cyklu Z.
(ii) Nech x, nie je zdrojom v T, nech yx, je (jediny) 3ip v T
prichdzajiici do x, a nech ip yx, vznikol pri kontrakcii zo
$ipa e, . Nech e;, je $ip cyklu Z, prichadzajiici do vrcholu w.
Potom namiesto x, déme cestu Z —e,,.
3.2: Kazdy §p kostry T nahradime $ipom digrafu G, z ktorého pri
kontrakii vznikol.
STOP: T je najlacnejSou zdrojovou kostrou digrafu G. ®

Na obr. 2 ilustrujeme uvedeny algoritmus pre digraf z obr. 1. Vysledkom je
kostra T vyznalend na obr. 1.

DOKAZ SPRAVNOSTI ALGORITMU

Postupne j a j j livé zdvery algoritmu.

(KROK 1.2) Ak |Q|<n—1, vtedy digraf G mé aspoii dva vrcholy s prichddza-
jicimi stupiiami 0, a teda nemdZe mat zdrojovd kostru.

(KROK 1.3) Ak H neobsahuje cyklus, tak ani polocyklus (do kazdého vrcholu
prichédza nanajvy§ jeden §ip), a teda je kostrou, kde prave jeden vrchol méd
prichédzajiici stupeti 0. Z vyberu $ipov hned vidief, Ze Tubovolnd najlacnejsia
zdrojové kostra S ma cenu ¢(S) = c(H). (Ak mozno, tak pridime ku zdroju
kostry S najlacnej§i prichédzajici $ip f. Zrejme c(S+/)=c(Q), a teda aj
c(S) = c(H).)

(KROK 2.2) Ak G mi kostru S so zdrojom z, tak pri kontrakcii sa zmeni na
faktor $ v G so zdrojom z, a teda G ma zdrojovii kostru.

(KROK 3) Je zrejmé, e utvoreny digraf T z T je zdrojovou kostrou v G.
Zostava dokazaf optimalitu kostry T.

Nech spomedzi najlacnejiich zdrojovych kostier v G je kostra A, takd, ktord mé
najviac hrén v Z,UZ,U ... UZ,. Najprv dokdZeme:

(+) Z kazdého cyklu Z kostra A, obsahuje vietky hrany okrem jednej.

Y2

WpsVy e "Wy Hm e A
Obr. 3. Priklad kostry Ao a cyklu Z.

Nech v,wy, ..., vw, si vietky Sipy cyklu Z v smere jeho obiehania, ktoré
nepatria do A, (W;=1vs. je mozné). Obr. 3 ilustruje takito situdciu. Pre spor
predpokladajme, Ze r=2. Uvazujme 3ipy vw, € Z. Méame dve moznosti, ktoré
postupne rozoberieme.

(1) V A, neexistuje w,—u, sled pre nejaké i. Potom w, nie je zdrojom v A,
a jediny ¥p yw € A, moZno nahradif §ipom vw;, &m ziskame kostru A,:=
Ay—yw; + vw;, ktord je zdrojové (lebo plati (1)) a najlacnejgia, lebo vw; bola
vybrané v kroku 1 ako najlacnej$ia prichédzajica hrana do w;. Ale A, mi viac
hrin v Z,U ... UZ, ako Ay, &o je spor s volbou A,.

(2) Pre kazdé i=1,2, ..., r existuje v Ao w—; sled Q,. Pretoze do kazdého
vrcholu v A, prichddza nanajvy$ jeden Sip, tak Q, obsahuje wii—vi dsek zo
Z,n A, (kladieme wy: = w,), atedav A, existuje w—w;_, sled P.. Potom PPy &
P, je netrividlny uzavrety sled v A,, a teda obsahuje cyKlus, ¢o je spor (Ao je
acyklicky digraf).

Kedze v oboch pripadoch sme prisli do sporu s predpokladmi, tak tvrdenie (%) je
dokazané. Tento vztah kostry Ay a cyklov Z;, ..., Z, je ilustrovany na obr. 4 (zdroj
v A, moZe, ale nemusi leZat v cykle).

Teraz ptimalitu kostry T. Pri ii cyklov sa G zmeni na G
a kostra A, sa podla (x) zmeni na nejakii zdrojovii kostru A, pre 6. Podla
predpokladu o T je c(T) < c(A)-
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Obr. 4. Vztah kostry Aoa cyklov Z, ..., Z

Vztah kostry T a cyklov Z,, ..., Z, je podobny ako pri A, (pozri obr. 4), lebo T
sme tak konstruovali v kroku 3. Preto v T prichddza do kazdého cyklu Z, jedna
alebo ziadna hrana: nech je to ¢ (r€ S:= (1, 2, ..., s}). Dalej, nech e} oznacuje
hranu cyklu Z, prichadzajicu do toho istého vrcholu ako hrana e, : ak ¢, neexistuje
(také r mdZe byt nanajvys jedno), tak kladieme: e} : = e[, ¢o je najdrahsia hrana
vZac(e):=0.

Nech pri prechode od G ku G prejde hrana ¢, na hranu ¢,. Vieme, Ze
c(é)=c(e) — c(e) + c(e™) (podla kroku 2). Kostra T obsahuje teda hrany e,
(teS) a nejaké dalSie hrany ¢, éZ,U ... UZ pre ieI—S, kde I je vhodnd
mnozina indexov. Pre kostru A, analogicky definujeme hrany f, f/, f/ := ™
pre teS a f, pre je J—S. Potom vzfah ¢(T) < c(A,) mdzeme pisat takto:

; c(é) < ,Z, a(h) t:

3 lele@)-cled+ e+ 3 cle) < Flel)=c)+eTN+ 3 elh)

Ak ku kazdej strane pripocitame vyraz
3, [Z)~ (&™)
ziskame :

162

5 STROMY A KOSTRY 5G

3 lee)+Z)-c(e)l+ 3 cle) < 3 [t +e(Z)=cM+ 3, eth),

t. j. ¢(T) < ¢(Ao), ¢o sme cheeli dokazat. l

Na prechod od G ku G nam sta& O(m + n) operacii a tak isto je to pri prechode
od G ku G. Takychto prechodov méZe byt nanajvy§ n—1 (n(G) < n(G)-1),
a teda cely algoritmus m4 zloZitost nanajvy§ O(mn + n?). Tarjan (1977) ddva
implementécie pracujiice v &asoch O(m log n), resp. O(n?).

5.G
Najlacnejsi steinerovsky strom

Zatjatkom 19. storoCia J. Steiner postavil a vyriesil nasledujici problém: Pre
dané 3 body A, B, C v rovine treba najst spojovaciu siet najkratiej moznej
celkovej dizky (pozri obr. 1). Zovieobecnenie tohto problému pre viac bodov
Studovali Jarnik a Kossler (1934) a teraz je zndmy ako Steinerov problém v
rovine (resp. vieobecnejsie: v nom i priestore). Kazdd
optimilna spojovacia sief ma tvar ,stromu“, a preto sa Casto hovori
o steinerovskom strome.

Ina verzia tohto problému je zndma pod nizvom rektilinedrny Steinerov
problém. Ide o dlohu v rovine, kde méZeme pouzivaf iba horizontilne
a vertikdlne &ary a navrhol ju Hanan (1966) v sivislosti s elektronickymi
stdiastkami (tlatené obvody).

,.Najdiskrétnejsiu* verziu, Steinerov problém v grafoch, ktorému sa tu
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Obr. 1. Steinerov problém v rovine a jeho rieSenie.
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