Minimalni kostra

Pfi ivahach o minimalni kostfe budeme vzdy pfedpokladat, ze pracujeme se souvislym grafem G = (V, E).
Kdyby byl graf nesouvisly, hledali bychom minimalni kostry jeho komponent, které jsou ale samy
souvislymi grafy, takZze zobecnéni ulohy na grafy nesouvislé nepfinasi v tomto pfipadé zadny novy pohled
na celou problematiku a budeme se mu vyhybat.

D1:
Rez grafu G = (V, E) je neusporadana dvojice disjunktnich neprazdnych mnozin vrcholG S = (S, Sy),
jejichz sjednoceni je cela mnozina V. Symbolicky: S1 U S, =V, S1n S, =9, S1#J, S, # J.

Rekneme, Ze hrana (a,b) spojuje fez S = (Ss, S,), pokud jeji koncové vrcholy leZi v riiznych mnozinach
fezu. To jest, pokud plati (a €eS1Ab € S;)v (a € S; Ab € Sy).

1.

Na pfednasce je pojem fezu definovan odliSné:

D2:

Rez grafu je mnozina hran F c E, takova, Ze plati: 3 UcV: F = {{u,v} €E |ueU, v ¢U }.

Rozmyslete si, Ze plati nasledujici vztahy mezi ob&ma definicemi fezu D1 a D2:

a. Mnozina v8ech hran, které spojuji fez S = (S4, S;) podle definice D1, je také fezem podle definice D2.
b. Rez F v definici D2 uréuje jednoznaéné dvojici mnozin vrcholli (U, V — U). Tato dvojice je zaroveri
fezem podle definice D1. MnoZina hran spojujicich fez S = (U, V — U) je tudiZ mnozinou F v definici D2.

2.
Kolik rdznych fezl Ize vytvofit v grafu s 10 vrcholy?

3.
Je pravda, Ze pro kazdy fez S a kazdou kostruT gafu G plati, Ze mezi v§emi hranami spojujicimi S existuje
alespon jedna, ktera nalezi také T?

4,

Pfedpokladejme, Ze G ma n vrchold, je dana kostra T a fez S. Oznaéme symbolem sh(G, T, S) €islo
udavajici pocet hran, které jsou zaroven soucasti T a spojuji S. Symbolem sh(G) oznaéme maximum ze
vSech Cisel sh(G, T, S) kdyz T resp. S probiha vSechny kostry resp. fezy G. Pomoci hodnoty n vyjadriete
Cislo sh(G). Pomucka: Obarvéte kostru grafu dvéma barvami.

Pro dany hranové ohodnoceny (vazeny ) graf G = (V, E) a pro dany fez S = (S4, S;) ozna¢ime jako
tenkou hranu kazdou hranu, ktera spojuje fez S a ma minimalni vahu ze v8ech hran spojujicich S.

5.
V uvedeném grafu G najdéte minimalni kostru T. Pro kazdou hranue e T
zkonstruujte fez Se grafu G, takovy, Ze e bude tenkou hranou pro G a S..

6.
Dokazte, ze v kazdém grafu plati, ze kazda hrana minimalni kostry je tenkou hranou néjakého fezu
tohoto grafu. Postupujte sporem.

7.

Hrany minimalni kostry jsou podmnoZinou mnoziny L, ktera je definovana jako sjednoceni tenkych hran
vSech fezl daného ohodnoceného grafu. Dokazte. Najdéte pfiklad grafu a jeho ohodnoceni, pfi kterém
ma L vice hran nez (minimalni) kostra grafu.



8.
Predpokladejme, ze vSechny vahy hran v grafu jsou navzajem riizné. Potom hrany minimalni kostry tvofi
pravé mnozinu L z pfedchozi ulohy. Dokazte.

9.
Najdéte priklad grafu G a jeho ohodnoceni tak, Ze G ma jedinou minimaini kostru a pfitom v G existuje
alesponi jeden fez S s alespon dvéma tenkymi hranami.

10.
DokaZzte: Pokud ma kazdy fez grafu jedinou tenkou hranu, pak existuje jedina minimaini kostra tohoto
grafu.

1.

Nalezli jsme a odevzdali zakaznikovi minimalni kostru jim dodaného grafu s mnoha miliony vrchold.
Odpoledne zakaznik vola, Ze v zadani je chyba a Ze hrana mezi vrcholy 2075154 a 11439446 je ve
skute€nosti 0 17 % levnéjsi nez v jak bylo uvedeno v puvodni specifikaci.

Veskera data grafu i kostry jsou dosud na nasem disku. Mame urcit v linearnim ¢ase vzhledem k poctu
vrchold, to jest jes$té béhem téhoz rozhovoru, ktery plati nase firma(!), zda tato zména ovlivni tvar a cenu
minimalni kostry, a pokud ano, vydat co mozna nejkratSi opravu, ktera se da opét tlumodit zpét telefonem.

12.
Zopakuijte analyzu pfedchozi ulohy pro pfipad, ze pivodné chybné zadana hrana se nakonec ukazuje byt
ve skute€nosti drazsi.

13.

Pfedpokladejme, Ze graf je zadan matici vah jednotlivych hran. Vyznaéna hodnota v této matici (napf.
nekonec¢no, minimalni/maximalni hodnota Ciselného typu, NaN apod) indikuje, ze mezi pfislusnymi vrcholy
hrana neexistuje. Modifikujte Jarniktv-Primav algoritmus tak, aby nezavisel na po¢tu hran v grafu a mél
slozitost ®(n?), kde n je po&et vrcholtl grafu.



