1.
Napiste regularni vyraz pro jazyk nad abecedou {0, 1},

a) jehoz slova obsahuji pouze nuly,

b) jehoz kazdé slovo obsahuje pravé jedinou jednicku,
c) jehoz kazdé slovo obsahuje alespon jednu jednicku,
d) jehoz kazdé slovo obsahuje alespon dvé jednicky,
e) jehoz slova obsahuji sudy pocCet jednicek,

f) jehoz slova obsahuji lichy pocet jednicek.

Reseni

a) 00*

b) 0*10*

c) Libovolny fetézec z nul a jednicek Ize popsat napfiklad vyrazem (0*1*)*. Takovy fetézec
bude stat pfed i za jedniCkou, o niz vime, Ze ve slové byt musi: (0*1*)*1(0*1*)*. Podobné
Ize vytvofit vyraz (0+1)*1(0+1)*, jenz pro mensi pocet svych symboll se zda byt
vyhodnéjsi. Postupem od zacatku slova Ize dojit k Uvaze popsané slovy: ,Nejprve libovolny
pocet nul, pak jednicka, pak jiz cokoli“ t.j. 0*1(0*1*)* nebo 0*1(0+1)*. Stejné tak odzadu, t.j.
(0*1*)*10* nebo (0+1)* 10*.

d) Zfejmé bude nejuspornéjsi pokraCovat jako v zavérecnych pfipadech pfedchoziho feSeni a
vytvofit napf. vyraz 0*10*1(0+1)*.

e) Kazdeé slovo obsahuje na zacatku i na konci libovolny pocet nul. Vnitfek musi obsahovat
opakujici se useky (obecné razné délky!), z nichz kazdy obsahuje pravé dvé jednicky:
0*(10*10*)*0*, Posledni opakujici se nulu muzeme vypustit: 0*(10*10*)*. Podobné mizeme
vytvofit vyraz (0*10*1)*0. Stejné tak mUuzeme uvazovat, Ze slovo se sklada vyluéné
z usekl obsahujicich dveé jednicky, takze hledany vyraz mize byt také 0*+ (0*10*10%)*.

f) Vyjdeme z pfedchoziho feSeni, doplnime podfetézec obsahuijici jedinou jednicku
0*(10*10*)*10*. Podobné Ize upravit ostatni feSeni.

2.
Nad abecedou {0, 1}, jsou dany dva jazyky L4 a L,. Slova L1 jsou popsana vyrazem 0*1*0*1*0*,
slova L, jsou popsana vyrazem (01+10)*.

a) Najdéte nejkratSi neprazdné slovo v praniku Ly M La.
b) Najdéte nejdelSi slovo v praniku Ly m La.

c) Najdéte nejkratsi slovo, které lezi v L4, ale nelezi v L.
d) Najdéte nejkratsi slovo, které lezi v L,, ale nelezi v L.
e) Najdéte nejkratsi slovo, které nelezi v Ly U Lo.
Reseni

a) Zfejmé 01 10 lezi v obou jazycich, L, neobsahuje kratSi neprazdna slova.

b) V zadném slové L, nemohu stat bezprostfedné za sebou tfi stejné symboly, stejné tak,
Zadné slovo L, nemuze koncit nebo zacinat dvojici stejnych symboll. NejdelSi slovo Ly,
které vyhovuje témto omezenim, je 01100110 a je zfejme, Ze také patfi do Ls.

c) Staci slovo jednotkové délky: 0 nebo 1.

d) Staci tfi jednicky oddélené navzajem nulami: 101010 nebo 010101

e) Podobné jako v pfedchozi uloze hledané slovo musi obsahovat alespon tfi jednicky
oddélené nulami, aby neleZelo v L. Navic, protoze jazyk L, obsahuje jen slova sudé délky,
staci, aby mélo lichou délku: 10101.



3.
Sestrojte kone€né automaty A resp. A, rozpoznavajici jazyky L resp. Lo.

Intuitivni FeSeni pro (nedeterministicky!) automat A;:

Konstrukce As metodou sousedu v regularnim vyrazu:

Regularni vyraz: 0*1*0*1*0*.

Oznaceni symbolt: 01*1,%03*14*05".

Mnozina za¢atecnich symbolu: {04, 12, 03, 14, Os}.

Mnozina (moinych) sousedU: {0101, 0112, 0103, 0114, 0105, 1212, 1203, 1214, 1205, 0303, 0314,
03,05,1414, 1405, 0505}.

Mnozina koncovych symbolu: {04, 12, 03, 14, 0s} (v tomto pfipadé stejna jako mnozina zacate¢nich
symbolu).

Mnozina stavl A+ : {qo, 01, 12, 03, 14, Os} (qo je poCate€ni stav).

Mnozina koncovych stavi Aq : {qo, 01, 12, 03, 14, Os}.

Pfechodové zobrazeni nedeterministického automatu A dané tabulkou:

0 1
Qo | 01,03, 05 | 12, 14
01]041,03, 05 | 12, 14
12 03, 05 | 12, 14
03 03, 05 14
14 Os 14
Os Os

Intuitivni FeSeni pro (nedeterministicky!) automat A:

Konstrukce A, metodou sousedu v regularnim vyrazu:

Regularni vyraz: (01+10)*.

Oznaceni symboll: (04112,+1304)*.

Mnozina zacatecnich symbold: {04, 13 }.

Mnozina (moznych) sousedi: {0112, 1204, 1213, 1304, 0401, 0413}.
Mnozina koncovych symbol(: {15, 04}.

Mnozina stavi A1 : {qo, 01, 12, 13, 04} (qo je poCatecni stav).

Mnozina koncovych stavi A1 : {qo, 12, 04}.

Pfechodové zobrazeni nedeterministického automatu A dané tabulkou:



Qo | 0113
01 15
12101 | 13
13| O4
04101 |15
4

Gramatika G4 generuje regularni jazyk L4 nad abecedou {0, 1}. Jazyk L4 pfedstavuje pravée
vSechny binarni zapisy nezapornych celych Cisel délitelnych tfemi (v€etné prazdného slova).
G4I

Pumping lemma pro jazyk Lg4:

Existuje (dosud nevime, jaké, ale néjaké pevné a konecné) Cislo p = 0 s nasledujici vlastnosti:
Kazdé slovo x jazyka L4 0 délce alespon p obsahuje podfetézec v, takovy, ze zaroven se slovem x
jazyk L4 obsahuje v8echna slova ve tvaru uv*w (k = 0), a pfitom x = uvw.

Neformalné to znamena, Ze kdyz podretézec v ve slové x libovolnékrat zopakujeme (té€sné za
sebou), dostaneme vzdy zase slovo z L.

Prevedeno do fedi délitelnosti: V kazdém dostatecné dlouhém zapisu binarniho ¢isla délitelného 3
existuje podfetézec, jehoz libovolnym zopakovanim dostaneme opét zapis Cisla délitelného tfemi.

Napfiklad ve slové y = 1001110 pfedstavujicim binarni zapis Cisla 78, muzeme zvolit podietézec
11. Pfesvédcte se, Ze vSechna slova ve tvaru 1001(11)*0 pfedstavuji zapis binarniho Cisla
délitelného 3, a tudiz patfi do L4.

UrcCete hodnotu p pro jazyk La.

ReSeni

VSechna slova ve tvaru 1001(11)*0 pfedstavuji zapis binarniho Cisla délitelného 3.

Zduvodnéni: Nula na konci nehraje roli, ¢islo 1001(11)*0 je délitelné tfemi pravé tehdy, kdyz je
délitelné tfemi Cislo 1001(11)*. Prefix 1001 ma hodnotu 9, ta je délitelna tfemi. Pro k = 0 oznaCme
yk = 1001(11)*. Plati: hodnota yx+1 = hodnota yx nasobena 4 (posun o dvé &islice doleva) a
zvétSena o 3 (hodnota pfipojeného fetézce 11). Nyni ze schématu uplné indukce pfimo plyne, Ze
hodnota yy je délitelna tfemi pro kazdé k = 0, tedy 1001(11)*0 e Lg.

p=0.
V kazdém sloveé Ls. Ize polozit u = w = ¢. Zifetézeni téhoz slova predstavuje opét Cislo délitelné
tfemi (dUvod je podobny jako vyse).

Naposled pfeformulujeme pumping lemma pro Lg4:

Kazdé slovo x jazyka L4 0 délce alespon 0 obsahuje podietézec v, takovy, ze zaroven se slovem x
jazyk L4 obsahuje v8echna slova ve tvaru uv'w (k = 0), a pfitom (v pfipadé jazyka L4:) X = uvw, u
=w = g t.j. x =v. To znamena4, Ze kdyz x libovolnékrat za sebou zfetézime, dostaneme vzdy
zase slovo z Lg.

Pfevedeno do feci délitelnosti: Kazdy zapis binarniho Cisla délitelného Ize vicekrat za sebou
zfetézit a opét dostaneme zapis Cisla délitelného tremi.



