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pProhledáváńı p̌ri hrańı dvouhráčových her

adversariálńı prohledáváńı (adversarial search) stavového prostoru (hrańı her), implementuje

inteligenćı rozhodováńı v komutativńım prosťred́ı, kde dva nebo v́ıce agent̊u maj́ı konfliktńı ćıle.

teorie her – komplikovaná vědńı discipĺına, součást ekonomiky která analyzuje chováńı jed-

notlivých hráč̊u a výhodnost jejich strategíı (p̌redevš́ım s ohledem na stabilitu, maximalizaci

společného zisku, atp.) ve v́ıcehráčovém prosťred́ı.
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notlivých hráč̊u a výhodnost jejich strategíı (p̌redevš́ım s ohledem na stabilitu, maximalizaci

společného zisku, atp.) ve v́ıcehráčovém prosťred́ı.

V umělé inteligence budeme p̌redevš́ım pracovat s následuj́ıćım typem her:

deterministické s prvkem náhody

s úplnou informaćı šachy, go, reversi backgamon

s neúplnou informaćı stratego, wargaming bridge, poker, scrabble
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Stavový prostor hry (herńı strom) je dán opět počátečńım stavem, stavovým operátorem,

testem na ukončeńı hry a užitkovou funkćı.

Ćılem adversariálńıho prohledáváńı je nalézt nikoliv stav prostoru, nýbrž herńı strategii. Strategie

vybere nejvhodněǰśı tah s ohledem na racionalitu protihráče. Optimálńı herńı strategie je

taková strategie (nep̌resně), pro kterou neexistuje žádná lepš́ı strategie, která by vedla k lepš́ımu

výsledku p̌ri ȟre s bezchybným oponentem.
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pMinimax Algoritmus

MINIMAX algoritmus děĺı stavový prostor do MAX a MIN úrovńı. Na každé MAX úrovni hráč A

vybere tah s maximálńım užitkem a na každé MIN úrovni vybere protihráč tah naopak minimal-

izuj́ıćı užitek hráče A.

http://ai-depot.com/LogicGames/MiniMax.html
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Každý uzel ohodnot́ıme tzv. MINIMAX hodnotou:

minimax(n) =





utility(n) pro n terminalni uzel

maxs∈successors(n) minimax(n) pro n je MAX uzel

mins∈successors(n) minimax(n) pro n je MIN uzel
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pMinimax Algoritmus
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pMinimax Algoritmus

to move
A

B

C

A

( 1, 2, 6) ( 4, 2, 3) ( 6, 1, 2) ( 7, 4,−1) ( 5,−1,−1) (−1, 5, 2) (7, 7,−1) ( 5, 4, 5)

( 1, 2, 6) ( 6, 1, 2) (−1, 5, 2) ( 5, 4, 5)

( 1, 2, 6) (−1, 5, 2)

( 1, 2, 6)
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pMinimax algoritmus

Minimax algorithm

function Minimax-Decision(state) returns an action

inputs: state, current state in game

return the a in Actions(state) maximizing Min-Value(Result(a, state))

function Max-Value(state) returns a utility value

if Terminal-Test(state) then return Utility(state)

v←−∞

for a, s in Successors(state) do v←Max(v, Min-Value(s))

return v

function Min-Value(state) returns a utility value

if Terminal-Test(state) then return Utility(state)

v←∞

for a, s in Successors(state) do v←Min(v, Max-Value(s))

return v

Chapter 6 7
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pVlastnosti Algoritmu MinMax

� úplné:
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pVlastnosti Algoritmu MinMax

� úplné: ANO (je-li prostor konečné)

� čas:
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pVlastnosti Algoritmu MinMax

� úplné: ANO (je-li prostor konečné)

� čas: O(bd)

� paměť:
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pVlastnosti Algoritmu MinMax
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pVlastnosti Algoritmu MinMax

� úplné: ANO (je-li prostor konečné)
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pCut-off search

Problém minimaxu je, že počet stav̊u hry roste exponenciálně s počtem tahů. V reálných

hrách je prostor hry ohromný a nelze ho celý prohledat v rozumném čase. Tento problém

lze řešit pomoćı:

� omezeńım hloubky d – terminal test nahrad́ıme cut off test

� odhadu ḿısto p̌resné hodnoty užitku v p̌ŕıpadě, že d < b – utility nahrad́ıme eval .

p̌ŕıklad funkce eval může být:

� počet vy̌razených figurek

� vážený součet počtu vy̌razených figurek

� vážený součet vhodnosti strategickém uḿıstěni každé figurky
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lze řešit pomoćı:
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eval(s) = w1f1(s) + w2f2(s) + ... + wnfn(s) =

i=1∑

n

wifi(s)

nap̌r., pro w1 = 9, f1(s) = (number of white queens) - (number of black queens)
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pCut-off search
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pCut-off search

degrese: p̌resné hodnoty eval nejsou důležité - korektńı chováńı algoritmu je zachováno

p̌ri libovolné monotónńı transformaci
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Digression: Exact values don’t matter

MIN
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1 40020
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Behaviour is preserved under any monotonic transformation of Eval

Only the order matters:
payoff in deterministic games acts as an ordinal utility function

Chapter 6 23
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pCut-off search

degrese: p̌resné hodnoty eval nejsou důležité - korektńı chováńı algoritmu je zachováno

p̌ri libovolné monotónńı transformaci

problémy, zlepšeńı:
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problémy, zlepšeńı:

� je ťreba ohodnocovat pomoćı eval jen klidné (quiescent) stavy – stavy, které nezpůsob́ı

následnou výraznou změnu v hodnotě
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problémy, zlepšeńı:
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� je ťreba zabránit horizontálńımu efektu – situaci, kdy program muśı udělat tah, který

způsob́ı velkou ztrátu
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způsob́ı velkou ztrátu

� lze použ́ıt singulárńı extenzi – tah, který jde za cut-off, ale jasně zlepšuje eval hodnotu

(podobné jako quiescent prohledáváńı ale s b = 1)
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Mějme k dispozici 3 minuty s a uvažujme 106 operaćı za sekundu. Můžeme tedy prohledat

50 ∗ 106 uzl̊u na tah což je ≈ 355. V šachách můžeme tedy pracovat s hloubkou 5.
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pAlfa-Beta Prǒrezáváńı

Velikost stavového prostoru hry lze rovněž efektivně zmenšit pomoćı metody alfa-beta
prǒrezáváńı. Tato metoda umožńı identifikovat části stavového prostoru, které jsou

nalezeńı optimálńıho řešeńı neelegantně. Při aplikaci na standardńı stavový prostor vrát́ı

stejnou strategii jako Minimax a prǒreže nerelevantńı části prostoru.
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A
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min-max(A) = max(min(3, 12, 8), min(2, 4, 6), min(14, 5, 2))

= max(3, min(2, x, y), 2)

= max(3, z, 2), z ≤ 2
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Klasický Minimax algoritmus rozš́ı̌ŕıme následuj́ıćım způsobem:

� zavedeme hodnotu:

− α nejlepš́ı známá hodnota pro uzel MAX

− β nejlepš́ı známá hodnota pro uzel MIN

� na každé MAX úrovni p̌red t́ım než ohodnot́ıme následńıky, rovnáme minmax hodnotu s

hodnotou β. je-li minmax > β pak se tato část stromu se neprohledává

� na každé MIN úrovni p̌red t́ım než ohodnot́ıme následńıky, rovnáme minmax hodnotu s hod-

notou α. je-li minmax < α pak se tato část stromu se neprohledává
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pAlfa-Beta Prǒrezáváńı

The α–β algorithm

function Alpha-Beta-Decision(state) returns an action

return the a in Actions(state) maximizing Min-Value(Result(a, state))

function Max-Value(state,α,β) returns a utility value

inputs: state, current state in game

α, the value of the best alternative for max along the path to state

β, the value of the best alternative for min along the path to state

if Terminal-Test(state) then return Utility(state)

v←−∞

for a, s in Successors(state) do

v←Max(v, Min-Value(s,α,β))

if v ≥ β then return v

α←Max(α, v)

return v

function Min-Value(state,α,β) returns a utility value

same as Max-Value but with roles of α,β reversed
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3 12 8

[ 3 , 3 ] 

2

[−     , 2 ] 

14 5 2

3

[−     , +     ] (a)

[−     , 3 ] 

3

[−     , +     ] 

[−     , 3 ] 

(b)

12

3 12

(c)

8

[ 3 , 3 ] 

[ 3 , +     ] 

3 12 8

[ 3 , 3 ] 

(d) [ 3 , +     ] 

2

[−     , 2 ] 

3 12 8

[ 3 , 3 ] 

2

[−     , 2 ] 

(e)

14

[−     , 14 ] 

(f)

[ 2 , 2 ] 

[ 3 , 3 ] 

A

B

A A

A

A

A

B C D

B C

B

B C D

B

[ 3 , 14 ] 



pAlfa-Beta Prǒrezáváńı
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pVlastnosti Alpha-Beta Prǒrezáváńı
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pVlastnosti Alpha-Beta Prǒrezáváńı

� prǒrezáváńı nemá vliv na výsledek
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pVlastnosti Alpha-Beta Prǒrezáváńı

� prǒrezáváńı nemá vliv na výsledek

� lze dokázat, že časová náročnost klesne na O(bd/2) v p̌ŕıpadě, že vždy vybere nejlepš́ı expan-

dand (to implikuje možnost zdvojnásobit hloubku prohledáváńı)
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pVlastnosti Alpha-Beta Prǒrezáváńı

� prǒrezáváńı nemá vliv na výsledek

� lze dokázat, že časová náročnost klesne na O(bd/2) v p̌ŕıpadě, že vždy vybere nejlepš́ı expan-

dand (to implikuje možnost zdvojnásobit hloubku prohledáváńı)

� p̌ri náhodném výběru časová náročnost klesne na O(b3d/4)
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pVlastnosti Alpha-Beta Prǒrezáváńı

� prǒrezáváńı nemá vliv na výsledek

� lze dokázat, že časová náročnost klesne na O(bd/2) v p̌ŕıpadě, že vždy vybere nejlepš́ı expan-

dand (to implikuje možnost zdvojnásobit hloubku prohledáváńı)

� p̌ri náhodném výběru časová náročnost klesne na O(b3d/4)

� dop̌redné prǒrezáváńı (forward punning): tvrdé prǒrezáváńı jasně nevýhodných tahů. nebezpečný

p̌ŕıstup p̌redevš́ım v okoĺı kǒrene herńıho stromu
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pVlastnosti Alpha-Beta Prǒrezáváńı

� prǒrezáváńı nemá vliv na výsledek

� lze dokázat, že časová náročnost klesne na O(bd/2) v p̌ŕıpadě, že vždy vybere nejlepš́ı expan-

dand (to implikuje možnost zdvojnásobit hloubku prohledáváńı)

� p̌ri náhodném výběru časová náročnost klesne na O(b3d/4)

� dop̌redné prǒrezáváńı (forward punning): tvrdé prǒrezáváńı jasně nevýhodných tahů. nebezpečný

p̌ŕıstup p̌redevš́ım v okoĺı kǒrene herńıho stromu

Při použit́ı 200 ∗ 106 uzl̊u na tah (cca 3 minuty) ≈ 35
10
2 metoda α/β bude pracovat s

hloubkou 10, což neńı v̊ubec špatné
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pNegamax

Zjednodušená varianta Minimaxu, kterou je možno použ́ıt pro hry s nulovým (konstantńım)

součtem (zero-sum games). Zisk jednoho hráče se p̌resně rovná ztrátě druhého hráče.

function negamax(node, depth, alpha, beta)

if node is a terminal node or depth = 0

return the heuristic value of node

else

foreach child of node

alpha := max(alpha, -negamax(child, depth-1, -beta, -alpha))

if alpha >= beta

return beta

return alpha
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pNegaScout (Principle Variation Search) - doplňková znalost

� Vylepšená varianta minimaxu s α/β prǒrezáváńım. NegaScout dominuje (je lepš́ı než) α/β

prǒrezáváńı. Nikdy neprohledá uzel, který by byl prǒrezán α/β prǒrezáváńım.

� NegaScout vycháźı ze správného uspǒrádáńı uzl̊u. V praktických aplikaćıch je správného

uspǒrádáńı uzl̊u dosaženo p̌redchoźımi mělkými prohledáváńımi. Prǒrezává prostor výrazně

efektivněji.

� Předpokládá, že prvńı uzel je ten nejlepš́ı k prǒrezáńı. To kontroluje pomoćı velmi rychlého

prohledáńı s nulovým okénkem (null=window search, kde α = β).

� Považován za jeden z nejlepš́ıch algoritmů použ́ıvaný v nových šachových programech.

http://en.wikipedia.org/wiki/Negascout
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pNegaScout (Principle Variation Search) - doplňková znalost

function negascout(node, depth, alpha, beta)

if node is a terminal node or depth = 0

return the heuristic value of node

b := beta

foreach child of node

v := -negascout (child, depth-1, -b, -alpha)

if alpha < v < beta and not the first child

v := -negascout(child, depth-1, -beta, -v)

alpha := max(alpha, v)

if alpha>=beta

return alpha

b := alpha+1

return alpha
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pMTD-f (Memory-enhanced Test Driver Search) - doplňková znalost

� Velmi efektivńı prohledávaćı algoritmus, použ́ıvaný v nových šachových programech.

� Pracuje tak, že opakovaně spoušt́ı alfa-beta algoritmus, který

− pracuje s nulovým oknem

− pamatuje si všechny prošlé uzly

http://home.tiscali.nl/askeplaat/mtdf.html
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pMTD-f (Memory-enhanced Test Driver Search) - doplňková znalost

function MTDF(root, f, d)P

g := f

upperBound := +inf

lowerBound := -inf

while lowerBound < upperBound

if g = lowerBound then

beta := g+1

else

beta := g

g := AlphaBetaWithMemory(root, beta-1, beta, d)

if g < beta then

upperBound := g

else

lowerBound := g

return g
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ṕUspěšné herńı algoritmy

� Dáma: v roce 1994 porazil poprvé po 40 letech algoritmus chinook mistryni světa v dámě

Marion Tinsley. Bylo použito databáze koncových tahů pro všechny pozice, které zahrnovali

8 a méně kamenů na šachovnici. Koncových tahů bylo celkem 443,748,401,247

� Šachy: v roce 1997 porazil Deep Blue Garyho Kasparova v šestikolovém zápasu. Deep Blue

prohledal 200 million pozic za vtěrinu a použil velmi sofistikované (a tajné) metody evaluace,

které ḿısty umožnily prohledáváńı do hloubky 40 tahů

� Othello: lidé odḿıtaj́ı hrát s poč́ıtačem ...

� Go: lidé odḿıtaj́ı hrát s poč́ıtačem ... (je p̌resp̌ŕılǐs dobrý).

V Go je b > 300. Věťsina algoritmu použ́ıvá databáze tahů.
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pHry s prvkem náhody

Aplikace klasické metody MINIMAXU, kdy MINIMAX hodnoty jsou nahrazeny

očekávanými hodnotami – EMINMAX:
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pHry s prvkem náhody

Nondeterministic games: backgammon

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

24 23 22 21 20 19 18 17 16 15 14 13

0

25

Chapter 6 25
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pHry s prvkem náhody

Aplikace klasické metody MINIMAXU, kdy MINIMAX hodnoty jsou nahrazeny

očekávanými hodnotami – EMINMAX:
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pHry s prvkem náhody

Aplikace klasické metody MINIMAXU, kdy MINIMAX hodnoty jsou nahrazeny

očekávanými hodnotami – EMINMAX:

eminimax(n) =





utility(n) pro n terminalni uzel

maxs∈successors(n) eminimax pro n je MAX uzel

mins∈successors(n) eminimax pro n je MIN uzel∑
s∈successors(n) P (s).eminimax pro n je uzel nahody
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pHry s prvkem náhody

Aplikace klasické metody MINIMAXU, kdy MINIMAX hodnoty jsou nahrazeny

očekávanými hodnotami – EMINMAX:
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pHry s prvkem náhody

hod kostkou zvyšuje b – 21 možných hodů se 2 kostkami.

Backgammon má cca 20 legálńıch tahů.

depth 4 = 20× (21× 20)3 ≈ 1.2× 109

se vzr̊ustaj́ıćı hloubkou klesá pravěpodobnost dosažeńı daného uzlu⇒ význam predikce klesá

α/β prǒrezáváńı je velmi efektivńı

TDGammon prohledává do hloubky 2 a použ́ıvá velmi dobrou funkci eval ≈ mistrovská úroveň
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pHry s prvkem náhody

degrese: p̌resné hodnoty eval jsou důležité - korektńı chováńı algoritmu je zachováno p̌ri

libovolné positivńı lineárńı transformaci

Digression: Exact values DO matter

DICE

MIN

MAX

2 2 3 3 1 1 4 4

2 3 1 4

.9 .1 .9 .1

2.1 1.3

20 20 30 30 1 1 400 400

20 30 1 400

.9 .1 .9 .1

21 40.9

Behaviour is preserved only by positive linear transformation of Eval

Hence Eval should be proportional to the expected payoff

Chapter 6 29
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pHry v reálném čase
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pHry v reálném čase

� asynchronńı šachy
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pHry v reálném čase

� asynchronńı šachy

Airplane A Airplane B

subscribe local FP part

agree

FP update

request a longer part

the plan is too short

FP update

Detect future
collisions

Change FP

Test for collision
with known FPs

collision found

no collision

send updates
to all subscribers

unsubscribe

done

Detect future
collisions

Board Radar
notification alert:
Airplane B
entered the range

Board Radar
notification alert:
Airplane B
left the range
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pHry v reálném čase

� asynchronńı šachy

� robotický fotbal
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pHry v reálném čase

� asynchronńı šachy

� robotický fotbal

Airplane A Airplane B

subscribe local FP part

agree

FP update

request a longer part

the plan is too short

FP update

Detect future
collisions

Change FP

Test for collision
with known FPs

collision found

no collision

send updates
to all subscribers

unsubscribe

done

Detect future
collisions

Board Radar
notification alert:
Airplane B
entered the range

Board Radar
notification alert:
Airplane B
left the range
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ṕUvod do teorie her

Hrańı dvou-a v́ıce-hráčových her je p̌ŕıkladem distribuovaného (kolektivńıho) rozhodováńı
(DR). Daľśım p̌ŕıkladem DR je nap̌ŕıklad:

� hlasováńı � aukčńı ř́ızeńı

� formováńı koalic � ř́ızeńı týmové práce

� děleńı zisku

Teorie her zkoumá vlastnosti distribuované rozhodováńı p̌ri použit́ı r̊uzných strategíı a stejně tak

se zabývá nalézáńım rozhodovaćıch strategíı, které budou ḿıt za následek specifické vlastnosti

DR (nap̌ŕıklad stabilitu).

Distribuované rozhodováńı lze mě̌rit s ohledem na:

� individuálńı užitek � kolektivńı užitek (social welfare)

� pareto-optimalitu � individuálńı racionalitu hráče

� stabilitu � dominanci

Problém: jak zajistit stabilitu individuálně racionálńı akce v kompetitivńım prosťred́ı?
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ṕUvod do teorie her

� pareto-optimálńı kolektivńı rozhodnut́ı: neexistuje žádné jiné kolektivńı rozhodnut́ı, kde by

některý z hráč̊u dostal věťśı výplatu a žádný z hráč̊u by nedostal hořśı

− pareto-optimalita neoptimalizuje kolektivńı užitek, zajǐštuje racionalitu chováńı hráč̊u p̌ri

znalosti o akćıch protihráč̊u

� Nashovo equilibrium: každý z hráč̊u hraje individuálně optimálńı strategie hráče za p̌redpokladu,

že všichni hráči použij́ı tutéž strategii

− neńı racionálńı se vychylovat od Nashova equilibria

− ne každá hra má Nashovo equilibrium

− v některých hrách, které vyžaduj́ı sekvenci akćı je těžké Nashovo equilibrium udržet

− perfektńı Nashovo equilibrium: equilibrium i ve všech následných akćıch
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ṕUvod do teorie her

outcomes payoffs

τ u(τ, (A, B))

{
(Ac, Bc) (Ac, Bd)

(Ad, Bc) (Ad, Bd)

} {
(1, 1) (5, 0)

(0, 5) (3, 3)

}
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ṕUvod do teorie her

outcomes payoffs

τ u(τ, (A, B))

{
(Ac, Bc) (Ac, Bd)

(Ad, Bc) (Ad, Bd)

} {
(1, 1) (5, 0)

(0, 5) (3, 3)

}

strategie hráč̊u:

ξA = (Ad, Bc)
0 2 (Ac, Bc)

1 2 (Ad, Bd)
3 2 (Ac, Bd)

5

ξB = (Ac, Bd)
0 2 (Ac, Bc)

1 2 (Ad, Bd)
3 2 (Ad, Bc)

5
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