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I Sebe-referencni programy a
I tvrzeni

» Spolecny princip dokazovani mnoha techto
I tvrzeni, Zze neco nejde, je to, ze exaktne
zformalizujeme nejaky paradox.

* Pouzitelné paradoxy:
- Paradox Inhare: ,Toto tvrzeni je nepravdivé.”
- Berryho paradox: ,Cislo n je nejmensi ¢islo, které
nelze definovat 11 slovy.”



I Halting problém

* Nelze sestrojit algoritmus H, ktery vzdy
I dovede rozhodnout, jestli néjaky program

skonci nebo ne.

» Jina formulace: Méjme program H takovy,
Ktery spravne rozhoduje, jestli nejaky
orogram skonci nebo ne. Pak Ize sestrojit
orogram P, na kterém se H zacykli.

* Princip dukazu je ten, Zze k programu H
sestrojime program, ktery ,skonci prave kdyz
neskonc¢i“ (paradox lhare). H pak nemuze
spravne odpovedet, tedy nikdy neskonci.




Sebe-referencni program

» Sestrojme program, ktery vypisuje svuj
vlastni zdrojovy kod:
- Znacme [P] zdrojovy kod programu P.
- Sestrojime pro Q, ktery dostane na vstupu
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[P] programu P a zkonstruuje
noveého programu, ktery spusti P na
P

0P = [P(P)) -
- Pak Q([Q]) = [Q(QD], tedy Q vypisuje svii

zdrojovy kod.

. (PFiklad.)



Sebe-referencni program

* CviCeni: Napiste ve zvolenem jazyce
program, ktery vypiSe svuj vlastni zdrojovy
kod.




I Halting problém
* Predpokladejme, ze existuje algoritmus H
I takovy, ze:
- H([P]) := True pokud P skoncCi
- H([P]) := False pokud P neskoncCi

» Sestrojme program R:
- R([P]) := [ if H([P([P])]) then { while Truedo {} }]
» Zkoumejme, zda R(/R]) skoncCi nebo ne:
- Pokud skonci, tak to znamena, ze
H([R([R])] = False, tedy ze R([R]) neskonci.
- Pokud neskoncli, tak to znamena, ze
H([R([R])] = True, tedy ze R(/R]) skonci.
» Tedy nemuze existovat takovy algoritmus H.



I Odbocka: Funkc. programovani
I a lambda systém F

 TuringUv stroj umoznuje sestrojovat jak
I koncicl i nekoncCici programy, a nelze je
rozlisit.
 Existuji formalismy, které umoznuji popisovat
orave vsechny ,rozumné*“ koncici programy.
» Lambda systém F (také [Girard—ReynoldsUv]
nolymorfni lambda kalkulus nebo lambda
kalkulus 2. radu) umoznuje zapsat prave ty
funkce, o kterych Ize v Peanove aritmetice
2. radu dokazat, ze jsou totalni.

» Tedy v podstaté vsechny v praxi myslitelné
koncici programy.




Teorie

* Teorie znamena mnozinu formuli.

» Obvykle mame néjakou mnozinu A axiomu a
uvazujeme teorie typu:
,T Je nejmensi mnozina takova, ze AST a
ktera je uzavrena na aplikaci danych
odvozovacich pravidel.”

 Tedy T Je mnozina vsech tvrzeni, které lze
odvodit z A pomoci odvozovacich pravidel.



Godelova prvni veta o
neuplnosti logiky 1. radu

,Kazda efektivhé generovana teorie, ve
kterée Ize popsat elementarni aritmetiku,
nemuze byt zaroven konzistentni a
uplna.”

Konzistentni = bezesporna (sporna =
vSechna tvrzeni jsou dokazatelna.)
Efektivné generovana = lze napsat program,
ktery postupne vypisuje vsechny formule
teorie.

Uplnéa = Ize v ni dokazat viechna pravdiva
tvrzeni aritmetiky (o prirozenych cislech).




MysSlenka dukazu - aritmetizace

» Jazyk teorie T zakodujeme Cisly (tzv.

GOdelovo Cislovani):
- Kazdy symbol v jazyce reprezentujeme nejakym
Cislem.
- Konecné posloupnosti symbolu zakédujeme

pomoci jednoho Cisla. Jsou-li x ,...,x kody pro
symboly S ,...,S , zakodujeme sekvenci techto
symbolu &islem
pxl_px2___pxn
1 2 n
kde p,,...,p_Je prvnich n prvocisel.



I MysSlenka dukazu - aritmetizace

 Pomoci vhodného aritmetického predikatu
vyjadrime skutecnost, ze dana posloupnost
symbolu je formuli v jazyce teorie T.

* Pro danou formuli ¢ pak oznacme [@] Cislo,
ktere je kddem o.



MysSlenka dukazu - aritmetizace

» Jelikoz vSechna dokazatelna tvrzeni teorie T
Ize efektivné generovat algoritmem, muzeme
tento algoritmus popsat aritmetickou formuli.

» Sestrojime tedy formuli bew(X), ktera rika, ze
X |e kod formule dokazatelné v teorii T*.

* Pokud je @ dokazatelnav Ttakv T je
dokazatelne také bew([@]).



I MysSlenka dukazu -

I diagonalizace
* Podobné jako u halting problému sestrojime
I sebe-referencni formuli formuli . Ta bude
rikat ,jsem nedokazatelna®, ¢ bude tvrdit
—bew([(]).

* Predpokladejme, ze ¢ je dokazatelna v T:

- Jinymi slovy, -bew([y]) je dokazatelné v T.

- Zaroven vime: pokud je nejaka ¢ dokazatelnav T
tak v T je dokazatelné také bew([p]). V T je tedy
dokazatelne bew([y]), tedy T by byla sporna
teorie.

* Tedy ¢ je nedokazatelna v T.




I Diagonalizace

jednu volnou promeénnou x. Znacme @(m)
formuli vzniklou z ¢ substituci Cisla m za
Promennou X.

* Podobné jako u halting problému Ize
Z Cisla [@] sestrojit Cislo [p([p])].

* Sestrojme formu |)((m) rikajici
,bew([o([p])]), je-li m kodem formule .

* Pak x([x]) rika ~bew(X(XD)*
neboli x([x]) rika ,x([x]) je nedokazatelna.*

I » Uvazujme nyni formule, které maji prave




Dusledky:

* Pomoci formalnich metod nelze nikdy
dokazat vSechna fakta o prirozenych Cislech.
Pro jakykoliv system (program), ktery
sestrojime, bude existovat nedokazatelné
tvrzeni.



Dusledky:

» GoOdelova véta o uplnosti logiky 1. radu:

- Pro libovolnou teorii T a domnénku C plati:
T = C prave kdyz neexistuje zadny model M

takovy,ze ME=TaM

7= C

* Dohromady vet o uplnosti a neuplnosti plyne:
- Existuje néjake pravdive tvrzeni D o prirozenych
Cislech, které neni dokazatelné v dane teorii T.
- Existuje tedy model Mtz METaM
- Model M tedy nemuze byt N. Takovy model se
nazyva nestandardni a obsahuje kromeé vSech
prirozenych Cisel jeste dalsi prvky, tzv.

nestandardni Cisla.

#= D.



I Dusledky:

vsechna tvrzeni dane teorie T.

* Neexistuje algoritmus, ktery vypise prave
ta tvrzeni, ktera nejsou v teorii T!

» Kdyby existoval, dostali bychom kombinaci
téchto 2 algoritmt rozhodovaci proceduru
pro teorii T, tedy konzistentni a uplny systém.

« Godelova véta fika, Ze takovy nemuze
existovat.

I * Vime, ze mame algoritmus, ktery vypisuje



Dusledky:

Neexistuje algoritmus, ktery by pro
kazdou splnitelnou mnozinu axiomu A
nasel model.

Nemuzeme tedy sestrojit Uplny hledac
modeld.

Kdyby existoval, mohli vyvratit kazdé
nepravdivé C tvrzeni v T nalezenim modelu

M

Tu{-C}

(To ovSem neznamena, ze nelze sestrojit
program, ktery by nachazel modely
v nékterych pripadech.)



I Praktické limity automatického
I dokazovani

omezeni:.
— casem — vysledek ma pro nas smysl jen pokud ho
dostaneme v rozumném Case;
- pameéti — fyzickeé omezeni techniky, kterou
pouzivame.
* Velmi zavisi na pouzitém algoritmu, jak
efektivne dovede resit ulohu v daném Case a
s danym mnozstvim pameti.

I | v pripade uplnych metod (dokazovani) jsme




Praktické limity automatického
dokazovani

. Casto bychom potiebovali pouzivat teori
s nekonecnym (rekurzivné spocetnym)
mnozstvim axiomu, napfiklad aritmetiku se
schématem axiomu indukce:

 Pro kazdou formuli @(X,Y) prfidame axiom:
(VY) (9(0,Y) _ _

& (VX) (9(X,Y) — @(s(X),Y))
= (VX) 9(X,Y) )

kde Y zkracuje Y ,...,Y,.

k
» Soucasené dokazovace ale pracuji pouze

s koneénym pocétem axiomd.
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