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predmétu A4B33ZUI.

1 Jednotliva rozhodnuti, bayesovské rozhodovani

Piiklad 1. (AIMA, 16.10): Jdete si koupit ojeté auto do bazaru. V tvahu
pripadd, Ze si auto pred ndkupem provérite testem (kopnete do pneumatik,
zavezete ho ke kamarddovi mechanikovi) a teprve pak se rozhodnete. KazZdé
auto mize byt bud v dobrém nebo Spatném stavu (s; a s_). Nechi se
rozhodujete o konkrétnim auté ay, jeho bazarovd cena je 30000 K¢, trini
cena a1 v dobrém stavu je 40000 K¢. Pripadnd oprava auta (prechod ze
$patného do dobrého stavu) stoji 14000 Ké. Odhadugete, Ze auto je v dobrém
stavu ayy s psti 70%. Pred ndkupem muZete provést jeden konkrétni test
t1 za cenu 1000 K¢. Test urcéi, v jakém stavu auto je, ale s meurcitosti:
Pr(ti+(a1)|a1+) = 0.8 a Pr(ti+(a1)|ai—) = 0.35.

Vypoctéte stedni ¢isty zisk pokud koupite a; bez t;.

EU(kup+|{}) = e 4.y U(s)Pr(s|kup+) = 40000— (0.7 x 30000+0.3 x 44000) =
40000 — 34200 = 5800 K&

Analogie dle klasického rozhodovani:

d*(t) = argmin > ... 4 U(d,s)Pr(s|t) = argmin > .. _,I(d s)Pr(s)=
kup+,kup— ) ’ kup+,kup— ’ ’

= argmax (10000 x 0.7 — 4000 x 0.3,0) = argmax(5800,0) = kup+
kup+,kup—

Zavér 1: Ndkup auta bez testu se vyplati.



Pouzijte Bayesuv teorém k urceni psti, ze auto je v dobrém stavu pro oba
vysledky testu.

_ Pr(tigy(al)|al+)xPr(ary) __ 0.8x0.7 _ 056 __
Praiyltiy(al)) = S hrha@l) = 05x0.740.35%x03 — .65 — 0-842

_ Pr(ti—(al)|ai4)XPr(ai+) _ 0.2x0.7 _ 014 _
Pr(ait[t1-(al)) = : Pr(tljm)) = Gox%057065%03 = 0335 = 0-418

Najdéte optimalni rozhodnuti o nakupu pro oba vysledky testu.

EU (ay, |t14(al)) = 40000 — (0.842 x 30000+ 0.158 x 44000) = 40000 — 32240 = 7788
K&
EU (au, |t1—(al)) = 40000 — (0.418 x 30000+ 0.582 x 44000) = 40000 — 38120 = 1852
K&

Analogie dle klasického rozhodovani:
d*(t14+(al)) = argmin ) I(d,s)Pr(s|t) = argmin (10000x0.842—4000x0.158,0) =

kup+,kup— kup+,kup—
argmin (7788,0) = kup+
kup+,kup—
d*(t1—(al)) = argmin > I(d,s)Pr(s[t) = argmin (10000x0.418—4000x0.582,0) =
kup+,kup— kup+,kup—
argmin (1852,0) = kup+
kup+,kup—

Zavér 2: Ndkup auta se vyplati p¥i pozitivnim i negativnim vysledku testu. Uz z toho
plyne nulovad VPI testu — test nema potencidl zmé&nit rozhodnuti p¥i jakémkoli vysledku.

Urcete VPI testu t;. Navrhnéte optimélni strategii pro potencidlniho kupce
auta ai.

EU(a|{}) = max(5800,0) = 5300 K¢
EU (v, [t14(al)) = max(7788,0) = 7788 K&
EU(a, |t1-(al)) = max(1852,0) = 1852 K&

VPI(ti(a1)) = (Pr(ti,(al)) x 7788+ Pr(t,_(al)) x 1852) — 5800 = (0.665 x 7788 +
0.335 x 1852) — 5800 = 5800 — 5800 = 0 K¢

Jde o "tvrdou” nulu, Ize zjistit rozepsanim:

Pr(t14+(al)) x (10000 x Pr(ai4|t14(al))—4000 x Pr(ai—|t14+(al)))+ Pr(ti—(al)) x
(10000 x Pr(ai+|t1—(al))—4000 x Pr(ai_|t;—(al))) = 10000 x (Pr(ai4,t14(al))+
Pr(ai+,t1-(al)))—4000x (Pr(ai—, t14+(al))+Pr(ai—,t1—(al))) = 10000x Pr(a1+)—
4000 x Pr(a;—) = 5800 K&

VPI(tl(al)) — Cost(tl(al)) = —1000 < O

Zavér 3: Logicky vysledek. Test v zddném z pFipadi nevede ke zm&né& rozhodnuti, ma
nulovou hodnotu, pfi zapoéteni ceny dokonce zapornou. Idedini strategie je koupit auto



bez testu. Test by musel byt vyrazné citlivéjsi, aby se vyplatil. Pfesnost testu (p¥icemz
trividIni klasifikdtor " dobry stav” ma ptesnost 0.7):
Pr(ti14(al),a14) + Pr(ti—(al),a1—) = 0.8 x 0.7 4+ 0.65 x 0.3 = 0.755

2 Markovské rozhodovaci procesy

Priklad 2. Uvazujme hru dvou hrdéu na hernim plinu o étyfech polich.
Kazdyj z hrdéi md jeden kamen a jeho cilem je dostat sviuj kdmen na opacénou
stranu herniho plinu (hrd¢ A se z pole 1 musi dostat na pole 4, hrdé B z pole
4 na pole 1). Vitézi ten hrdc, kterému se to podari pronimu. Hrdé A tdhne
jako pruni. Pripustné akce jsou pohyby vlevo a vpravo ma sousedni pole,
nelze zustat stdt a vzddt se tahu, nelze tahnout mimo herni plan. Pokud je
na vedlejsim poli souperuv kdmen, je vysledkem pohybu preskoceni kamene
(priklad: je-li A na pozici 3 a B na pozici 2 je vysledkem pohybu A vlevo
posun A na pozici 1).
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Ktery z hraéu vyhraje? Naznacte klasické feseni problému pomoci prohleddvéani
stavového prostoru.

Stav hry je ddn pozici obou hrd&u, Ize jej tedy zapsat jako uspofadanou dvojici (s 4, sg).
Existuje celkem 11 riiznych dosaZitelnych stavi (pro kazdou pozici kamene A existuji
tfi pozice kamene B, stav (4,1) je nedosaZitelny). Standardni YeZeni je realizovano
procedurou MiniMax. Hernf strom je na obrazku nie (hodnocenfi je z pohledu hrige
A, ktery je tedy maximaliza&nim hragem).

Jediny problém je v tom, Ze tloha obsahuje cykly a standardni MiniMax s prohledavanim
do hloubky by skontil v nekone&ném cyklu. Proto je t¥eba provést drobné Gpravy. Ex-
pandované stavy ukldddme na zadsobnik a pokud je detekovan cyklus, ozna&i se hod-
nota stavu jako “?" a vé&tev se ukon&i. P¥i propagaci ohodnoceni se potom raciondiné
predpokladd, Ze max(1,7)=1 a min(-1,?)=-1. To pro danou hru, kde nejsou vitézstvi a
prohry rlizné kvality, jako ¥eSeni zcela postaluje.



@[1.2: {1,4) o

([0 ma@
2 7)

Zavér 1: Pro hry dvou hrdli je klasickym ¥e$enim MiniMax. P¥ optimalni strategii
obou hraca zvitézi A.

Lze tuto ilohu formulovat a fesit jako MDP? Je to vyhodné? Jak by se
uloha musela zménit, aby to vyhodné bylo?

Zavér 2: Kazdy prohleddvaci problém Ize formulovat jako MDP. PYevod je rutinni:
stavy a akce jsou identické, cilové stavy se mapuji na stavy terminalni u MDP, pfechodova
matice je deterministickd, odmé&na je invertovanou cenovou funkaci.

V pFipadé deterministickych akci pouziti MDP vyhodné neni. Formalismus je zbyte¢n&
sloZity a vypocetn& naroény. Vhodnym YeSenim by se stalo pro stochastické varianty
problému.

Problém formulujte jako MDP. Necht je Va(s) je hodnota stavu pokud je na
tahu hra¢ A, Vp(s) je hodnota stavu pokud je na tahu hra¢ B. Odména ve
stavu s necht je R(s), pro termindln{ stavy vitézné pro A je 1, pro terminaln{
stavy vitézné pro B je -1. Nakreslete graf stavového prostoru. ZapiSte
Bellmanovy rovnice pro oba hréace a aplikujte tyto rovnice v rdmci hodnotové
iterace. Formulujte ukoncovaci podminku iterace.

Graf stavového prostoru je na obrazku nize. Tahy A jsou zna&ené plnou &ervenou &arou,
tahy B p¥erusovanou modrou &arou.
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Bellmanovy rovnice také vychdzi z principu MiniMaxu:
Va(s) = R(s) + max, P, Vp(s')
Vi (s) = R(s) + min, P2, Va(s')

R(s) bude pouZito pouze v termindlnich stavech, ohodnoceni zbylych stavii je nulové a
Fidi se pouze nasledniky. Hra¢ A maximalizuje ohodnoceni, hra¢ B jej naopak minimal-
izuje. ProtoZe akce jsou deterministické, kazda akce ma jednotkovou pst pro jednoho
naslednika a nulovou pro viechny zbylé stavy.

Hraci se v tazich st¥idaji, proto stfiddme i aplikace p¥islusnych Bellmanovych rovnic. Na
potatku je ohodnoceni 11 dostupnych stavii ddno pouze pro R(s) termindlii, pro zbytek
stavl je nulové. Ohodnoceni se $i¥i postupnég, vyuZivime graf stavového prostoru, viz
tabulka:

s | (1,4) (24) (34) (13) (23) (43) (1,20 (382 (42 (2,1) (31)
Va 0 0 0 0 0 +1 0 0 +1 -1 -1
VB 0 0 0 0 -1 +1 0 -1 +1 -1 -1
Va 0 0 0 -1 +1 +1 -1 +1 +1 -1 -1
Vi -1 +1 +1 -1 -1 +1 -1 -1 +1 -1 -1
Va| +1 +1 +1 -1 +1 +1 -1 +1 +1 -1 -1
Ve -1 +1 +1 -1 -1 +1 -1 -1 +1 -1 -1

Ukon&ovaci podminkou je nulovd zména ve vektoru hodnot pro jednoho z hrd¢a (tedy
shoda V4(s) s vektorem V4(s) o dva tahy dfive nebo stejné srovnani pro Vg (s)). V
tabulce vy%e je shoda pro posledni dva vypotty Vi (s). Je jasné, Ze ke zm&n& nemuze
dojit uz ani u V4(s), bude se odvozovat z identického Vi(s).

Je tfeba si uvédomit, Ze vektory ohodnoceni stavii obou hraci se v ekvilibriu neshoduji.
Va(s) ptedpokldda, Ze na tahu je hrd€ A a naopak. Proto nelze p¥i ukongeni srovnivat
Va(s) a Vs(s), mj. stav (3,2) své ohodnoceni z principu p¥epind (vyhraje ten, kdo je
pravé na tahu).



Zavér 3: MDP soutasné& Yedi problém pro zahdjeni ob&ma hra¢i. Ohodnoceni ter-
mindlnich stavi je dané apriori. Ve stavech (2,4) a (3,4) vit&zi hra¢ A bez ohledu na
to kdo je na tahu. Ve stavech (1,3) a (1,2) vitézi hrd€ B bez ohledu na to kdo je na
tahu (jsou zrcadlovym obrazem stavi (2,4) a (3,4)). Ve stavech (1,4), (2,3) a (3,2)
vitézi ten, kdo je pravé na tahu.

MiniMax strom uvedeny dfive pouZivd na rlznych drovnich stromu riznd ohodnoceni,
de facto tedy kombinuje V4 (s) a Vp(s) dle drovné stromu.

Piiklad 3. Za dvefmi je tygr (feSeni jako POMDP). Stojite v mistnosti,
z niZ vedou dvoje dvete. Vite, Ze za jednémi dvermi je hladovy tygr, druhé

dvere garantuji bezpecnyj odchod z mistnosti. Tygr obéas zaive. Rev je slyset,

ale z jednoho poslechu neni uplné zrejmé, odkud Tev vychdzi. Chcete se z

mistnosti bezpeéné a rychle dostat, v kaZdém okamzZiku se miZete rozhod-

nout mezi tremi volbami: oteviit dvere vlevo, otevrit dvere vpravo nebo

pockat azZ tygr znovu zatve. Pracujte s ndsledujicimi ohodnocenimi: otevient
nespravnych dveri odpovidd ztrdte 100, otevireni sprdavnych dveri zisku 10,

cekdni je spojeno se ztdatou 1, pri kazZdém zatvdni se zmylite v odhadu smeéru

v 15% pripadi (ukdZete na jedny ze dveri, ale sprdvné to bude jen v 85%

situact), pokud bereme v dvahu celou sekvenci naslechi, omyly jsou vzdjemné

nezawislé, tygr mezi Tvanim svoji pozici neménd.

Problém formalizujte jako ¢astecné pozorovatelny markovsky rozhodovaci
proces.

POMDP = {S, A, P, R, 0,0},

skryté stavy: S={TL,TR,STOP}, TL ~ tygr vlevo, TR ~ tygr vpravo, STOP ~
konec hry (byly otevfeny dvete)

akce: A={Li, L, R}, Li ~ poslouchej=tekej na daldi zafvani, L ~ otev¥i levé dvefe, R
~ otevfi pravé dvefe,

pozorovani: O={LL, LR}, LL ~ tygr slyZen vlevo, LR ~ tygr slySen vpravo,
prechodové psti (P): Pr(TL|TL, Li) = 1, Pr(TR|TL, Li) = 0, Pr(TL|TL,L) = 0,
Pr(TR|TL,L) =0,Pr(STOP|TL, L) = 1 (uvdd&no pouze pro TL, TR je symetricky),
senzoricky model (Q2): Pr(LL|TL, Li) = 0.85, Pr(LR|TL, Li) = 0.15,

funkce odmény: R(Li,TL) = -1, R(L,TL) =10, R(R,TL) = —100.

Naleznéte optimalni plan délky 1 jako funkci belief. Tj. navrhnéte optimélni
akci v zdvislosti na tom jakou pravdépodobnost pfifazujete skrytym stavim.
V jakych bodech belief prostoru se bude rozhodnuti ménit?

Vzhledem k tomu, Ze mame pouze dva stavy, stali belief reprezentovat jako jediné
redlné &islo od 0 do 1. Zapisujme jej jako b(T'L), b(TR) je doplitkem do jedné. UZitek



akci bude funkci jediné promé&nné. ProtoZe vime, Ze bude linedrni funkci b, sta&i jej pro
v8echny akce spoditat pouze v krajnich bodech belief prostoru, tedy pro situace, kdy
jsme si naprosto jisti, Ze tygr je vlevo nebo naopak vpravo. Viz obrazek niZe.

=l eft
== Right
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Utility

-120

b(TR)

Zavér 1: 7 obrizku je také zfejmé, Ye pro b(T'R) > 0.9 se vyplati volit akci L,
pro b(TR) < 0.1 se vyplati volit akci R. Pro stfedni oblast b je nejvyhodn&jsi akce
Li. Hodnoty 0.1 a 0.9 vychdzi z rovnice: —100b(T'R) + 10(1 — b(TR)) = —1, resp.
—100(1 = b(TR)) + 10+ b(TR) = —1.

Kolik je podminénych plant délky 27 Urcete uzitek alespon jednoho z nich
(opét pujde o funkei belief). Bude néktery z planu ¢isté dominovan plany
jinymi?

Podminény plan délky 2 je takovy plan, ktery uréuje akci pro dany okamzik a nasledné
akci pro okamzik po pfistim za¥vani. ProtoZe zafvani miZeme slySet ze dvou stran a
pro kazdy sm&r miZeme volit jinou akci, bude mit pldn t¥i akce [A; if LR then A; else
Aj), kédovat budeme jako [A; Az A3]. Teoreticky mdme 27 plani (sekvence délky 3
nad abecedou t¥ akci, tj. 3% moZnosti). V&echny plany, které neza&inaji akci Li, ale
vedou na restart hry, tj. existuje pouze 9 podminénych plant délky 2.

TrividIni ohodnoceni je pro plan [Li, Li, Li]:
riniLg (0(TR) = 0) = oqriLirg (0(TR) = 1) = =2,

vvvvvv

Pr(LR|TR, Li)ay (0))+Pr(TL|TR, Li)(Pr(LL|TL, Li)*a)(0)+Pr(LR|TL, Li)a (0)) =
—1+1(0.15 % —100 + 0.85(—1)) + 0(...) = —16.85,
aipry(B(TR) = 1) = R(Li,TR) + Pr(TL|TL, Li)(Pr(LL|TL, Li) % aqr;(1) +



Pr(LR|TL, Li)ayy(1))+Pr(TR|TL, Li)(Pr(LL|TR, Li)ay, (1)+Pr(LR|TR, Li)ag (1)) =
—1+1%(0.85%104+0.15% —1) + 0= (...) = 7.35,

Z 9 pland potinajicich Li je jen 5 dominujicich: [LiRR] pro beliefsj0.019, [LiLiR]
pro beliefs 0.019-0.39, [LiLiLi] pro beliefs 0.39-0.61, [LiLLi] pro beliefs 0.61-0.981,
[LiLL] pro beliefs;0.981. V prvnim p¥ipadg& je natolik jasné, Ze stav je TR, Ze jakykoli
smér ponechavd akci R, ve druhém je tfeba TR potvrdit LR, jinak poslouchdme dale,
uprostfed je nejistota tak velkd, Ze jakykoli sm&r nemiiZe vést na otev¥eni dvefi, dale
symetricky .. ..

Je evidentni, Ze plan [LiRLi] neddvd smysl (pokud sly3im tygra ¥vat vpravo, tezko
pak otevfu dvefe vpravo a pokud ho uslysim vlevo, tak budu déle vy¢kavat), [LiLiL] je
jeho doplitkem, [LiRL] je také nesmysl (otevfu pravé dvefe pokud sly$im tygra vpravo a
naopak). Potencidln& zajimavy je [LiLR], ale neprosadi se diky aktudIni parametrizaci,
penalta za otevfeni nespravnych dvefi je pfilis velka.

20
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P¥i celkovém YeSeni hry je tfeba tyto plany srovnat s plany délky 1, které hru také kon¢i,
tedy L a R, ty evidentn& p¥edti [LiLL], resp. [LiRR] pro krajni beliefs.

Pro dopliieni bod p¥epnuti mezi [LiRR] a [LiLiR]: 7.35 — (16.85+ 7.35)z = —2,2 =
9.35/(16.85+7.35) = 0.39 Jest& bod pfepnuti mezi [LiLiR] a [LiLiLi]: 7.35—(16.85+
7.35)z = 9 — (101 4+ 9)z, 2 = (9 — 7.35)/(110 — 24.2) = 0.019

Zavér 2: Je celkem 9 podmin&nych plani délky 2. Nedominovanych je ale pouze 5,
pokud bereme v dvahu i plany délky 1, tak dokonce jenom 3.

Kolikrat je tfeba na zacatku hry slySet fev ze stejné strany predtim nez se
vyplati oteviit jedny ze dveri? Zduvodnéte.



Z bodu b) vime, Ze b(TR) musi byt men3i nez 0.1 nebo v&tsi nez 0.9, toho dosdhneme
po dvou souhlasnych pozorovénich bud [LL, LL] nebo [LR, LR]. Testujme pro [LR, LR]
(pozor, ba(TR) nelze obecng potitat jako (1 — 0.15%) = 0.9775):

bo(T'R) = 0.5 (za¥étek hry),

bi(TL) = aPr(LR|TL, Li)(Pr(TL|TL, Li) * bo(TL) + Pr(TL|TR, Li) * by(TR)) =
a*0.15% (1%0.54+0%0.5) = a=0.15*0.5,

b\(TR) = aPr(LR|TR, Li)(Pr(TR|TR, Li) * bo(TR) + Pr(TR|TL, Li) * by(T L)) =
a*x0.85%(1%0.5+0%0.5) =a=0.85x0.5,

by(TL) + by (TR) =1...a =2...by(TL) = 0.15,b, (T'R) = 0.85,

jedno zafvani nestadi

bs(T'L) = aPr(LR|TL, Li)(Pr(TL|TL, Li) * by (TL) + Pr(TL|TR, Li) * by (TR)) =
a*0.15% (1% 0.15+ 0% 0.5) = a % 0.152,

bo(TR) = aPr(LR|TR, Li)(Pr(TR|TR, Li) # by (TR) + Pr(TR|TL, Li) # by (TL)) =
a*0.85% (1%x0.5+0x0.5) = a x0.852,

bo(TL) +bo(TR) = 1...a0= 1.34...by(TL) = 0.03,b,(TR) = 0.97,

dvé zafvani stadi.

Zavér 3: Tygr musi byt na zacdtku hry slySet alespori dvakrat ze stejné strany, aby se
vyplatilo pFestat ¢ekat a otevfit dvefe (samoziejmé otavfeme ty, od kterych nebyl ¥ev
slyset.)



