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1 Jednotlivá rozhodnut́ı, bayesovské rozhodováńı

Př́ıklad 1. (AIMA, 16.10): Jdete si koupit ojeté auto do bazaru. V úvahu
připadá, že si auto před nákupem prověř́ıte testem (kopnete do pneumatik,
zavezete ho ke kamarádovi mechanikovi) a teprve pak se rozhodnete. Každé
auto m̊uže být buď v dobrém nebo špatném stavu (s+ a s−). Nechť se
rozhodujete o konkrétńım autě a1, jeho bazarová cena je 30000 Kč, tržńı
cena a1 v dobrém stavu je 40000 Kč. Př́ıpadná oprava auta (přechod ze
špatného do dobrého stavu) stoj́ı 14000 Kč. Odhadujete, že auto je v dobrém
stavu a1+ s pst́ı 70%. Před nákupem m̊užete provést jeden konkrétńı test
t1 za cenu 1000 Kč. Test urč́ı, v jakém stavu auto je, ale s neurčitost́ı:
Pr(t1+(a1)|a1+) = 0.8 a Pr(t1+(a1)|a1−) = 0.35.

Vypočtěte středńı čistý zisk pokud kouṕıte a1 bez t1.

EU(kup+|{}) =
∑

s∈{+,−} U(s)Pr(s|kup+) = 40000−(0.7×30000+0.3×44000) =
40000− 34200 = 5800 Kč

Analogie dle klasického rozhodováńı:
d∗(t) = argmin

kup+,kup−

∑
s∈{+,−} l(d, s)Pr(s|t) = argmin

kup+,kup−

∑
s∈{+,−} l(d, s)Pr(s) =

= argmax
kup+,kup−

(10000× 0.7− 4000× 0.3, 0) = argmax(5800, 0) = kup+

Závěr 1: Nákup auta bez testu se vyplat́ı.
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Použijte Bayes̊uv teorém k určeńı psti, že auto je v dobrém stavu pro oba
výsledky testu.

Pr(a1+|t1+(a1)) = Pr(t1+(a1)|a1+)×Pr(a1+)
Pr(t1+(a1)) = 0.8×0.7

0.8×0.7+0.35×0.3 = 0.56
0.665 = 0.842

Pr(a1+|t1−(a1)) = Pr(t1−(a1)|a1+)×Pr(a1+)
Pr(t1−(a1)) = 0.2×0.7

0.2×0.7+0.65×0.3 = 0.14
0.335 = 0.418

Najděte optimálńı rozhodnut́ı o nákupu pro oba výsledky testu.

EU(αt1 |t1+(a1)) = 40000−(0.842×30000+0.158×44000) = 40000−32240 = 7788
Kč
EU(αt1 |t1−(a1)) = 40000−(0.418×30000+0.582×44000) = 40000−38120 = 1852
Kč

Analogie dle klasického rozhodováńı:
d∗(t1+(a1)) = argmin

kup+,kup−

∑
l(d, s)Pr(s|t) = argmin

kup+,kup−
(10000×0.842−4000×0.158, 0) =

argmin
kup+,kup−

(7788, 0) = kup+

d∗(t1−(a1)) = argmin
kup+,kup−

∑
l(d, s)Pr(s|t) = argmin

kup+,kup−
(10000×0.418−4000×0.582, 0) =

argmin
kup+,kup−

(1852, 0) = kup+

Závěr 2: Nákup auta se vyplat́ı p̌ri pozitivńım i negativńım výsledku testu. Už z toho

plyne nulová VPI testu – test nemá potenciál změnit rozhodnut́ı p̌ri jakémkoli výsledku.

Určete VPI testu t1. Navrhněte optimálńı strategii pro potenciálńıho kupce
auta a1.

EU(α|{}) = max(5800, 0) = 5800 Kč
EU(αt1 |t1+(a1)) = max(7788, 0) = 7788 Kč
EU(αt1 |t1−(a1)) = max(1852, 0) = 1852 Kč

V PI(t1(a1)) = (Pr(t1+(a1))×7788+Pr(t1−(a1))×1852)−5800 = (0.665×7788+
0.335× 1852)− 5800 = 5800− 5800 = 0 Kč
Jde o ”tvrdou” nulu, lze zjistit rozepsáńım:
Pr(t1+(a1))×(10000×Pr(a1+|t1+(a1))−4000×Pr(a1−|t1+(a1)))+Pr(t1−(a1))×
(10000×Pr(a1+|t1−(a1))−4000×Pr(a1−|t1−(a1))) = 10000×(Pr(a1+, t1+(a1))+
Pr(a1+, t1−(a1)))−4000×(Pr(a1−, t1+(a1))+Pr(a1−, t1−(a1))) = 10000×Pr(a1+)−
4000× Pr(a1−) = 5800 Kč
V PI(t1(a1))− Cost(t1(a1)) = −1000 < 0

Závěr 3: Logický výsledek. Test v žádném z p̌ŕıpadů nevede ke změně rozhodnut́ı, má
nulovou hodnotu, p̌ri započteńı ceny dokonce zápornou. Ideálńı strategie je koupit auto
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bez testu. Test by musel být výrazně citlivěǰśı, aby se vyplatil. Přesnost testu (p̌ričemž
triviálńı klasifikátor ”dobrý stav” má p̌resnost 0.7):
Pr(t1+(a1), a1+) + Pr(t1−(a1), a1−) = 0.8× 0.7 + 0.65× 0.3 = 0.755

2 Markovské rozhodovaćı procesy

Př́ıklad 2. Uvažujme hru dvou hráč̊u na herńım plánu o čtyřech poĺıch.
Každý z hráč̊u má jeden kámen a jeho ćılem je dostat sv̊uj kámen na opačnou
stranu herńıho plánu (hráč A se z pole 1 muśı dostat na pole 4, hráč B z pole
4 na pole 1). Vı́těźı ten hráč, kterému se to podař́ı prvńımu. Hráč A táhne
jako prvńı. Př́ıpustné akce jsou pohyby vlevo a vpravo na sousedńı pole,
nelze z̊ustat stát a vzdát se tahu, nelze táhnout mimo herńı plán. Pokud je
na vedleǰśım poli soupeř̊uv kámen, je výsledkem pohybu přeskočeńı kamene
(př́ıklad: je-li A na pozici 3 a B na pozici 2 je výsledkem pohybu A vlevo
posun A na pozici 1).

Který z hráč̊u vyhraje? Naznačte klasické řešeńı problému pomoćı prohledáváńı
stavového prostoru.

Stav hry je dán pozićı obou hráč̊u, lze jej tedy zapsat jako uspǒrádanou dvojici (sA, sB).
Existuje celkem 11 r̊uzných dosažitelných stav̊u (pro každou pozici kamene A existuj́ı
ťri pozice kamene B, stav (4, 1) je nedosažitelný). Standardńı řešeńı je realizováno
procedurou MiniMax. Herńı strom je na obrázku ńıže (hodnoceńı je z pohledu hráče
A, který je tedy maximalizačńım hráčem).
Jediný problém je v tom, že úloha obsahuje cykly a standardńı MiniMax s prohledáváńım
do hloubky by skončil v nekonečném cyklu. Proto je ťreba provést drobné úpravy. Ex-
pandované stavy ukládáme na zásobńık a pokud je detekován cyklus, označ́ı se hod-
nota stavu jako “?” a větev se ukonč́ı. Při propagaci ohodnoceńı se potom racionálně
p̌redpokládá, že max(1,?)=1 a min(-1,?)=-1. To pro danou hru, kde nejsou v́ıtězstv́ı a
prohry r̊uzné kvality, jako řešeńı zcela postačuje.
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Závěr 1: Pro hry dvou hráč̊u je klasickým řešeńım MiniMax. Při optimálńı strategii

obou hráč̊u zv́ıtěźı A.

Lze tuto úlohu formulovat a řešit jako MDP? Je to výhodné? Jak by se
úloha musela změnit, aby to výhodné bylo?

Závěr 2: Každý prohledávaćı problém lze formulovat jako MDP. Převod je rutinńı:
stavy a akce jsou identické, ćılové stavy se mapuj́ı na stavy terminálńı u MDP, p̌rechodová
matice je deterministická, odměna je invertovanou cenovou funkćı.
V p̌ŕıpadě deterministických akćı použit́ı MDP výhodné neńı. Formalismus je zbytečně
složitý a výpočetně náročný. Vhodným řešeńım by se stalo pro stochastické varianty
problému.

Problém formulujte jako MDP. Nechť je VA(s) je hodnota stavu pokud je na
tahu hráč A, VB(s) je hodnota stavu pokud je na tahu hráč B. Odměna ve
stavu s nechť je R(s), pro terminálńı stavy v́ıtězné pro A je 1, pro terminálńı
stavy v́ıtězné pro B je -1. Nakreslete graf stavového prostoru. Zapǐste
Bellmanovy rovnice pro oba hráče a aplikujte tyto rovnice v rámci hodnotové
iterace. Formulujte ukončovaćı podmı́nku iterace.

Graf stavového prostoru je na obrázku ńıže. Tahy A jsou značené plnou červenou čarou,
tahy B p̌rerušovanou modrou čarou.
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Bellmanovy rovnice také vycháźı z principu MiniMaxu:
VA(s) = R(s) + maxa P

a
ss′VB(s′)

VB(s) = R(s) + mina P
a
ss′VA(s′)

R(s) bude použito pouze v terminálńıch stavech, ohodnoceńı zbylých stav̊u je nulové a
ř́ıd́ı se pouze následńıky. Hráč A maximalizuje ohodnoceńı, hráč B jej naopak minimal-
izuje. Protože akce jsou deterministické, každá akce má jednotkovou pst pro jednoho
následńıka a nulovou pro všechny zbylé stavy.

Hráči se v taźıch sťŕıdaj́ı, proto sťŕıdáme i aplikace p̌ŕıslušných Bellmanových rovnic. Na
počátku je ohodnoceńı 11 dostupných stav̊u dáno pouze pro R(s) terminál̊u, pro zbytek
stav̊u je nulové. Ohodnoceńı se š́ı̌ŕı postupně, využ́ıváme graf stavového prostoru, viz
tabulka:

s (1,4) (2,4) (3,4) (1,3) (2,3) (4,3) (1,2) (3,2) (4,2) (2,1) (3,1)
VA 0 0 0 0 0 +1 0 0 +1 -1 -1
VB 0 0 0 0 -1 +1 0 -1 +1 -1 -1
VA 0 0 0 -1 +1 +1 -1 +1 +1 -1 -1
VB -1 +1 +1 -1 -1 +1 -1 -1 +1 -1 -1
VA +1 +1 +1 -1 +1 +1 -1 +1 +1 -1 -1
VB -1 +1 +1 -1 -1 +1 -1 -1 +1 -1 -1

Ukončovaćı podḿınkou je nulová změna ve vektoru hodnot pro jednoho z hráč̊u (tedy
shoda VA(s) s vektorem VA(s) o dva tahy ďŕıve nebo stejné srovnáńı pro VB(s)). V
tabulce výše je shoda pro posledńı dva výpočty VB(s). Je jasné, že ke změně nemůže
doj́ıt už ani u VA(s), bude se odvozovat z identického VB(s).
Je ťreba si uvědomit, že vektory ohodnoceńı stav̊u obou hráč̊u se v ekvilibriu neshoduj́ı.
VA(s) p̌redpokládá, že na tahu je hráč A a naopak. Proto nelze p̌ri ukončeńı srovnávat
VA(s) a VB(s), mj. stav (3,2) své ohodnoceńı z principu p̌reṕıná (vyhraje ten, kdo je
právě na tahu).
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Závěr 3: MDP současně řeš́ı problém pro zahájeńı oběma hráči. Ohodnoceńı ter-
minálńıch stav̊u je dané apriori. Ve stavech (2,4) a (3,4) v́ıtěźı hráč A bez ohledu na
to kdo je na tahu. Ve stavech (1,3) a (1,2) v́ıtěźı hráč B bez ohledu na to kdo je na
tahu (jsou zrcadlovým obrazem stav̊u (2,4) a (3,4)). Ve stavech (1,4), (2,3) a (3,2)
v́ıtěźı ten, kdo je právě na tahu.
MiniMax strom uvedený ďŕıve použ́ıvá na r̊uzných úrovńıch stromu r̊uzná ohodnoceńı,
de facto tedy kombinuje VA(s) a VB(s) dle úrovně stromu.

Př́ıklad 3. Za dveřmi je tygr (řešeńı jako POMDP). Stoj́ıte v mı́stnosti,
z ńı̌z vedou dvoje dveře. Vı́te, že za jedněmi dveřmi je hladový tygr, druhé
dveře garantuj́ı bezpečný odchod z mı́stnosti. Tygr občas zařve. Řev je slyšet,
ale z jednoho poslechu neńı úplně zřejmé, odkud řev vycháźı. Chcete se z
mı́stnosti bezpečně a rychle dostat, v každém okamžiku se m̊užete rozhod-
nout mezi třemi volbami: otevř́ıt dveře vlevo, otevř́ıt dveře vpravo nebo
počkat až tygr znovu zařve. Pracujte s následuj́ıćımi ohodnoceńımi: otevřeńı
nesprávných dveř́ı odpov́ıdá ztrátě 100, otevřeńı správných dveř́ı zisku 10,
čekáńı je spojeno se ztátou 1, při každém zařváńı se zmýĺıte v odhadu směru
v 15% př́ıpad̊u (ukážete na jedny ze dveř́ı, ale správně to bude jen v 85%
situaćı), pokud bereme v úvahu celou sekvenci náslech̊u, omyly jsou vzájemně
nezávislé, tygr mezi řvańım svoji pozici neměńı.

Problém formalizujte jako částečně pozorovatelný markovský rozhodovaćı
proces.

POMDP = {S,A, P,R,O,Ω},
skryté stavy: S={TL, TR, STOP}, TL ∼ tygr vlevo, TR ∼ tygr vpravo, STOP ∼
konec hry (byly otev̌reny dvěre)

akce: A={Li, L,R}, Li ∼ poslouchej=čekej na daľśı zǎrváńı, L ∼ otev̌ri levé dvěre, R

∼ otev̌ri pravé dvěre,

pozorováńı: O={LL,LR}, LL ∼ tygr slyšen vlevo, LR ∼ tygr slyšen vpravo,

p̌rechodové psti (P): Pr(TL|TL,Li) = 1, Pr(TR|TL,Li) = 0, Pr(TL|TL,L) = 0,

Pr(TR|TL,L) = 0,Pr(STOP |TL,L) = 1 (uváděno pouze pro TL, TR je symetrický),

senzorický model (Ω): Pr(LL|TL,Li) = 0.85, Pr(LR|TL,Li) = 0.15,

funkce odměny: R(Li, TL) = −1, R(L, TL) = 10, R(R, TL) = −100.

Nalezněte optimálńı plán délky 1 jako funkci belief. Tj. navrhněte optimálńı
akci v závislosti na tom jakou pravděpodobnost přǐrazujete skrytým stav̊um.
V jakých bodech belief prostoru se bude rozhodnut́ı měnit?

Vzhledem k tomu, že máme pouze dva stavy, stač́ı belief reprezentovat jako jediné
reálné č́ıslo od 0 do 1. Zapisujme jej jako b(TL), b(TR) je doplňkem do jedné. Užitek
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akćı bude funkćı jediné proměnné. Protože v́ıme, že bude lineárńı funkćı b, stač́ı jej pro
všechny akce spoč́ıtat pouze v krajńıch bodech belief prostoru, tedy pro situace, kdy
jsme si naprosto jisti, že tygr je vlevo nebo naopak vpravo. Viz obrázek ńıže.

Závěr 1: Z obrázku je také žrejmé, že pro b(TR) > 0.9 se vyplat́ı volit akci L,
pro b(TR) < 0.1 se vyplat́ı volit akci R. Pro sťredńı oblast b je nejvýhodněǰśı akce
Li. Hodnoty 0.1 a 0.9 vycháźı z rovnice: −100b(TR) + 10(1 − b(TR)) = −1, resp.
−100(1− b(TR)) + 10 ∗ b(TR) = −1.

Kolik je podmı́něných plán̊u délky 2? Určete užitek alespoň jednoho z nich
(opět p̊ujde o funkci belief). Bude některý z plán̊u čistě dominován plány
jinými?

Podḿıněný plán délky 2 je takový plán, který určuje akci pro daný okamžik a následně
akci pro okamžik po p̌ŕı̌st́ım zǎrváńı. Protože zǎrváńı můžeme slyšet ze dvou stran a
pro každý směr můžeme volit jinou akci, bude ḿıt plán ťri akce [A1 if LR then A2 else
A3], kódovat budeme jako [A1A2A3]. Teoreticky máme 27 plánů (sekvence délky 3
nad abecedou ťŕı akćı, tj. 33 možnost́ı). Všechny plány, které nezač́ınaj́ı akćı Li, ale
vedou na restart hry, tj. existuje pouze 9 podḿıněných plánů délky 2.

Triviálńı ohodnoceńı je pro plán [Li, Li, Li]:
α[LiLiLi](b(TR) = 0) = α[LiLiLi](b(TR) = 1) = −2,

Složitěǰśı pro plán [LiLLi]:
α[LiLLi](b(TR) = 0) = R(Li, TL) + Pr(TR|TR,Li)(Pr(LL|TR,Li) ∗ α[L](0) +
Pr(LR|TR,Li)α[Li](0))+Pr(TL|TR,Li)(Pr(LL|TL,Li)∗α[L](0)+Pr(LR|TL,Li)α[Li](0)) =
−1 + 1(0.15 ∗ −100 + 0.85(−1)) + 0(. . . ) = −16.85,
α[LiLLi](b(TR) = 1) = R(Li, TR) + Pr(TL|TL,Li)(Pr(LL|TL,Li) ∗ α[L](1) +
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Pr(LR|TL,Li)α[Li](1))+Pr(TR|TL,Li)(Pr(LL|TR,Li)α[L](1)+Pr(LR|TR,Li)α[Li](1)) =
−1 + 1 ∗ (0.85 ∗ 10 + 0.15 ∗ −1) + 0 ∗ (. . . ) = 7.35,

Z 9 plánů poč́ınaj́ıćıch Li je jen 5 dominuj́ıćıch: [LiRR] pro beliefs¡0.019, [LiLiR]
pro beliefs 0.019-0.39, [LiLiLi] pro beliefs 0.39-0.61, [LiLLi] pro beliefs 0.61-0.981,
[LiLL] pro beliefs¿0.981. V prvńım p̌ŕıpadě je natolik jasné, že stav je TR, že jakýkoli
směr ponechává akci R, ve druhém je ťreba TR potvrdit LR, jinak posloucháme dále,
uprosťred je nejistota tak velká, že jakýkoli směr nemůže vést na otev̌reńı dvěŕı, dále
symetricky . . . .
Je evidentńı, že plán [LiRLi] nedává smysl (pokud slyš́ım tygra řvát vpravo, težko
pak otev̌ru dvěre vpravo a pokud ho uslyš́ım vlevo, tak budu dále vyčkávat), [LiLiL] je
jeho doplňkem, [LiRL] je také nesmysl (otev̌ru pravé dvěre pokud slyš́ım tygra vpravo a
naopak). Potenciálně zaj́ımavý je [LiLR], ale neprosad́ı se d́ıky aktuálńı parametrizaci,
penalta za otev̌reńı nesprávných dvěŕı je p̌ŕılǐs velká.

Při celkovém řešeńı hry je ťreba tyto plány srovnat s plány délky 1, které hru také konč́ı,
tedy L a R, ty evidentně p̌redč́ı [LiLL], resp. [LiRR] pro krajńı beliefs.
Pro doplňeńı bod p̌repnut́ı mezi [LiRR] a [LiLiR]: 7.35− (16.85 + 7.35)x = −2, x =
9.35/(16.85+7.35) = 0.39 Ještě bod p̌repnut́ı mezi [LiLiR] a [LiLiLi]: 7.35−(16.85+
7.35)x = 9− (101 + 9)x, x = (9− 7.35)/(110− 24.2) = 0.019

Závěr 2: Je celkem 9 podḿıněných plánů délky 2. Nedominovaných je ale pouze 5,
pokud bereme v úvahu i plány délky 1, tak dokonce jenom 3.

Kolikrát je třeba na začátku hry slyšet řev ze stejné strany předt́ım než se
vyplat́ı otevř́ıt jedny ze dveř́ı? Zd̊uvodněte.
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Z bodu b) v́ıme, že b(TR) muśı být menš́ı než 0.1 nebo věťśı než 0.9, toho dosáhneme
po dvou souhlasných pozorováńıch buď [LL, LL] nebo [LR, LR]. Testujme pro [LR, LR]
(pozor, b2(TR) nelze obecně poč́ıtat jako (1− 0.152) = 0.9775):

b0(TR) = 0.5 (začátek hry),
b1(TL) = αPr(LR|TL,Li)(Pr(TL|TL,Li) ∗ b0(TL) + Pr(TL|TR,Li) ∗ b0(TR)) =
α ∗ 0.15 ∗ (1 ∗ 0.5 + 0 ∗ 0.5) = α ∗ 0.15 ∗ 0.5,
b1(TR) = αPr(LR|TR,Li)(Pr(TR|TR,Li)∗ b0(TR) +Pr(TR|TL,Li)∗ b0(TL)) =
α ∗ 0.85 ∗ (1 ∗ 0.5 + 0 ∗ 0.5) = α ∗ 0.85 ∗ 0.5,
b1(TL) + b1(TR) = 1 . . . α = 2 . . . b1(TL) = 0.15, b1(TR) = 0.85,
jedno zǎrváńı nestač́ı

b2(TL) = αPr(LR|TL,Li)(Pr(TL|TL,Li) ∗ b1(TL) + Pr(TL|TR,Li) ∗ b1(TR)) =
α ∗ 0.15 ∗ (1 ∗ 0.15 + 0 ∗ 0.5) = α ∗ 0.152,
b2(TR) = αPr(LR|TR,Li)(Pr(TR|TR,Li)∗ b1(TR) +Pr(TR|TL,Li)∗ b1(TL)) =
α ∗ 0.85 ∗ (1 ∗ 0.5 + 0 ∗ 0.5) = α ∗ 0.852,
b2(TL) + b2(TR) = 1 . . . α = 1.34 . . . b1(TL) = 0.03, b1(TR) = 0.97,
dvě zǎrváńı stač́ı.

Závěr 3: Tygr muśı být na začátku hry slyšet alespoň dvakrát ze stejné strany, aby se
vyplatilo p̌restat čekat a otev̌ŕıt dvěre (samožrejmě otav̌reme ty, od kterých nebyl řev
slyšet.)
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