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Jaké vlastnosti maji znalosti

(v sémantice moznych siti)

VZ 2009 GerSiiet.)

Plati

formule A je platna(platna v M) praw kdyz formule
-A neni splnitelngneni splnitelna vM ).

Pripomeime, Ze staleiedpokladame, Ze relack; jsou
ekvivalence.

Validnich formuli je jist velké mnoZstvi (vSechny
vyrokové tautologie, ...)

Hledame djaky zpisob, jak je charakterizovat pomoci
syntaktickych prosedki.

Existuje FORMALMI SYSTEM, ktery to dokaze?

VZ 2009 GerSiiet.)

Jeden ze Zysohi jak charakterizovat nasi interpretaci znalos]
je popsat formule, které jsou vzdy platné (pravdivé).

Neclt je dana strukturdd = (S, K,,..., K ) Rikame, ze

(i) formule A plati (validni) vM (M |=A), jestlize v
kazdém stavs je A pravdiva, tj.(M, 9 |=A.

(i) formule A je splnitelnav M jestlize(M, t) |=A v
n&jakém stavut .

(ii) formule A je platna (validnip piSeme|=A, je-li
platn& (validni) ve vSech strukturach.

(iv) formule A je splnitelngje-li spinitelna v Bjaké struktiie.

(v) formule B je logickym disledkenmformuleA, pokud pro
kazdou strukturiv, ve které platA, vzdy plati iB - struengji: pokud
M |=A, pak takéM |=B. |

VZ 2009 GerSiiet.)

" JEE
Pri zavedeném pojeti znalosti plati, Ze agent zna
vSechny logickéusledky svych znalosti.

Vi-li agent tvrzeniA a také vi, zeA implikuje B, potom ol
formule A a A -~ B jsou pravdivé ve vSeclitech, které agent
povaZuje za mozné,

tedy také B musi byt pravdivé ve vSech&ech, které agent
povazuje za mozné, takze musdst (znat) i B .

Odtud dostavame |= (K;AOK; (A - B)) - K;B

Této formuli seikaaxiom distribuce nebo také Kripkv axiom
a oznauje se jakd, protoze dovoluje distribuovat operatds;
ptes implikaci.

VZ 2009 GerSiiet.)
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N
Druha vlastnost naseho pojeti znalosti zaije, Ze
mame dostai@é silné a schopné agenty:
predpokladame totiz, Ze kazdy agent zna vSechny
formule platné (validni) v dané strukiu

Je-li A pravdiva ve vSech stavech (tj. moznyckteeh) struktury
M, pak je pravdiva ve vSectch swtech, které agent v danémsgy
povaZzuje za mozné. TEDY:

Pro libovolnou strukturM plati je-li M A, pakM k K; A

Hledameformalni systém(soubor axiom a pravidel) takovy, Ze jej Iz€]
pouzit prodokazovantéch formuli, které jsou platné ve vSech
strukturach.

Priklademdokazovaciho pravidlg pravidlo generalizace znalosti,z A
Ize odvoditK;A“ , coz se kdy zapisuje jako

_A
KA
VZ 2009 @"&T&)

Agent nemusi znat vSechna fakta, ktera jsou pravdi
Ale kdyZ agent &co vi, pak to plati
EKAS A
Tato vlastnost se obvykle nazyv&iom znalostinebo
Axiom pravdya¢asto se ozrije T.

Odivodreni axiomu swt, ve kterém se agent nachazi, je
vzdy takovy, ktery poklada za mozny. Plati-K;A

v néjakém séte (M, 9, pak A plati ve vSech sitech,
které i povazuje za mozné, tedy i W(9).

{Filosofové tento axiom povazuji za hlavni odliSeni mezi
znalostia preswdéenim (virou, belief). Mohu mit nepravdivé
pireswdéeni, ale nemohuadét néco, co neni pravdp!

VZ 2009 GerSiiet.)

" JEE
Pozor! Pravidlo generalizace j&co jiného nez
platnost implikaceA - K;A

ktera tvrdi je-li A pravdiva, potom agenit to vi*: toto
NEN!I validni formule ! Agent nemusi &dét viechny
véci, které jsou pravdivé.

{Napriklad pi hie zablacenychétii mize mit jedno

z nich zablacenéelo, ale nemusi tasuet.}

Agenti znaji vSechny validni formule, ale nic vdahymi
slovy znaji JEN formule, které jsowitre pravdivé.

Neznaji vSak formulekteré jsouiizenim osudu
pravdivé jen v gjakém z moznych sti.

VZ 2009 GerSiiet.)

V ptipac, Ze chceme popisovat, cemu agent &,
nikoliv to, co vi, nahradime axiom pravdy
EKAS A
slab§im pozadavkem:

Axiom konzistencgozaduje- K; false ktery secasto se
oznauje jakoD.

VZ 2009 GerSiiet.)
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DalSi d vlastnosti se tykajiiirozeného
poZadavku, aby agenttd€li o svych znalostech
(pomoci introspekce).

Agenti \di, co wdi a wdi, co nevdi.

FKA - KKA
[=-K,A - K=K A

Prvni z tchto vlastnosti se jmenuj@xiom pozitivni introspekce

(¢asto ozn&ovany4),

druh&d Axiom negativni introspekcétasto ozn&vany ¢asto
oznaovanyb5).

VZ 2009

z Formaini (axiomaticky) systém K,

Axiomy: A1. VSechny tautologie vyrokové logiky
A2. (Kia.Ki(a - £)) - Ki(§)

Odvozovaci pravidla:

R1. Z o formulia - p odvadte g (modus ponens)

R2. Z formule o odvad’ K; a (pravidlo zobeceéni znalosti)

V K, Ize dokéazat nagklad tvrizeniK; (a » f) - K;a (viz dale), coz
sezndi: K, OoKi(arp) - Kia

Jaké vlastnosti ma systéim ? Jaky je vztah mezi formulemi, které jsou

dokazatelné ami, které jsou platné v mno&vSech Kr. struktur s agenty?

Formalni systém jeorektni pokud kazda dokazatelna formule je i
platna (jinymi slovy: ,pro libovolnou formulA zg A plyng= A ).
Form.systém jeéplny, pokud ,pro lib.formuliAz |= A plyne OA"

VZ 2009 GerSiiet.)

z Formaini (axiomaticky) systém K,

Axiomy: A1. V3echny tautologie vyrokové logiky
A2. (KjarKi(a - B)) - K (h)
Odvozovaci pravidla:
R1. Z o formulia - p odvadte f (modus ponens)
R2. Z formule o odvad’ K; a (pravidlo zobeceéni znalosti)
Ditkaz formule ¢ ve formalnim systému je posloupnost formilid,,
..., 0,takova, Z&3, je dokazovan@ a pro kazdd (i <n+1) plati
3 je buf axiomem formalniho systému

nebo existujiislaj,k mensi nei takova, z&3, vznikne pouZzitim
odvozovaciho pravidla ng ag, .

Formule¢ je dokazatelna ve formalnim systému dreedd¢), pokud

existuje jeji dkaz. I

VZ 2009

Ozna¢me M,(®) mnozinu vSech Kripkeho struktur nad
mnoZzinou prvotnich formuld® pro n agent: takovych, Ze
na relaceK; nejsou kladeny zadné pozadavky.

M, S(D) nechy je pak podmnozin, (@), ve které kazda
relace pipustnosti spiuje vlastnostrst:

reflexivni

symetrick&

transitivni.
Jedna se tedy o relaekvivalence

VZ 2009 GerSiiet.)
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Véta (viz cviceni).

Pro vSechny strukturyvl pro n agenti s relacemik,
které jsou ekvivalencemi, a pro libovolné formwle, Bplati

(i) M |=(K,AOK,(A - B)) = K,B
(i) je=li M|=A potom M |=KA
(i) M=KA= A
(iv) M |=K,A - KK A
V) ME-KAS KaKA

VZ 2009 Cerstriar.)

"
Diikaz formule ¢ ve formalnim systéma predpokladux je

posloupnost formuld,, &, ... , §,takova, z&j, je
dokazované a pro kazd®, (i <n+1) plati

8 je bul’ axiomem forméalniho systému nebo se jedna o
predpoklada

nebo existujéislaj,k mensi nez takova, z&3, vznikne
pouzitim odvozovaciho pravidla 33a g, .

Formule¢ je dokazatelna ve formalnim systémuredpokladu
o (znai sead ¢), pokud existuje tkaz z predpokladua.

VZ 2009 Cerstriar.)

" - Axiomy modalni logiky

1. Vyrokové tautologie
2. Distribuéni axiom (oznaovany rgkdy jakoK)

(K,AOK;(A- B)) - KB
3. Axiom znalosti (Axiom pravdy)(ozn. jakoT) KA - A

4. Axiom pozitivni introspekce (ozn. jako4) KA - KKA

5. Axiom negativni introspekce(ozn. jakoS) KA S KAKA

6. Axiom konzistence(ozn.jakoD) - K, false

VZ 2009 Cerstriar.)

Trzeni 1 (priklad dikazu formuleK; ¢ — K z predpoklady¢ — ) ve
formalnim systémi ) : K, (¢ - )OO K ¢ - K

()] [predpoklad]

N [R2

Kio - (K9 - 0) - Kp)  [K2]

(Kio - (Ki(d - ) - Ki)) ~ (Ki(d ~ W) - (Kid — Kp))
[Prop-TL1:fp — (W -~ 1)) = (Y = (¢ ~ 1))]

K@ - 0) - (K¢ -~ Ky)  [MP4a3]

(Kip - Kip) [MP5a?2]

Tvrzeni 2:

VZ 2009 Cerstriar.)
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Véta 1: SystémK,, predstavuje korektni a Gplny syntakticky popis
vSech formuli validnich v mnoZmM, (®) Kripkeho struktur K,
je axiomatizaci vzhledem M (@) ).

Véta 2:

Axiom T ma tvarK,A -~ A . Systém= (K, + axiomT) je
axiomatizaci vzhledem M, (®) .

Axiom 4 ma tvarK, A - K,K;A . Syst&4 = (T + axiom4) je
axiomatizaci vzhledem M,"(®) .

Axiom 5ma tvar K, A - K= KA. Systér§,= (S4,+ axiom5)
je axiomatizaci vzhledem M,"S(®) .

VZ 2009 Cerstriar.)

"
KnDKi(aAB) —>K,'a:

Diikaz: [Jako zdivodréni musimeuvést bd’ odvolani na axiormebo
informaci o pouziti odvoz. pravidlaa gedchoziradky dikazu

1. (a~ p) - a[Vyrokova tautologie ]
2.K((@n p) - @) [R2: 1,¢ili R2 pouzito na formuli zadky 1]
3.(K(@n ) a K (@nf) ~ @) - Kia [K]
4.(Ki(an P rKi((@arp) - a)) - Kia)
- (K@ p) - a) - Ki(anp) - Kia))

[Vyr. tautologie((p~ @) — 1) —~(d = (p - 1)) ]
5K ((@rp) - a) - (Ki(anp) - Ka)[R1:3,4
6.Ki(@rp) - Kia [R1: 2,5

VZ 2009 Cerstriar.)

"
DalSi pFiklady ditkazu nékterych platnych vztahi:
O - K;false
K;false - false[A3]
- false - (= K;false) [ekv. Uprava 1]
- K; false [pouziti vyrokové tautologie na 2]
O -Kav-K-Ka
O-Ki(ar-Kja)
K= Kia - = K;a (A3, axiom pravdy
- K= K;a v - K a (vyrok. Tautologie — fepis 1) vizal
= (Ki= Kja~ Kja) (vyrok. Tautologie — fepis 2)
= Ki (= Kia~a) (tvrzeni o ekvivalenci a) pro formuli 3)iza2

VZ 2009 Cerstriar.)

" | KlK(ep)=kaks |
K,|-Ki(arp) - Kia  [viz predchozi strana]
K,|-Ki(a~p) - K g [dikaz obdobny tomu naedchozi straf

K(anB) = K@) = (K (anf) ~ K B) ~(K(anf) ~ (K anKf))
[P~ ® ~ (p ~W) ~ (P ~ (&~W))) wrokova tautologie]

(K(anf) ~ K B) ~(K(anf) - (K anK f) MP:31]

Ki(arB) - (K anK p)[MP: 4,2]

VZ 2009 Cerstriar.)
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" I [ KnbKign Kif = Ki(anf) " I
a - (f - (anp) [vyrokova tautologie] Es Cs; Dg
K@~ (B~ @ p)) [R2:6] ) ) . )
Kot (K (@~ (B~ (@rf) = K (B — (@~ f))) [A2) Gje podmnozinou{l, 2, ..., n}ECA je pravdivé,
K@~ (B~ (@~f) ~ (Kia - K (S~ (a~f))) [vyrokovéa prava 8] praw kdyzkazdy agent zG vi A. Tedy
(Kia ~ Ki(B ~ (@) [MP:9,7] .
(K~ K (B (@) ~ (K~ (K K, (B — (@ /) [VST-AX1] AxomCL. EcA - QKiA
KiB = (Kia ~ Ki(B ~ (a~ ) [MP: 11,10] . s . .
(KoK K (f - (on ) [virokova tprava 12] Intwtwne, s?ol’&na(vseopecn’acon}mor)nznalostje
(K@ Kif) = (KipKi(f ~ (ar ) [wrokové Gprava 13] to,,co je kazdemu zcela jasné a vi fwoto _
KoK (f — (@) — K ) [AZ] neprekvapi, Ze spol@a znalost mé v8echny viastnosti
KeanK ) ~ (KfnKe(f — @n )~ Kolan ) znalost[ po_clobrlﬁ-)lstrlb_lj_cn[mu axiomu, Axiomu
S (K anKiB) ~ KBAK (B~ (@n ) ~ ((KarKpB) ~ K(arp)) [Vir. Ax3] znalosti, Axiomam pozitivni anegativni
(KBAK (B = @nB) = Ki(@nB)) = (K anKiB) = (KiBrK; (B = (@ B) ~ Ki(an B))) [VAXI] introspekce
(K anKip) = (KBAK (B = (@) ~ Ki(anp))) [MP: 17,15]
((KianKiB) ~ KBrK (B~ (@nB) ~ ((KarKB) ~ K(anrp))[MP: 16,18] Pro vSeobecnou znalost mezi skupinami agplati
(KianKig) ~ Ki(a~p) [MP: 19,14] Je-li QUG potom C,A- C,A
VZ 2009 @Tﬂ'@r} VZ 2009 @Tn‘&)
" JEE " JEE
Cviéeni.Dokazte, Ze nasledujici formule jsou
» ) ] validni (platné ve vSech Kripkeho strukturach:
Dalsi vztahy, které Ize dokazat
KoK (arf)=K anK p (i) (C;AOC,(A- B)) -C.B
(K, +AB)O - (Kiar K- a) (i) CcA-A

(K,+A3)0 A6

(i) CzA - C,C,A
KoBKi= (p - Kip) =K (pr =K p)=(Kip+ K (=Kip))

V (K, + A3) nemize byt dokazateln; -~ (p - K;p) (iv) ~CsA - CenGCsA

Predpoklady o relacichK;  jsou stejné, jakio p
odvozeni odpovidajicich axidnpro znalosti.

VZ 2009 GerSiiet.) vz 2008 T |
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" JEE
Axiom o pevném bodu.
Necht’ p je vyrok ,alespé jeden z vas ma zablacetgdo”.

Pripomeaime, Ze ve e zablacenychddi, se z p stala vSeobecna
znalost v okamziku, kdy otéekl p tak, aby vSechnydti vedely,

. Zeplatip a
. Ze vSechny &i to vedi.
Axiom C2.

ECoA - Eq(ALICA)

{ C;A je pevnym bodem funkcé(x) = E5(AOX) }

VZ 2009 GerSiiet.)

" JEE
Nasledujici tvrzeni dava sémantickéweadneni

charakteristiky operatorg, Axiomu o pevném bodu a
Indukéniho pravidla.

Véta - shrnuti

Pro vSechny strukturg , vSechny neprazdné podmnoziny
Gmnoziny{1, 2, ..., n} alibovolné formuke Bplati

() MEEA « KA
kde NK A ozna&uje konjunkcivSeck;Aprovs.izG
(i) M[EC;A o« E;(ACC;A)
(i) je=li M|=A - E;(BOA), potomM [=A -C;B

VZ 2009 GerSiiet.)

" JEE
Nasledujici odvozovaci pravidlo davaispb, jak ukazat, ze
v n&jaké struktiie plati spoléna znalost.

Induk éni pravidlo RC1

Provsechnystruktury M plati
je-li M |=A - Eg(BOA), potom M |=A - C,B

Idea. Predpoklad induéniho pravidla dava moznost
indukci podle k dokazat, ze formule

A - E*(BOA) jevalidniprokazdék.

" JE
Distribuované znalosti

charakterizuji znalosti, které odpovidaji tomu, kdyz
,»VSichni agenti daji hlavy dohromddyProto sphuiji
stejné vlastnosti jako znalosti. Navic upozornime na
dvé drobnosti.

=Dy A « KA

pro jedn@lennou skupinu se distribuované znalosti
shoduji s tim, co agent vi.

Naopakgim je skupina #tsi, tim \&tSi jsou jeji
distribuované znalosti.

Je-li GOQ potom|=D.A - DA

VZ 2009 GerSiiet.)
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" PTMOTL24a"Anna a Bob (2 body)

Anna a Bob védi, Ze organizétor vybere z
osudi néjaké pfirozené cislo n <10, které
napise na ¢elo jednomu z nich a drunému
napise Cislo ,,sousedni”, tj. bud n+1 nebo n-
1. Ani Anna ani Bob neznaji své Cislo - vidi
jen to partnerovo. Anna vidi Cislo 4.

Nakreslete odpovidajici Kripkeho strukturu a
popiste podrobné postup (vyménu
informaci typu ,,Nezndm své Cislo!"), pfi
némz se oba snaZi své Cislo Zjistit.

VZ 2009 Gersiriet )|

" PFOTMOL2b'Dokazovani (3 body)

Predvécte se, Ze v (K, + A3) nemUze byt
dokazatelné K7 (p - K;p).

Ndavod: Predpoklddeite, Ze tato formule
dokazatelnd je a za tohoto predpokladu Ize
dokdzat jak 7 K;p,tak K;p.

Podle véty o Uplnosti by obé tyto formule by
pak musely byt platné v libovolné vhodné
Kripkeho strukture. Takovd situace viak
nemuUze nikdy nastat!

VZ 2009 Gersiriet )|
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