10.5.2012

Jaké vlastnosti maji znalosti

(v sémantice moznych siti)
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Jeden ze Zysohi jak charakterizovat naSi interpretaci znalos|
je popsat formule, které jsou vzdy platné (pravdive.)

Je-li dana struktura
M=(SmK,,....K,)
(i) fikame, Zdormule A plati (validni)vM (M |=A),
jestlize v kazdém stawije A pravdiva, tj.(M, ) |=A .
(i) flkame, zdormule A je splnitelnav M jestlize
(M, t) |=A v n&jakém stavut .
(iii) fikame,zeformule A je platna (validnijp piSeme
|=A, je-li platna (validni) ve vSech strukturach.
(iv) iikame, Zdormule A je splnitelngje-li splnitelna
v ngjaké struktiie.
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Plati

formule A je platna(platnd v M) praw kdyz formule
-A neni splnitelngneni splnitelna vM ).

Pripomeime, Ze staleiedpokladame, zelace K; jsou
ekvivalence.

Validnich formuli je jist velké mnoZstvi (vSechny
vyrokové tautologie, ...)

Hledame djaky zpisob, jak je charakterizovat pomoci

syntaktickych prosedki.
Tii mudrci, ktefi se navzdjem vidi S < B < . -
(1) ¢ @ odpovidaj postupnd 1.2-3 Existuje FORMALMI SYSTEM, ktery to dokaze?
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" JEE
Pri zavedeném pojeti znalosti plati, Ze agent zna
vSechny logickéusledky svych znalosti.

Vi-li agent tvrzeniA a také vi, zeA implikuje B, potom ok
formule A a A -~ B jsou pravdivé ve vSeclitech, které agent
povaZuje za mozné,

tedy také B musi byt pravdivé ve vSech&ech, které agent
povazuje za mozné, takze musdst (znat) i B .

Odtud dostavame |= (K;AOK; (A - B)) - KB
Této formuli seka axiom distribuce nebo také Kripkv axiom

a oznduje se jakd, protoze dovoluje distribuovat operatds;
ptes implikaci.
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Druha vlastnost naseho pojeti znalosti zaije,
Ze mame dostatee silné a schopné agenty:
predpokladame totiz, Ze kazdy agent zna vSechliny
formule platné (validni) v dané strukeu

Je-li A pravdiva ve vSech stavech (tj. moznychktsgh)
struktury M, pak je pravdiva ve vSeckch swtech, které
agent v daném $té povaZuje za mozné. TEDY:

Pro libovolnou strukturtM plati
je-li MEA, pakM EK; A

Tak ziskavame@ravidlo generalizace znalosti : & A
oKA

VZ 2009 @"&T&)




10.5.2012
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Pozor! Pravidlo generalizace je&co jiného nez implikace

AL KA

ktera tvrdi je-li A pravdiva, potom agenit to vi*: toto
NEN!I validni formule ! Agent nemusi &dét viechny
vé&ci, které jsou pravdivé.

{Napriklad pi hie zablacenychéti mize mit jedno
z nich zablacenéelo, ale nemusi tasuet.}

Agenti znaji vSechny validni formul@inymi slovy
znaji JEN formule, které jsqwitre pravdivé.

To vSak neplati o formulich, které jsaiizenim
osudy pravdivé jen v §akém z moznych .
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Agent nemusi znat vSechna fakta, ktera jsou pravdi
Ale, kdyz agent #&co vi, pak to plati
EKAS A
Tato vlastnost se obvykle nazyv&iom znalostinebo
Axiom pravdya¢asto se ozrije T.

Odivodreni axiomu swt, ve kterém se agent nachazi, je
vzdy takovy, ktery poklada za mozny. Plati-K;A

v néjakém séte (M, 9, pak A plati ve vSech sitech,
které i povazuje za mozné, tedy i W(9).

{Filosofové tento axiom povazuji za hlavni odliSeni mezi
znalostia preswdéenim (virou, belief). Mohu mit nepravdivé
preswdceni, ale nemohugdét néco, co neni pravdp!
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V ptipac, Ze chceme popisovat, cemu agent &,
nikoliv to, co vi, nahradime axiom pravdy
EKAS A
slab§im pozadavkem:

Axiom konzistencgozaduje- K; false ktery secasto se
oznauje jakoD.
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DalSi d vlastnosti se tykajiiirozeného
poZzadavku, aby agenttdli o svych znalostech
(pomoci introspekce).

Agenti \di, co wdi a wdi, co nevdi.

FKA - KKA
[=-K,A - K=K A

Prvni z tchto vlastnosti se jmenuj@xiom pozitivni introspekce
(¢asto ozn&ovany4),

druh& Axiom negativni introspekcétasto ozn&vany ¢asto
oznaovanyb5).
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Ozna¢me M,(®) mnozinu vSech Kripkeho struktur nad
mnoZzinou prvotnich formuld® pro n agent: takovych, Ze
na relace¥; nejsou kladeny zadné pozadavky.

M, S(D) nechy je pak podmnozin, (@), ve které kazda
relace pipustnosti spiuje vlastnostrst:

reflexivni

symetrick&

transitivni.
Jedna se tedy o relaekvivalence
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Véta 1.

Pro vSechny strukturyl pro n agent s relacemik,
které jsou ekvivalencemi, a pro libovolné formule, Bplati

(i) M |=(K,AOK, (A > B)) - KB
(i) je-li
(i) MIEKA S A

M|=A potom M |=K A

(iv) M EKA - KK A

(V) ME~KA & KaKA
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L Formaini lcmomqﬁck)'l) systém K,

Axiomy: A1. VSechny tautologie vyrokové logiky
A2. (Kia~Ki(a - p)) - Ki(B)
Odvozovaci pravidla:
R1. Z o formulia - f odvadte f (modus ponens)
R2. Z formule o odvad’ K; a (pravidlo zobeceéni znalosti)
V K, Ize dokazat nagklad tvrizeniK; (a » ) - K;a (viz déle).
Znatenipro dokazatelnost K, o K;(a f) - Kja
Véta 2:
SysténK , predstavuje korektni a Gplny syntakticky popis vSech

formuli validnich v mnoZzia M,(®) Kripkeho struktur.
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1. Vyrokové tautologie

Axiomy modalni logiky

2. Distribuéni axiom (oznaovany rgkdy jakoK)

(K,AOK;(A- B)) - KB
3. Axiom znalosti (Axiom pravdy)(ozn. jakoT) KA - A
4. Axiom pozitivni introspekce (ozn. jako4) KA - KKiA
5. Axiom negativni introspekce(ozn. jako5) S KA K-KA

6. Axiom konzistence(ozn.jakoD) - K, false
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"
KnDKi(aAB) —>K,'a:

Diikaz: [Jako zdivodréni musimeuvést bd’ odvolani na axiormebo
informaci o pouziti odvoz. pravidlaa gedchoziradky dikazu

1. (a A p) - a[Vyrokova tautologie ]
2.K((@r p) - a)[R2: 1cili “R2 pouZzito na formuli zadky 1" ]
3.(Ki(@nB)rKi((arp) - a)) - Kia [K]
4.(Ki(an P rKi((@rp) - a)) - Kia)
- (K@ p) - a) - Ki(anp) - Kia))

[Vyr. tautologie((p~ @) » 1) —~(d = (p - 1)) ]
5K ((@rp) - a) - (Ki(arp) - Ka)[R1:3,4
6.Ki(@rp) - Kia [R1: 2,5
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" EE— | KlK(ep)=Kaks |
K,|-Ki(arp) - Kia  [viz predchozi strana]
K,|-Ki(a~p) - K g [dikaz obdobny tomu naedchozi straf

K(anB) = K@) = (K (anf) = K B) ~(K(anf) ~ (K anKf))
[0~ ® ~ (p ~W) ~ (P ~ (&~W))) wrokova tautologie]

(K(anf) ~ K B) ~(K(anf) - (K anK f) MP:31]

Ki(arfB) - (K anK p)[MP: 4,2]
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Véta 1: Systénk , predstavuje korektni a Uplny syntakticky popis
vSech formuli validnich v mnoZmM, (®) Kripkeho struktur K,
je axiomatizaci vzhledem M (®) ).

Véta 3:

Axiom T ma tvarK,A -~ A . Systém= (K, + axiomT) je
axiomatizaci vzhledem M, (®) .

Axiom 4 ma tvarK, A - K,K;A . Syst@4 = (T, + axiom4) je
axiomatizaci vzhledem M,"(®) .

Axiom 5ma tvar K, A - K= KA. Systér§ = (S4,+ axiomb)
je axiomatizaci vzhledem M,"S(®) .
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Nasledujici vztahy Ize dokazafpriklady viz dale):
(K ,+A6)O- (Kiar Ki—a).

K (arKna)=-Kav-K-Ka

Ki(arB)=K a K.

VZ 2009 @Tn‘sr)




10.5.2012

Dalsi priklad dokazatelného tvrzeniK,, (¢ - ) OK ¢ - Ky
()] [vychozi formule]
Ki¢ - v) [R2]
Kio — (K¢ - ) - K)  [K2]
(Kip - (Ki(d - W) = Ki)) = (Ki(d - W) - (Kip ~ Kip))

[Vyrok-tautologie: ¢ - (W - 1)) - (W - (¢ - 1))]

K¢ - 1) - (K¢ -~ Kp)  [MP4a3g]
(K - Kiw) [MP5a2]

Jsou-li d& vyrokové ¢ , Y formule ekvivalentni (tj.¢ — W)~ (P
- 0) je tautologie, znzenod =), pak K, |- K;d = K;u.

Diisledek pray dokazaného tvrzeni.

Nasledujici vztahy Ize dokazat
K,OK(a.B)=K a K p
(K,+A6) O~ (KiarKi—a)
(K, +A3) 5 A6
KooKi=(p - Kip) =K (pr=Kip)=(Kp. K (=Kip))
V (K, + A3) nemize byt dokazateln& - (p - K;p)
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Dalsi priklady ditkazu nékterych platnych vztahi:
O - K false Nasledujici vztahy Ize dokazafviz cviceni):
K;false - false[A3] K,oKi(a.p)=Ka.Kp
- false - (= K;fi .U
(= K; false) [ekv. Gprava 1] (K, +A6)0 ~ (Kiar K~ a)
- K, false[pouziti vyrokové tautologie na 2]
(K,+A3)O A6
O -Kav-K-Ka
KoBKi= (p - Kip) =K (pr =K p)=(Kip+ K (=Kip))
O-KlasKia) V (K, + A3) nenize byt dokazateln K
+ nenmuze oKazatelng; - - K
K- Kia — = K a (A3, axiom pravdy (Kn ) Y = (p iP)
= K= K;a v~ K;a (vyrok. Tautologie — fepis 1)vizal
= (Ki= Kja~ Kja) (vyrok. Tautologie — fepis 2)
= Ki (= Kia~a) (tvrzeni o ekvivalenci a) pro formuli 3)iza2
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EG CG DG
Gje podmnozinou {1, 2, ..., n}ECA je pravdivé,
praw kdyzkazdy agent zG vi A. Tedy
AxiomCl. EA - (KA
i0G

Intuitivng, spoleina (vSeobecn&gommoi znalostje

to ,co je kazdému zcela jasné a Vi moto

nepekvapi, Ze spolma znalost ma vSechny vlastnosti
znalosti podobnBistribu énimu axiomu, Axiomu
znalosti, Axiomam pozitivni anegativni

introspekce (Cviceni)

Pro vSeobecnou znalost mezi skupinami agplati
Je-li QUG potom C;A- C,A
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Cviéeni.Dokazte, Ze nasledujici formule jsou validni (te
plati ve vSech Kripkeho strukturach):

(i) (CcAOC:(A-B)) »CsB
(i) CcA= A
(i) CoA = CeCoA

(IV) = CGA - CG_' CGA

Predpoklady o relacicK;  jsou stejné, jakio p
odvozeni odpovidajicich axidm

VZ 2009
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Axiom o pevném bodu.
Necht’ pje vyrok ,alespé jeden z vas ma zablacetedo”.

Pripomeaime, Ze ve e zablacenychddi, se z p stala vSeobecna
znalost v okamziku, kdy otéekl p tak, aby vSechnydti vedely,

. Zeplatip a
. Ze vSechny &i to vedi.
Axiom C2.

|=C.A & E(ACCLA)

{ C;A je pevnym bodem funkcé(x) = E5(AOX) }
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Nasledujici odvozovaci pravidlo davaispb, jak ukazat, ze
v n&jaké struktiie plati spoléna znalost.

Induk &ni pravidlo RC1

ProvSechnystruktury M plati
je-li M |=A - Eg(BOA), potom M |=A - C,B

Idea. Predpoklad induéniho pravidla dava moznost
indukci podle k dokazat, ze formule

A - E*(BOA) jevalidniprokazdék.
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Nasledujici tvrzeni dava sémantické&weadneni

charakteristiky operatorg, Axiomu o pevném bodu a
Indukéniho pravidla.

Véta 4 - shrnuti

Pro vSechny strukturg , vSechny neprazdné podmnoziny
Gmnoziny{1, 2, ..., n} alibovolné formuke Bplati
(i) MEEA - NKA

kde NK A ozna&uje konjunkcivSeckAprovs.izG

(i) MIEC.A & E5(ACCLA)
(i) je=li M |=A o E5(BOA), potomM |= A -C.B

" JE
Distribuované znalosti

charakterizuji znalosti, které odpovidaji tomu, kdyz
,»VSichni agenti daji hlavy dohromddyProto spuiji
stejné vlastnosti jako znalosti. Navic upozornime na

dvé drobnosti.
[ Dy A - KA

pro jedn@lennou skupinu se distribuované znalosti
shoduji s tim, co agent vi.

Naopakgim je skupina #tsi, tim \&tSi jsou jeji
distribuované znalosti.

Je-li GOQ potom|=D.A - DA
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Anna a Bob

Anna a Bob védi, Ze organizétor vybere z
osudi néjaké pfirozené cCislo n, které napise
na ¢elo jednomu z nich a druhému napise
Cislo ,,sousedni”, tj. bud n+1 nebo n-1. Ani
Anna ani Bob neznaji své &islo - vidi jen to
partnerovo.

Nakreslete odpovidajici Kripkeho strukturu.

Necht A md na cele napsdno 3 a B zase 4.

Nakreslete odpovidaijici Kripkeho strukturu.

Je spolecnou vlastnosti obou hrdcd, ze bylo
vybrdno &islo mensi nez 1002
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Lisi se modalita pro znalost od booleovskych spojek?

Uvazujme pro jednoduchost Kripkeho struktury s jedingm
agentem. Ozna¢me odpovidajici moddini operdtor K. Ovéfili
jsme, Ze ve vSech Kripkeho strukturdch, jejichz relace
pfipustnostije ekvivalenci, plati formule K a - a (axiom znalosti),
avsak neplati ani formule a— K a ani formule = K a

Pouzijte tyto informace proto, abyste ovéfili, ze chovani
moddliniho operdtoru K nelze charakterizovat pomoci
booleovské funkce (tj. prostfednictvim pravdivostni tabulky).

Ndavod: Existuji pouze 4 rizné pravdivostni tabulky pro 2 mozné
hodnoty pravdivostniho ohodnoceni formule a. Ukazte, ze
7&dnd z téchto tabulek nezajisti pozadované ohodnoceni vyse
uvedenych tfi formuli.

Termin odevzddni: Nedéle 13.5.2012 do 21:00 CEST
Forma feseni : Zprava o feseni odevzdand pred cvicenim.

Hodnoceni : Za Ulohu Ize ziskat 5 bodd.

VZ 2009 GerSiiet.)




