Simplexova metoda na ¥eSeni linedrniho programovani

Tomas Werner

(obsahuje animace — nenfi urceno k tisku)



Bdaze a bazova feseni

Mdame mnohost&n
X={xeR"|Ax=b, x>0}

kde A € R™*" 3 rank A = m.

» JC{1,2,...,n} je baze, pokud |J| = m a sloupce matice A s indexy J jsou
linedrn& nezdvislé. Tedy sloupce J tvofi reguldrni matici m x m.

» Vektor x je bazové ¥eSeni pfislusné bazi J, pokud
Ax=Db
=0 Vj¢J
» Bazové Feseni x je pFipustné, pokud x > 0.

» Bazové FeSeni x je degenerované, pokud ma méné nez m nenulovych sloZek.

Plati (bez dikazu):
» PF¥ipustna bazova ¥edeni jsou pravé vrcholy mnohosténu X.

» Linearni funkce nabyva na mnohosténu minima aspoii v jednom vrcholu.
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Priklad

-1 1 3 1 0 2 1
A bj= 1 0 4 0 1 4 4
-1 0 4 1 1 4 2

» {2,3,5} neni béze (sloupce jsou linedrn& zavislé)



Priklad

-1 1 3 1 0 2 1
[A b] = 1 0 4 0 1 4 4
-1 0 4 1 1 4 2
X = 3 0 0 4 1 0
» {2,3,5} neni béze (sloupce jsou linedrn& zavislé)
» {1,4,5} je baze. Bizové YeSeni x = (x,...,xs) je jednoznaZné FeSeni soustavy
-1 1 0| |x 1
1 0 1 [xa| = |4

-1 11 X5 2
X2:X3:X6:O

Je pFipustné a neni degenerované.



Priklad

-1 1 3 1 0 2 1
A bj= 1 0 4 0 1 4 4
-1 0 4 1 1 4 2
X = 4-1 0 6 0 O
» {2,3,5} neni béze (sloupce jsou linedrn& zavislé)
» {1,4,5} je baze. Bizové YeSeni x = (x,...,xs) je jednoznaZné FeSeni soustavy
-1 1 0| |x 1
1 0 1 [xa| = |4

-1 11 X5 2
X = X3 = X = 0
Je pFipustné a neni degenerované.

» {1,2,4} je bize. Bizové feSeni je nepfipustné.



P¥iklad
-1 1 3 1 0 2 1
A b= 1
-1 0 4 1 1 4 2
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x= 0 0 1-2 0 0

» {2,3,5} neni béze (sloupce jsou linedrn& zavislé)

» {1,4,5} je baze. Bizové YeSeni x = (x,...,xs) je jednoznaZné FeSeni soustavy
-1 1 0| |x 1
1 0 1 [xa| = |4

-1 1 1| |xs 2
X =x3=x5 =0
Je pFipustné a neni degenerované.
» {1,2,4} je bize. Bizové feSeni je nepfipustné.

» {3,4,5} je baze. Bizové YeZeni je nepFipustné a degenerované.



P¥iklad
-1 1 3 1 0
A b= 1
-1 0 4 1 1 4 2
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x= 0 0 1-2 0 0

\4

{2,3,5} neni baze (sloupce jsou linedrn& zavislé)
» {1,4,5} je baze. Bizové YeSeni x = (x,...,xs) je jednoznaZné FeSeni soustavy
-1 1 0| |x 1
1 0 1 [xa| = |4
-1 11 X5 2
X = X3 = X = 0
Je pFipustné a neni degenerované.

» {1,2,4} je bize. Bizové feSeni je nepfipustné.

v

{3,4,5} je baze. Bizové YeSeni je nepfipustné a degenerované.
» Stejné bazové Fedeni odpovidd bazi {3,4,6}.
Degenerované bazové ¥eSeni odpovida vice neZ jedné bazi!



Standardni bdze

Simlexovd metoda pouZiva jen standardni baze. Vyhody:
» lhned vidime bdzové ¥eSeni x: jeho nenulové slozky jsou sloZzky b.
» X je pfipustné & b >0

0 2 6 1 0 4 4
[A b= 1 1 3 0 0 2 3
0-1 1 0 1 2 1

x= 3 0 0 4 1 0

Bazové Fedeni pF¥isluiné (standardni) bazi {1,4,5} je ¥feSenim soustavy

0 1 0f [x 4
1 00 X4 | = 3
0 01 X5 1

X2=X3=X6:0



P¥echod k sousedni standardni bazi

Ekvivalentni ¥adkové dpravy (nemé&ni mnoZinu feSeni soustavy Ax = b):
» Radek matice [A b] vynasobime nenulovym ¢&islem.

» K Fadku matice [A b] pFicteme lin. kombinaci ostatnich ¥adka.

Chceme bazovy sloupec j' € J nahradit nebdzovym sloupcem j ¢ J:
» Pivot je prvek (i, ), kde i je ¥adek pro ktery a; = 1.



P¥echod k sousedni standardni bazi

Ekvivalentni ¥adkové dpravy (nemé&ni mnoZinu feSeni soustavy Ax = b):
» Radek matice [A b] vyndsobime nenulovym &islem.

» K Fadku matice [A b] pFicteme lin. kombinaci ostatnich ¥adka.

Chceme bazovy sloupec j' € J nahradit nebdzovym sloupcem j ¢ J:
» Pivot je prvek (i, ), kde i je ¥adek pro ktery a; = 1.

Ptiklad. Ekv. tprava kolem pivotu (3,2)
(sloupec 2 do béze vstoupi, sloupec 5 bazi opusti):

0 2 6 1 0 4 4

1 1.3 0 0 2 3

0-1 1 0 1 2 1
T 4

Nutno pivot nastavit na 1 a prvky nad a pod pivotem na 0:



P¥echod k sousedni standardni bazi

Ekvivalentni ¥adkové dpravy (nemé&ni mnoZinu feSeni soustavy Ax = b):
» Radek matice [A b] vyndsobime nenulovym &islem.

» K Fadku matice [A b] pFicteme lin. kombinaci ostatnich ¥adka.

Chceme bazovy sloupec j' € J nahradit nebdzovym sloupcem j ¢ J:

» Pivot je prvek (i, ), kde i je ¥adek pro ktery a; = 1.

Ptiklad. Ekv. tprava kolem pivotu (3,2)
(sloupec 2 do béze vstoupi, sloupec 5 bazi opusti):

0 2 6 1 0 4 4

1 1 3 00 2 3

0 1-1 0-1-2 -1
1

Nutno pivot nastavit na 1 a prvky nad a pod pivotem na 0:

O Vydél ¥adek i pivotem aj;.



P¥echod k sousedni standardni bazi

Ekvivalentni ¥adkové dpravy (nemé&ni mnoZinu feSeni soustavy Ax = b):
» Radek matice [A b] vyndsobime nenulovym &islem.

» K Fadku matice [A b] pFicteme lin. kombinaci ostatnich ¥adka.

Chceme bazovy sloupec j' € J nahradit nebdzovym sloupcem j ¢ J:
» Pivot je prvek (i, ), kde i je ¥adek pro ktery a; = 1.

Ptiklad. Ekv. tprava kolem pivotu (3,2)
(sloupec 2 do béze vstoupi, sloupec 5 bazi opusti):

0 2 6 1 0 4 4

1 0 4 01 0 4

0 1-1 0-1-2 -1
1

Nutno pivot nastavit na 1 a prvky nad a pod pivotem na 0:
O Vydél ¥adek i pivotem aj;.
@® Pro kazdé i’ # i odetti ajj-ndsobek Fadku i od ¥adku i’



P¥echod k sousedni standardni bazi

Ekvivalentni ¥adkové dpravy (nemé&ni mnoZinu feSeni soustavy Ax = b):
» Radek matice [A b] vyndsobime nenulovym &islem.

» K Fadku matice [A b] pFicteme lin. kombinaci ostatnich ¥adka.

Chceme bazovy sloupec j' € J nahradit nebdzovym sloupcem j ¢ J:
» Pivot je prvek (i, ), kde i je ¥adek pro ktery a; = 1.

Ptiklad. Ekv. tprava kolem pivotu (3,2)
(sloupec 2 do béze vstoupi, sloupec 5 bazi opusti):

00 8 1 2 8 6

1 0 4 01 0 4

0 1-1 0-1-2 -1
1

Nutno pivot nastavit na 1 a prvky nad a pod pivotem na 0:
O Vydél ¥adek i pivotem aj;.
@® Pro kazdé i’ # i odetti ajj-ndsobek Fadku i od ¥adku i’



Bude nové bazové Feseni pripustné?

Necht b > 0. Jak pozndme, zda po ekv. dpravé kolem pivotu (i,/) ziistane b > 07

Jak se zmé&ni b po ekv. tpravé kolem pivotu (i,)?
» b; se zméni na b;/aj;.
» Pro kazdé i’ # i se by zméni na by — aj/jb;/aj.
Tato &isla museji ziistat nezdpornd, coZ nastane privé kdyz (rozmyslete!)
> a; >0
» Pro kazdé i’ # i plati: (ay; <0) nebo (b;i/aj < bj:/aj/j).

6/11



Bude nové bazové Feseni pripustné?

Necht b > 0. Jak pozndme, zda po ekv. dpravé kolem pivotu (i,/) ziistane b > 07

Jak se zmé&ni b po ekv. tpravé kolem pivotu (i,)?
» b; se zméni na b;/aj;.
» Pro kazdé i’ # i se by zméni na by — aj/jb;/aj.
Tato &isla museji ziistat nezdpornd, coZ nastane privé kdyz (rozmyslete!)
> a; >0
» Pro kazdé i’ # i plati: (ay; <0) nebo (b;i/aj < bj:/aj/j).

0 2 6 1 0 4 4
11 3 0 0 2 3
0-1 1 0 1 2 1

» Po dpravé kolem pivotu (3,2) nebude b > 0, nebot —1 % 0.

6/11



Bude nové bazové Feseni pripustné?

Necht b > 0. Jak pozndme, zda po ekv. dpravé kolem pivotu (i,/) ziistane b > 07

Jak se zmé&ni b po ekv. tpravé kolem pivotu (i,)?
» b; se zméni na b;/aj;.
» Pro kazdé i’ # i se by zméni na by — aj/jb;/aj.
Tato &isla museji ziistat nezdpornd, coZ nastane privé kdyz (rozmyslete!)
> a; >0
» Pro kazdé i’ # i plati: (ay; <0) nebo (b;i/aj < bj:/aj/j).

0 2 6 1 0 4 4
11 3 0 0 2 3
0-1 1 0 1 2 1

» Po dpravé kolem pivotu (3,2) nebude b > 0, nebot —1 % 0.
» Po dpravé kolem pivotu (3,2) nebude b > 0, nebot 2 « 2
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Bude nové bazové Feseni pripustné?

Necht b > 0. Jak pozndme, zda po ekv. dpravé kolem pivotu (i,/) ziistane b > 07

Jak se zmé&ni b po ekv. tpravé kolem pivotu (i,)?
» b; se zméni na b;/aj;.
» Pro kazdé i’ # i se by zméni na by — aj/jb;/aj.
Tato &isla museji ziistat nezdpornd, coZ nastane privé kdyz (rozmyslete!)
> a; >0
» Pro kazdé i’ # i plati: (ay; <0) nebo (b;i/aj < bj:/aj/j).

0 2 6 1 0 4 4
11 3 0 0 2 3
0-1 1 0 1 2 1

» Po dpravé kolem pivotu (3,2) nebude b > 0, nebot —1 % 0.
» Po dpravé kolem pivotu (3,2) nebude b > 0, nebot 2 « 2
> Po lpravé kolem pivotu (3,6) bude b >0, nebot 2 >0, 1 < 2



Nekladny sloupec

KdyZ jsou viechny prvky v nebdzovém sloupci j ¢ J nekladné:
» Sloupec j se nemiZe stit bdzovym (nelze v ném vybrat pivot).

» Existuje smér v tak, Ze x + av € X pro kazdé a > 0
(= mnohosté&n obsahuje polop¥imku, tedy je neomezeny).

0 2 6 1 0 4 4
-1
0 -1 1.0 1 2 1
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x= 3 00 410
v= 1 1 0 210

Vektor v je jednozna&nym FeSenim soustavy
Av=0
vi=1
vi=0 ¢l H]

Regeni: bizové slozky v jsou rovny minus prvky sloupce j.



Ekvivalentni dpravy t&elového ¥adku

Linearni program
min{c'x—d|Ax=b, x>0}

reprezentujeme simplexovou tabulkou
3
A b
P¥i¢t&me k prvnimu (G¢elovému) ¥adku tabulky linedrni kombinaci ostatnich ¥adki:
€T d]=[c" dl+y"[A bl=[cT+y"A d+yTb]
Nova ucelova funkce:
c"x—d =(c"+y"A)x—(d+y'b)

=c'x—d+y"(Ax—b)
=c'x—d kdyzAx=b

Hodnota ucelové funkce ziistane stejna pro viechna ¥eSeni soustavy Ax = b
= lloha se nezméni.



Redukované ceny

Takto miiZzeme vynulovat bazové slozky vektoru c, tj. ¢; =0 pro j € J
(vzdy pritti k dEelovému ¥ddku ndsobek ¥adku, ktery ma ve sloupci j jedni¢ku).

7 d= 1-2-3-1 2 1 4
0 2 6 1 0 4 4
[A bj= 1 1 3 0 0 2 3
0-1 1 0 1 2 1

x= 3 0 0 4 1 0

9/11



Redukované ceny

Takto miiZzeme vynulovat bazové slozky vektoru c, tj. ¢; =0 pro j € J
(vzdy pritti k dEelovému ¥ddku ndsobek ¥adku, ktery ma ve sloupci j jedni¢ku).

7 d= 0-3-6-1 2-1 1
0 2 6 1 0 4 4
[A bj= 1 1 3 0 0 2 3
0-1 1 0 1 2 1

x= 3 0 0 4 1 O

9/11



Redukované ceny

Takto miiZzeme vynulovat bazové slozky vektoru c, tj. ¢; =0 pro j € J
(vzdy pritti k dEelovému ¥ddku ndsobek ¥adku, ktery ma ve sloupci j jedni¢ku).

7 d= 0-1 0 0 2 3 5
0 2 6 1 0 4 4
[A b= 1 1 3 0 0 2 3
0-1 1 0 1 2 1

x= 3 0 0 4 1 0

9/11



Redukované ceny

Takto miiZzeme vynulovat bazové slozky vektoru c, tj. ¢; =0 pro j € J
(vzdy pritti k dEelovému ¥ddku ndsobek ¥adku, ktery ma ve sloupci j jedni¢ku).

7 d= 0 1-2 0 0-1 3
0 2 6 1 0 4 4
[A b= 1 1 3 0 0 2 3
0-1 1 0 1 2 1

x= 3 0 0 4 1 O

9/11



Redukované ceny

Takto miiZzeme vynulovat bazové slozky vektoru c, tj. ¢; =0 pro j € J
(vzdy pritti k dEelovému ¥ddku ndsobek ¥adku, ktery ma ve sloupci j jedni¢ku).

7 d= 0 1-2 0 0-1 3
0 2 6 1 0 4 4
[A b= 1 1 3 0 0 2 3
0-1 1 0 1 2 1

x= 3 0 0 4 1 0

» ProtoZe x; = 0 pro j ¢ J, je jednoduse c'x—d=—d.
» lhned vidime, co by udé&lal vstup sloupce j ¢ J do baze:

» kdyz ¢; > 0, Géelova hodnota by stoupla
» kdyz ¢; < 0, Gcelova hodnota by klesla

(za predpokladu, Ze nové bizové feseni nebude degenerované, tj. x; > 0).

» Jestlize v né&kterém sloupci j je ¢; < 0 a a;; < 0 pro v8echna i/, t¢elovou funkci
muiZeme libovolné zmenSovat = Uloha je neomezena.

9/11



Iterace zakladniho simplexového algoritmu

Vstup i vystup iterace je simplexova tabulka takova, Ze:

» podmnoZzina sloupcl A tvofi standardni bazi

»b>0
» ceny v bizovych sloupcich jsou nulové (tj. ceny jsou redukované)
0 -2 1 0 0 -3] 0
0 2 6 1 0 4 4
1 1 3 0 0 2 3
0 -1 1 0 1 2 1

Iterace se provede takto:



Iterace zakladniho simplexového algoritmu

Vstup i vystup iterace je simplexova tabulka takova, Ze:

» podmnoZzina sloupcl A tvofi standardni bazi

»b>0
» ceny v bizovych sloupcich jsou nulové (tj. ceny jsou redukované)
0 -2 1 0 0 -3] 0
0 2 6 1 0 4 4
1 1 3 0 0 2 3
0 -1 1 0 1 2 1

Iterace se provede takto:

@ Vyber sloupec j pivotu tak, aby ¢; < 0.



Iterace zakladniho simplexového algoritmu

Vstup i vystup iterace je simplexova tabulka takova, Ze:

» podmnoZzina sloupcl A tvofi standardni bazi

»b>0
» ceny v bizovych sloupcich jsou nulové (tj. ceny jsou redukované)
0 -2 1 0 0 -3] 0
0 2 6 1 0 4 4
1 1 3 0 0 2 3
0 -1 1 0 1 2 1

Iterace se provede takto:
@ Vyber sloupec j pivotu tak, aby ¢; < 0.
® Vyber Fadek i pivotu tak, aby nové bazové ¥eSeni bylo pFipustné, tedy

i € argmin — (plyne z podminek vyse)

i’ ‘ a,-//->0 ai/j




Iterace zakladniho simplexového algoritmu

Vstup i vystup iterace je simplexova tabulka takova, Ze:

» podmnoZzina sloupcl A tvofi standardni bazi

»b>0
» ceny v bizovych sloupcich jsou nulové (tj. ceny jsou redukované)
0 -2 1 0 0 -3] 0
0 2 6 1 0 4 4
1 1 3 0 0 2 3
0 -1 1 0 1 2 1

Iterace se provede takto:
@ Vyber sloupec j pivotu tak, aby ¢; < 0.
® Vyber Fadek i pivotu tak, aby nové bazové ¥eSeni bylo pFipustné, tedy

i € argmin — (plyne z podminek vyse)

i’ ‘ a,-//->0 ai/j

©® Ud&lej ekv. dpravu okolo pivotu (7, f)
(tj. nastav pivot na 1 a prvky nad a pod pivotem v&. ceny na 0):



Iterace zakladniho simplexového algoritmu

Vstup i vystup iterace je simplexova tabulka takova, Ze:

» podmnoZzina sloupcl A tvofi standardni bazi

»b>0

» ceny v bizovych sloupcich jsou nulové (tj. ceny jsou redukované)
0 -2 1 0 0 -3] 0
0 2 6 1 0 4 4
1 1 3 0 0 2 3
0-05 05 0 05 1 0.5

Iterace se provede takto:
@ Vyber sloupec j pivotu tak, aby ¢; < 0.
® Vyber Fadek i pivotu tak, aby nové bazové ¥eSeni bylo pFipustné, tedy

i € argmin — (plyne z podminek vyse)

i’ ‘ a,-//->0 ai/j

©® Ud&lej ekv. dpravu okolo pivotu (7, f)
(tj. nastav pivot na 1 a prvky nad a pod pivotem v&. ceny na 0):
» Vydél fadek i pivotem aj;.



Iterace zakladniho simplexového algoritmu

Vstup i vystup iterace je simplexova tabulka takova, Ze:

» podmnoZzina sloupcl A tvofi standardni bazi

»b>0

» ceny v bizovych sloupcich jsou nulové (tj. ceny jsou redukované)
0 -2 1 0 0 -3] 0
0 2 6 1 0 4 4
1 2 2 0 -1 0 2
0-05 05 0 05 1 0.5

Iterace se provede takto:
@ Vyber sloupec j pivotu tak, aby ¢; < 0.
® Vyber Fadek i pivotu tak, aby nové bazové ¥eSeni bylo pFipustné, tedy

i € argmin — (plyne z podminek vyse)

i’ ‘ a,-//->0 ai/j

©® Ud&lej ekv. dpravu okolo pivotu (7, f)
(tj. nastav pivot na 1 a prvky nad a pod pivotem v&. ceny na 0):
» Vydél fadek i pivotem aj;.
» Pro kazdé i’ # i odetti ay;-ndsobek ¥adku i od ¥adku i’



Iterace zakladniho simplexového algoritmu

Vstup i vystup iterace je simplexova tabulka takova, Ze:
» podmnoZzina sloupcl A tvofi standardni bazi
» b>0
» ceny v bizovych sloupcich jsou nulové (tj. ceny jsou redukované)
0 -2 1 0 0 -3 \ 0
0 4 4 1 =2 0 2

1 2 2 0 -1 0 2
0-05 05 0 05 11 05

Iterace se provede takto:
@ Vyber sloupec j pivotu tak, aby ¢; < 0.
® Vyber Fadek i pivotu tak, aby nové bazové ¥eSeni bylo pFipustné, tedy

i € argmin — (plyne z podminek vyse)

i’ ‘ a,-//->0 ai/j

©® Ud&lej ekv. dpravu okolo pivotu (7, f)
(tj. nastav pivot na 1 a prvky nad a pod pivotem v&. ceny na 0):
» Vydél fadek i pivotem aj;.
» Pro kazdé i’ # i odetti ay;-ndsobek ¥adku i od ¥adku i’



Iterace zakladniho simplexového algoritmu

Vstup i vystup iterace je simplexova tabulka takova, Ze:

» podmnoZzina sloupcl A tvofi standardni bazi

»b>0

» ceny v bizovych sloupcich jsou nulové (tj. ceny jsou redukované)
0-35 25 0 15 0] 15
0 4 4 1 =2 0 2
1 2 2 0 -1 0 2
0-05 05 0 05 1 0.5

Iterace se provede takto:
@ Vyber sloupec j pivotu tak, aby ¢; < 0.
® Vyber Fadek i pivotu tak, aby nové bazové ¥eSeni bylo pFipustné, tedy

i € argmin — (plyne z podminek vyse)

i’ ‘ a,-//->0 ai/j

©® Ud&lej ekv. dpravu okolo pivotu (7, f)
(tj. nastav pivot na 1 a prvky nad a pod pivotem v&. ceny na 0):
» Vydél fadek i pivotem aj;.
» Pro kazdé i’ # i odetti ay;-ndsobek ¥adku i od ¥adku i’



Ukonéeni algoritmu

Algoritmus kon¢&i, kdyZ je splnéna jedna z podminek:

» VSechny ceny ¢; jsou nezaporné.
(Jsme v optimu.)

0 0 7 1 0 1 ‘ 4
0 1 3 05 0 2 2
1 0 0 -0.5 0 0 1
0 0 4 05 1 4 3
» V kazdém sloupci j, kde ¢; < 0, je a;; < 0 pro v3echna i.
(Uloha je neomezens.)
0 0 7 -1 0 1 \ 4
0 1 3 -05 0 2 2
1 0 0 —-0.5 0 0 1
0 0 4 —0.5 1 4 3
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