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Kapitola 1

Znaceni a zakladni pojmy

1.1 Matematické znaceni

Pokud potkéte ve skriptech slovo vysazené tucné, jde o nové zavedeny pojem, ktery mate po-
chopit a zapamatovat si. Ve skriptech tedy nepotkate slovo ‘definice’, protoze vSechna tucna
slova jsou definice. Slova vysazena kurzivou znamenaji bud’ zduraznéni, nebo novy avsak vse-
obecné znamy pojem. Odstavece, véty, dukazy, piiklady a cviceni oznacené hvézdickou (x) jsou
rozsitujici (a casto zajimavé) a neni nezbytné umeét je ke zkousce.

Zopakujme nejdiive matematické znaceni, které se pouziva v celych skriptech a které by
¢tenar mél bezpecéné ovladat.

1.1.1 Mmnoziny

Nézvy mnozin budeme psat velkymi sklonénymi pismeny, napi. A nebo X. Budeme pouzivat
standardni mnozinové znaceni:

{ar,...,a,} mnozina s prvky ai, ..., a,

a€A prvek a pati{ do mnoziny A (neboli a je prvkem A)

ACB mnozina A je podmnozinou mnoziny B, tj. kazdy prvek z A patii do B
A=B mnozina A je rovna mnoziné B, plati zaroven AC Ba B C A

{a€ A|p(a)} mnozina prvku a z mnoziny A, které splnuji logicky vyrok ¢(a)

AUB sjednoceni mnozin, mnozina {a | a« € Aneboa € B}

ANB prunik mnozin, mnozina {a | a € A, a € B}

A\ B rozdil mnozin, mnozina {a |a € A, a ¢ B}

(ary...,a,) usporadand n-tice prvkia aq, ..., a,

Ay x -+ x A, kartézsky sou¢in mnozin, mnozina { (a1,...,a,) | a1 € Ay,...,a, € A, }
A" kartézsky soucin n stejnych mnozin, A" = A x --- x A (n-krét)

0 préazdna mnozina

Ciselné mnoziny budeme znaéit takto:



mnozina prirozenych ¢isel

mnozina celych ¢isel

mnozina racionalnich ¢isel

mnozina realnych ¢éisel
4 mnozina nezdpornych redlnych ¢isel {z € R |z >0}
i mnozina kladnych redlnych ¢isel {z € R |z >0}
[x1,29] uzavieny redlny interval {z € R |2y < <y}
(21,22) otevieny redlny interval {x € R| 23 <2 < a9}
[x1,22) polouzavieny redlny interval {z € R |z; <a < a9}
C mnozina komplexnich ¢isel

AREFONZ

1.1.2 Zobrazeni

Zobrazeni (angl. mapping, map) z mnoziny A do mnoziny B znacime
fiA—=B (1.1)

nebo (méné casto) A 4 B. Zobrazen{ si mizeme predstavit! jako ‘cernou skifikw’, kterd kaz-
dému prvku a € A prifad{ pravé jeden prvek b = f(a) € B. Funkce (angl. function) znamend
presné totéz jako zobrazeni, slovo funkce se vsak obvykle pouziva pouze pro zobrazeni do ¢isel-
nych mnozin (tedy B = R, Z, C apod.). Transformace je zobrazeni néjaké mnoziny do sebe,
tedy f: A — A.

Obraz mnoziny A’ C A v zobrazeni f: A — B znacime

f(A)={f(a)|ac A} ={be B[b=f(a),ac A} (1.2)

(¢drka v definici pravé mnoziny znaéi konjunkei, tedy jde o mnozinu véech b € B které splnuji
b= f(a) a zdrovenia € A"). Napr. je-li A’ = {1,3,4, —1} C Z azobrazeni f: Z — Z je definované
piedpisem f(a) = a?, je f(A) = {a®> |a € A} = {1,9,16}. Jeli A’ = {a € A| ¢(a)} a
f: A — B, pouzivame zkratku

fA)={fla)|ac A pla)} ={be B|b=f(a),a €A ¢a)} (1.3)

nebo jen { f(a) | p(a) }, pokud je A jasné z kontextu. Napt. {2? |z € R, —1 <z <1} =0,1),
kde [0, 1) znaci polouzavieny interval [0, 1).
Zobrazeni se nazyva:
e injektivni (neboli prosté), jestlize kazdy vzor mé jiny obraz, tj. f(a) = f(d/) = a=d'.
e surjektivni (neboli A na B), jestlize kazdy obraz ma aspon jeden vzor, tj. f(A) = B.
e bijektivni (neboli vzdjemné jednoznacné), jestlize je zdroven injektivni a surjektivni.
Méjme dvé zobrazeni f: A — B a g: B — C, neboli A 4y B % ©. Slozent zobrazeni fag
je zobrazeni{ g o f: A — C definované jako (g o f)(a) = g(f(a)) pro kazdé a € A.

'Piesna definice je nasledujici: zobrazeni f: A — B je podmnozina kartézského soucinu A x B (tedy relace)
takova, ze (a,b) € f a (a,b') € f implikuje b=1V'.

1.1.3 Funkce a zobrazeni vice realnych proménnych
Usporddané n-tici x = (z1,...,2,) € R™ redlnych ¢isel ifkdme (n-rozmérny) vektor. Zapis

f: R" — R™ (1.4)
oznacuje zobrazeni, které vektoru x € R™ pritradi vektor

f(x) ="f(x1,...,2,) = (i(x), ..., f(x) = (filzr, . xn), o (@, .o
fm)- Obrézek ilustruje

axn)) € Rm7

kde fi,..., fm: R™ = R jsou sloZky zobrazeni. Piseme také £ = (f1,...,
zobrazeni f: R® — R%:

1 —»

! — fi(@1, 22, 23)
Ty ——» f

s . > fa(@1, 22, 23)

Pro m = 1 jsou hodnotami zobrazeni skaldary a budeme psat jeho jméno kurzivou, f. Pro
m > 1 jsou hodnotami zobrazeni vektory a proto jméno budeme psat tucné, f. I kdyz slova
‘funkce’ a ‘zobrazeni’ znamenaji jedno a to samé, je ¢asto zvykem pro m = 1 mluvit o funkci a
pro m > 1 o zobrazeni.

1.1.4 Extrémy funkce na mnoziné

Méjme funkei f: X' — R a mnozinu X C X'. Necht’ x € X je takové, ze f(x) < f(2') pro
vsechna 2/ € X. Pak z nazveme minimum funkce f na mnoziné X, nebo také fikdme, ze
funkce f nabyjvd minima na mnoziné X v prvku x. Takovy prvek x také nazyvame minimdlni
argument funkce na mnoziné. Cislo f(x) nazyvame minimdlni hodnotou funkce f na mnoziné X
a piseme
. /
(@) = min f(2"). (1.5)

Pokud navic je f(x) < f(2') pro vSechna 2’ € X \ {z}, mluvime o ostrém minimu. Mnozinu
vSech minimélnich argumenttu funkce f na mnoziné X znacime

arﬂggl{inf(a:):{xeX!f(x)§f(;v’) Va'e X} C X (1.6)

Podobné definujeme maximum funkce na mnoziné. Minima a maxima funkce se souhrnné
nazyvaji jeji extrémy nebo optima. Pokud odkaz na mnozinu X chybi, mysli se X = X’.

Je wzitecné se k minimu funkce na mnoziné postavit ponékud abstraktnéji. Necht” Y C R.
Prvek y € Y nazveme nejmensi proek (nebo také minimdind prvek) mnoziny Y, jestlize y < ¢/
pro vechna 3’ € Y. Nejmens{ prvek zna¢ime minY. Ne kazdd mnozina ¥ C R m4 nejmensi
prvek (napf. interval (0, 1] ho nemd). Na druhou stranu, ¥ mé nejvyse jeden miniméln{ prvek.

Ozna¢me nyni

J(X)={f(z) s € X} CR

obraz mnoziny X funkei f. Pokud mnozina f(X) méd nejmens{ prvek, definujeme
)

;réi)r(lf(:r) =min{ f(z) |z € X } = min f(X).

Funkce nemusi mit na mnoziné minimum, coz plyne z toho, ze ne kazdd mnozina ¥ C R
mé minimalni prvek. Vsimnéte si, ze v tom piipadé je mnozina (1.6) prazdnd.
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Priklad 1.1.
e Necht’ X' = X = [1,00) a f(z) = 1/z. Mdme f(X) = (0,1]. Ale mnozina (0, 1] nema
minimalni prvek, proto funkce f na mnoziné X nemd minimum.

e minjz — 1| =min{|z— 1| |z € R} =minR; =0, argmin|z —1| = {1}
zeR z€R

e Necht' f(x) = max{|z|,1}. Pak argmin f(z) = [-1,1].
z€R

e Necht’ (ay,ay,...,as) = (1,2,3,2,3). Pak? mialx a; = 3, argir’naxai = {3,5}. O

i=1

1.2 Uloha spojité optimalizace

Matematickou optimalizaci v obecném smyslu rozumime hledédni minima néjaké funkce f: X —
R na néjaké mnoziné X. Tato formulace je velmi obecnd, nebot’ mnozina X muze byt zcela
libovolna. Tento kurs se zabyva spojitou optimalizaci, ve které mame X C R™ a mnozina X
ma nespocetny pocet prvku a je popsana jako mnozina feseni soustavy rovnic a nerovnic. Tedy
X je mnozina vsech vektoru (z1,...,z,) € R™ splaujicich
gi(x1, .. 2,) <0, i=1,....m (1.7a)
hz(Il,,Tn):[L Z:L,l (17b)

pro dané funkce g1, ..., gm, h1,. .., : R" — R. Funkee f, g;, h; museji byt navic ‘hezké” (spo-
jité), abychom mohli pouzit aparat matematické analyzy. Ve vektorovém znaceni piseme

X={xeR"|gx) <0, h(x) =0},

kde g: R® — R™, h: R” — R! a 0 znaci nulové vektory piislusné dimenze. Ve shodé s oznace-
nim (1.3) se hleddn{ minima funkce f: R™ — R na mnoziné X muze zapsat jako

min{ f(x) | x € R", g(x) <0, h(x) =0}, (1.8)
To je zvykem zapisovat také takto:
min  f(zy,...,2,)
za podminek g;(z1,...,2,) <0, i=1,....m (1.9)
hi(xy,...,xn) =0, 1=1,...,L
Toto je tedy wloha spojité optimalizace v obecném tvaru.

Priiklad 1.2. Pastevec vlastni 100 metru pletiva a chce z néj udélat ohradu pro ovee o co
nejvétsim obsahu. Ohrada bude mit tvar obdélnika, z néhoz tii strany budou tvotfeny plotem a
zbylé strana fekou (ovce neuméji plavat).

Oznaéme strany obdélnika z,y. Resfme tlohu

max zy
za podminek 2z 4y = 100
z,y >0

5

i=1

neboli
max{zy |z >0, y >0, 2z+y=100}.

Zde mémen =2, m=21=1.
Tuto tdlohu dokazeme snadno vyfesit. Z omezeni 2z + y = 100 mame y = 100 — 2z, tedy
misto puvodni tlohy muzeme fesit ekvivalentni ilohu bez omezeni
max (100 — 2z).
zeR
Maximum kvadratické funkce x(100 — 2x) snadno najdeme prostiedky analyzy funkei jedné

proménné. Nabyva se v bodé x = 25, tedy y = 100 — 2z = 50. Tyto hodnoty jsou kladné, tedy
podminky z,y > 0 jsou automaticky splnény a nemuseli jsme je explicitné uvazovat. O

Piiklad 1.3. Hledejme dvojici nejblizsich bodu v roving, z nichz jeden je na kruznici se stiedem
v poéatku a jednotkovym polomérem a druhy je ve ¢tverci se sttedem v bodé (2, 2) a jednotkovou
stranou. Ulohu lze samoziejmé Fesit snadno tivahou. Napisme ji ale ve tvaru (1.9).

Bod (1, #2) na kruznici splituje 1 +x3 = 1. Bod (23, 24) ve &tverci splije —1 < 23—2 <
—% <z4—2< % Mamen=4, m=4,1=1,a

1
27
X = { (21,20, 3,24) | 22 + 22 -1 =0, g—zggo, nggSO, %fmg(), x4f%§0}.

Resime ulohu

min /(21 — 23)2 + (12 — 24)?
za podminek 2?2 +23—1=0
%—Iggo
23 —5 <0
5—1’4§0
z,—-5<0 O

w

V matematické analyze se Fesenim tilohy (1.9) tiké extrémy funkce f vazané podminkami (1.7).
Pokud omezeni chybi, mluvi se o volnijch extrémech funkce f. V matematické optimalizaci se
vzilo ponékud odligné nazvoslovi:

e Funkce f se nazyva icelovd (také pokutova, cenova, kriteridln{) funkee.

e Prvky mnoziny X se nazyvaji pripusind resent, coz je vlastné protimluv, protoZe nemusi
byt fesenimi tlohy (1.9). Prvkum mnoziny argmin,,y f(x) se pak fika optimdini resent
nebo optimdlni argumenty lohy. Cislu mingecx f(x) se tikd optimdlné hodnota lohy.

e Rovnice a nerovnice (1.7) se nazyvaji omezujici podminky, kratce omezent.

e Omezen{ (1.7a) piip. (1.7b) se nazyvaji omezeni typu nerovnosti piip. typu rovnosti. Pokud
omezeni chybi (m = [ = 0), jednd se o optimalizaci bez omezend.

e Pokud je omezeni typy nerovnosti g;(x) < 0 plnéno s rovnosti, tedy ¢;(x) = 0, fikdme, ze
je v bodé x aktivni.

e Pokud X # (), dloha se nazyvd pripustnd, v opatném pifpadé (X = () je nepripusind.
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1.3 Cviceni

1.1. Vyfeste ndsledujici tlohy, piicemz slovni dlohy nejdiive formulujte ve tvaru (1.9). Staci
vam k tomu zdravy rozum a derivace funkef jedné proménné.

a)
b)
c)

d)
e)

f)
g)

min{2? +y?|2>0,y>0, zy>1}

min{ (z —2)2+(y—1)? |22 <1, y* <1}

Méte vyrobit papirovou krabici o objemu 72 litru, jejiz délka je dvojnasobek jeji sitky.
Jaké budou jeji rozméry, mé-li se na ni spotiebovat co nejméné papiru? Tloust’ka stén
je zanedbatelna.

Jaké ma rozmeéry vélec s jednotkovym objemem a nejmensim povrchem?

Najdéte rozmeéry pullitru, na jehoz vyrobu je tfeba co nejméné skla. Tloust’ka stén
je zanedbatelna.

Najdéte obsah nejvétstho obdélnika vepsaného do kruznice s polomérem 1.
Obdélnik v roviné m4 jeden roh v pocitku a druhy na kiivce y = 2% + 272, pFicemz
jeho strany jsou rovnobézné se soufadnicovymi osami. Pro jaké z bude jeho obsah
minimalni? Muze byt jeho obsah libovolné veliky?

Najdéte bod v roviné na parabole s rovnici y = 22 nejblize bodu (3,0).

Hektarové oblast obdélnikového tvaru se ma obehnat ze ti{ stran zivym plotem, ktery
stoji 1000 korun na metr, a ze zbyvajici strany obycejnym plotem, ktery stoji 500
korun na metr. Jaké budou rozmeéry oblasti pfi nejmensi cené plotu?

x,y jsou ¢isla v intervalu [1,5] takovd, Ze jejich soucet je 6. Najdéte tato cisla tak,
aby 22 bylo (a) co nejmensf a (b) co nejvétsf.

Hled4 se n-tice ¢isel xq, ..., x, € {—1,+1} tak, ze jejich soucin je kladny a jejich sou-
¢et minimalni. Jako vysledek napiste (co nejjednodussi) vzorec, ktery udava hodnotu
tohoto minimélniho souc¢tu pro obecné n.

Potkand biatlon. Potkan stoji na biehu kruhového jezirka o poloméru 1 a potiebuje
se dostat na protilehly bod biehu. Potkan plave rychlosti v; a bézi rychlosti vy. Chee
se do cile dostat co nejrychleji, pricemz muze bézet, plavat, nebo zvolit kombinaci
obojiho. Jakou drahu zvoli? Strategie potkana muze byt rtiznd pro ruzné hodnoty vy
a Vg, vyreste pro vSechny kombinace téchto hodnot.

1.2. Necht’ X je libovolnd mnozina a f: X — R. Necht’ g: R — R je rostouci funkce. Dokazte,
ze argmin f(x) = argmin g(f(z)).

zeX zeX
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Cast 1

Pouziti linearni algebry v optimalizaci
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Kapitola 2

Maticova algebra

Cilem této kapitoly je zopakovat si zdkladni maticové pojmy a naucit se manipulovat s mati-
covymi vyrazy a rovnicemi, aniz byste toho zatim museli mnoho védét o linedrni algebte.
Redlnd matice rozméru m x n je zobrazeni {1,...,m} x {1,...,n} — R. Toto zobrazeni
zapisujeme tabulkou
@11 o Qi
A = [ay] =

am1 - Gmn

kde a;; jsou prvky matice. Mnozinu vsech redlnych matic rozméru m x n znacime R™".

Budeme pouzivat tyto nézvy:

e Pro m = n se matice nazyva ¢tvercova a pro m # n obdélnikova, pricemz pro m < n
je Sirokda a pro m > n je tzka.

e Diagondlni prvky matice jsou prvky aii,...,a,,, kde p = min{m,n}. Matice je dia-
gonalni, kdyz vsechny nediagondlni prvky jsou nulové, tedy a;; = 0 pro vSechna i # j.
Vsimnéte si, ze diagondlni matice nemusi byt ¢tvercova. Ctvercovou (m = n) diagondlni
matici znaéime A = diag(ai1, ag, - - ., Gnn)-

e Nulova matice m4d vsechny prvky nulové. Znacime ji 0,,x, (pokud jsou rozméry jasné z
kontextu, pak pouze 0).

e Jednotkova matice je ¢tvercova diagonalni, jejiz diagonalni prvky jsou jednicky. Znacime
ji I, (pokud jsou rozméry jasné z kontextu, pak pouze I).

e Horni [dolni] trojihelnikovd matice m4 a;; = 0 pro vSechna ¢ > j [i < j]. Vsimnéte
si, ze horni/doln{ trojihelnikovd matice nemusi byt ¢tvercové.

2.1 Binarni operace s maticemi

V algebie realnych matic se redlnd cisla nazyvaji také skaldry!. Na maticich jsou definovany
nasledujici operace:

e Soucin skaldru o € R a matice A € R™*" je matice cA = Ao = [aa;;]) € R™™

1 A
Soucin —A piSeme krétce jako — nebo A/a. Soucin (—1)A piseme kratce jako —A.
« «

! Pesnéji, pohlizime-li na mnozinu vSech matic rozméru m x n jako na linedrni prostor, jedna se o skaldry
tohoto linedrniho prostoru.
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e Soucet matic A,B € R™" je matice A +B = [a;; + b;] € R™". Rozdil matic je
A-B=A+(-B).
e Maticovy soucin matic A € R"*? a B € RP*" je matice C = AB € R™*" s prvky

P
k=1

Vsimnéte si, ze ndsobit lze jen matice, které maji vnitini rozmeér (p) stejny.

Vlastnosti maticového soucinu:

e (AB)C = A(BC)

e (A+B)IC=AC+BCaAB+C)=AB+AC

e AL, =A=1,A

e (a¢A)B =A(aB) = a(AB)

Obecné neplati AB = BA (maticovy sou¢in neni komutativni)!

Poznamenejme, ze vyraz aA pro a € R nelze povazovat za maticovy soucin 'matice’” «
rozméru 1 X 1 a matice A, protoze vnitini rozmér matic by byl obecné ruzny. Tedy ndsobeni
matice skaldrem je jind operace, nez maticovy souéin.

Pro ¢tvercovou matici A znaéi A* maticovy souéin k matic A.

2.2 Transpozice a symetrie

Transpozici matice A = [a;;] € R™*" zna¢ime AT = [a;;] € R"*™. Vlastnosti transpozice:
o (aA)T =aA”
o (AT =A
e (A+B) =AT + BT
e (AB)T = BTAT
Ctvercovd matice se nazjva
o symetricka, kdyz AT = A, tj. a;; = aj;,
e antisymetrickd, kdyz AT = —A | tj. a;; = —ay; (z ¢ehoz plyne a; = 0).

2.3 Hodnost

Hodnost (angl. rank) matice je dimenze linedrnfho obalu jejich sloupcu. Znacime ji rank A.
Plati
rank A = rank(AT), (2.2)

tedy hodnost je také rovna dimenzi linedrniho obalu rddku. Dukaz této rovnosti nenf jednodu-
chy, najdete ho v kazdé ucebnici linearni algebry.
Z (2.2) plyne, ze pro matici A € R™" je

rank A < min{m,n}. (2.3)

Kdyz rank A = min{m, n}, fikdme, ze matice md plnou hodnost. Je rank A = n pravé kdyz
A ma4 linedrné nezavislé sloupce, a rank A = m pravé kdyz A mé linearné nezavislé radky.
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Ctvercova matice s plnou hodnosti se nazyva regularni. Ctvercovd matice, kterd nema plnou
hodnost, se nazyva singularni.
Je uzitecné si pamatovat nerovnost (dukaz viz Cviceni 3.13)

rank(AB) < min{rank A, rank B}. (2.4)

2.4 Inverze

Kdyz plati

AB =1, (2.5)
matice B se nazyva prava inverze matice A a matice A se nazyva leva inverze matice B.
Prava ¢i leva inverze nemusi existovat nebo nemusi byt jedind. Prava inverze matice existuje
prave tehdy, mé-li matice linedrné nezévislé radky (viz Véta 3.5). Levd inverze matice existuje
prave tehdy, ma-li matice linedrné nezavislé sloupce (coz plyne z piedchoziho, kdyz si (2.5)
napiseme jako BTAT = T; viz také Véta 3.7).

Jestlize matice A je ¢tvercovd a mé pravou inverzi, ma zaroven i levou inverzi a obé inverze
se rovnaji a jsou jediné. Opravdu: je-li A X =T a YA =1 pak YAX =Y = X. Protoze
toto plati pro kazdou levou inverzi a kazdou pravou inverzi, jsou zaroven jediné. Pak mluvime
pouze o inverzi matice a znacime ji A~!. Matice ma inverzi, prave kdy# je reguldrni. Vlastnosti
inverze:

e AAT'=1I=A"TA
o (A l=A
e (AB)"'=B!'A!

o (aA) ' =a1A7!
(AT)™t = (A YT coz kratce znacime AT,

2.5 Determinant

Determinant je funkce R™" — R (tedy prifazuje ¢tvercové matici skaldr) definovand jako

det A = ngnaﬁaw(i), (2.6)
o i=1

kde s¢itdme pres véechny permutace n prvku o: {1,...,n} — {1,...,n}, pficemz sgn o oznacuje
znaménko permutace. Nékteré vlastnosti determinantu:

o detlI=1

e det(AB) = (det A)(det B)

det A=1 = (det A)~! (plyne z piedchoziho pro B = A~1)
det AT = det A
e det A = 0 praveé tehdy, kdyz A je singuldrni

Determinant je multilinedrni funkce sloupcu matice, tj. je linedrni funkei libovolného
sloupce, jsou-li vSechny ostatni sloupce konstantni.

e Determinant je alternujici funkce sloupcu matice, tj. prohozeni dvou sousednich sloupct
zmeéni znaménko determinantu.

D4 se dokazat, ze prvni dvé vlastnosti determinant jednozna¢éné urcuji: existuje pravé jedna
funkce f: R™*" — R takovd, ze f(I) =1 a f(AB) = f(A)f(B) pro libovolné A, B.

2.6 Stopa

Stopa (angl. trace) ¢tvercové matice A € R™ ™ je soucet jejich diagondlnich prvki, znaéf se
trA =ay + -+ app- (2.7)

Vlastnosti (dokazte!):

e trf(A+B)=trA+trB

o tr(aA) =atrA

o tr(AT) =tr A

e tr(AB) = tr(BA) pro kazdé A € R™*"™ a B € R™™ (tzv. cyklicnost stopy)
Z poslednf rovnosti plyne napt. tr(ABC) = tr(CAB), protoze tr(DC) = tr(CD) kde D = AB.
Podobné napt. tr(ABCD) = tr(CDAB). Ale neplati napi. tr(ABC) = tr(CBA).

2.7 Matice s jednim sloupcem nebo jednim radkem

Matice s jedinym sloupcem (tedy prvek R™*1) se také nazyvd sloupcovy vektor?. Matice s
jedinym Fadkem (tedy prvek RY*") se také nazyva Fadkovy vektor.

Linearni prostor R™*! véech matic s jedinym sloupcem je ‘skoro stejny’ jako linedrni pro-
stor R™ vsech usporadanych m-tic (z1,. .., 2,,). Proto je zvykem tyto prostory ztotoznit a bez
upozornéni prechazet mezi obéma vyznamy. Prvkum

L1
. m
X = (T1,...,%p) = : eR
———
usporddand m-tice Tm

matice m X 1

tohoto prostoru budeme iikat kratce vektory. Jinak feceno, slovem wvektor (bez privlastku)
budeme rozumét sloupcovyj vektor nebo také usporanou n-tici ¢isel®.
Vsimnéme si pipadu, kdy se v maticovém soucinu vyskytuji vektory:
e Pro matici A € R™" a vektor x € R”, vyraz Ax je maticovy soucin matice m x n a
matice n X 1, coz je (sloupcovy) vektor délky m.

e Pro matici A € R™" a vektor x € R™, vyraz xT A je maticovy soucin matice 1 x m a
matice m X n, coz je radkovy vektor délky n.

e Pro x,y € R" je xTy = a9y + -+ + 2.y, je maticovy souéin fadkového vektoru x7 a

sloupcového vektoru y, jehoz vysledkem je skalar. Je to standardni skaldrni soucin vektoru
x a'y (vice si 0 ném rekneme §4.1).

2V linedrni algebie mé slovo vektor obecnéjsi vyznam nez v maticové algebie: znamend prvek linedrniho
prostoru (ktery se nékdy také nazyvé vektorovy prostor).
3Totéz bychom samoziejmé mohli udélat s fadky (a nékdo to tak i déld, napt. poéitacovi grafici).
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e Prox € R™ ay € R" je xy” matice rozméru m x n, které se nékdy ik vnéjsi souéin
vektoru x a y nebo dyada.
Symbol 1, = (1,...,1) € R™ znadi (sloupcovy) vektor s jednickovymi slozkami. Pokud n
plyne z kontextu, piseme jen 1. Pifklad: pro x € R" je 17x = 2y + -+ - 4+ @,.
Symbol e; = (0,...,0,1,0,...,0) € R" (jednicka na i-tém misté) znaéi i-ty (sloupcovy)
vektor standardni baze, kde dimenze n vektoru e; je uréena kontextem. Standardni baze tvori
sloupce jednotkové matice, [e; e,] =1,

2.8 Matice sestavené z bloku

Matici je mozno sestavit z nékolika jejich podmatic (zvanych téz bloky), napf.

8w B

Rozméry jednotlivych bloku musi byt slu¢itelné, napt. v prvnim piikladu musi mit matice A, B
stejny pocet radku a matice A, C stejny pocet sloupcu. V poslednim piikladu jsou rozmeéry
jednotkové matice I a nulové matice 0 uréeny rozmeéry matic A a D.

Pii ndsobeni matic sestavenych z bloku je uzitecné pravidlo, ze lze formélné uzit obvykly
postup pro nasobeni matic, pouze misto prvku matice si predstavime bloky.

Priklad 2.1. Jsou-li a,b, ¢, d, xz,y skalary, mame
Al
c d| |y cr+dy|’
Jsou-li A, B,C,D,X,Y matice vhodnych rozméru, mame tedy (ovérte dle vzorce (2.1)!)
{A B] m B {AX 4 BY]

C D||Y CX + DY O
Casto je uzitecné vnimat matici A € R™*" jako matici sestavenou z blokt
A= [31 an]7
kde sloupcové vektory ai,...,a, € R™ jsou sloupce matice A. Matici 1ze také vnimat jako
sestavenou z bloku
T
a
A - )
ay,
kde Fadkové vektory af, ... al jsou fadky matice A, piicemz ay,...,a,, € R
Vyjadifme-1i matici A € R™*? pomoci radku a matici B € RP*"™ pomoci sloupcu, je
al a'B a’b, --- a'b,
AB=|: | [b b, =[Ab; .-+ Ab,|=| : | =] : . |. (29
az;L azL B a;Z;L b 1 a’lq;b bn
Vyjadifme-li matici A € R™*P pomoci sloupcu a matici B € RP*" pomoci fadku, je
b{
AB=[a; - a =ab] +---+a,bl. (2.10)
bT
]
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2.9 Zlociny pri praci s maticemi

Pti manipulaci s maticovymi vyrazy a rovnicemi délaji zazdtecnici nékdy hrubé chyby, kterych
se lze pri alesponn minimélni pozornosti vyhnout. Takové chyby jsou neomluvitelné. Uved'me
typické priklady téchto zlocinu.

Vyraz je nesmyslny kvili rozmériim matic
Jako prvni piiklad uved’'me chyby, kdy vyraz nema smysl kvuli rozméram matic a vektoru.
Napr.:

e Pokud A € R?*3 a B € R**?, tak nésledujici vyrazy jsou chybné:

A+B, A=B, [AB], A™B, A7' detA, A%

A
e Zcela odstrasujici je pouziti zlomku pro matice, napt. B ‘Zlomkova ¢ara’ neni pro matice
definovéana. Nebyla by totiz jednozna¢nd, protoZe muze znamenat bud’ AB~! nebo B*A.
e Inverze étvercové, ale evidentné singularni matice. Napt. (ww?)~!, kde w € R3. Singula-
rita matice plyne napf. z (2.4).

e Predpoklad existence levé inverze Siroké matice. Ale Sirokd matice ma linedrné zavislé
sloupce, proto nemd levou inverzi. Podobné 1izkd matice matice nemda pravou inverzi.
Napiseme-li proto napt. QQT =1, kde Q € R>*3, je to zlocin.

Piiklad 2.2. Vidime-li vyraz (ATB)~!, musi ndm okamzité hlavou probéhnout tyto tivahy o
rozmérech matic A € R™" a B € R¥*?:
e Aby byly kompatibilni velikosti matic v ndsobeni, musi byt m = k. (Vyjimkou je piipad,
kdy A je skaldr nebo B je skalar — pak by ATB byl sice nezvykly ale korektni z4pis.)
e Jelikoz sou¢in ATB je rozméru n x p, musi byt n = p, protoze invertovat mizeme jen
ctvercovou matici. Ted” tedy vime, ze obé matice musi mit stejny rozmeér.
e 7 nerovnosti (2.4) je jasné, ze pokud by AT byla tizkd nebo B &irokd, ATB by byla
singularni a tedy by neméla inverzi. Abychom se tomu vyhnuli, musi byt obé matice bud’
¢tvercové nebo tzké, m > n.

Zéver: Aby vyraz (ATB)~! mél smysl, je nutné, aby matice A, B mély stejny rozmér a byly
ctvercové nebo tzké. a

Pouziti neexistujicich maticovych identit
Pro manipulaci s maticovymi vyrazy je uzitetné mit v pameéti zasobu maticovych identit. Ovsem
nesmi byt chybné. Typické ptiklady:
e (AB)T = ATBT (pokud v maticovém souc¢inu ATB7 je vnitinf rozmér rizny, je to chyba
uz kvuli rozmérum matic)
e (AB)™! = A"'B! (pro neétvercové matice je to také syntaktickd chyba, pro étvercové
ale singuldrn{ matice je to také chyba kvuli rozmérum matic)
e (A+B)? =A%+ 2AB + B2 Tato identita se opird o velice uzitetnou (aviak neexistujicf)
identitu AB = BA. Spravné je (A + B)? = A2 + AB + BA + B2
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Neekvivalentni tipravy (ne)rovnic

Zde pachatel udéla chybny usudek pii neekvivalentni upravé rovnice ¢i nerovnice. Ekvivalentni
a neekvivalentni Upravy skaldrnich rovnic zname jiz ze zdkladni skoly. Napf. dprava ‘pricti k
rovnici jednicku’ je ekvivalentni, nebot’ (a +b) < (a +1 = b+ 1). Uprava ‘umocni rovnici na
druhou’ je neekvivalentni, nebot’ sice a = b = a? = b%, ale ne a> = b*> = a = b. Piiklady:

o Student si mysli, ze a’x = aly = x =y (nenf pravda, ani kdyz vektor a je nenulovy).

e Student si mysli, ze pokud A € R3*® a AX = AY, pak X =Y (nenf pravda, protoze A
nema linedrné nezavislé sloupce, tedy nema levou inverzi).

e Student si mysli, 7e ATA = BTB = A = B (nenf pravda dokonce ani pro skaldry).

o Student fesi soustavu rovnic {a’x = 0, xTx = 1} pro nezndmou x (tedy a € R" je dédno
ax € R" je nezndmd). Déld to tak, ze ‘vyjadif’ x z prvni rovnice a dosad{ ho do druhé
rovnice. To je tézky zloc¢in, protoze rovnice a’x = 0 ma nekoneéné mnoho feseni a tedy z
ni neplyne, Ze x je rovno jakémukoliv jednomu vektoru.

Dalsi napady pro praci s maticemi

e Pod vyrazy s maticemi a vektory si malujte obdélnicky s rozméry matic, abyste méli jasnou
predstavu o jejich rozmeérech.

e Vidite-li maticovou rovnici ¢i soustavu rovnic, spocitejte si skalarni rovnice a neznamé.

e Pracujte nejen s papirem, ale i s Matlabem. Upravy maticovych vyrazi lze casto overit
na ndhodnych maticich. Napt. chceme-li ovéiit rovnost (AB)T = BTAT, zkusime napf.
A=randn(5,3); B=randn(3,6); (A*B)’-B’#*A’. Samoziejmé to neni dukaz.

2.10 Cviceni

2.1. Vyfeste tyto rovnice a soustavy rovnic pro nezndmou matici X (predpokladejte, ze kazda
potfebnd inverze existuje):

a) AX + B = A2X
b) X — A =XB
) 2X —AX +2A =0

2.2. Resfme soustavu rovnic b; = Xa; (kde i = 1,...,k) pro nezndmou matici X € R™*",
Napiste soustavu jako jedinou maticovou rovnici. Jaké musi byt k, aby soustava méla
stejny poéet (skaldrnich) rovnic jako nezndmych? Za jaké podminky méa soustava jediné
reseni?

2.3. Vyfeste soustavu rovnic { Ax = b, x = ATy}, kde x,y jsou neznamé vektory. Pied-
pokladejte, ze matice AAT je regularni. Najdéte jen vztah pro x, vztah pro y nis ne-
zajima. Ovéite v Matlabu pro ndhodné zadani, které ziskate prikazy A=randn(m,n);
b=randn(m,1).

2.4. Méjme soustavu rovnic pro neznamé x a y:

Ax+By=a
Cx+Dy=>b
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a) Vyjadiete soustavu ve tvaru Pu = q.
b) Je-li a,x € R™ b,y € R", ukaite, ze x = (A — BD"!C)~*(a — BD"!b). Jakou to
ma vypocetni vyhodu oproti poéitani u piimo ze soustavy Pu = q?

2.5. V nasledujicich soustavach rovnic mala pismena znaci vektory a velkd matice. Jaké jsou
nejobecnéjsi rozmeéry matic a vektoru, aby rovnice byly syntakticky spravné? Jaky je pocet
rovnic a neznamych v kazdé soustave? Které z téchto soustav rovnic jsou linedarni?

a) Ax = b, nezndma x.
b) xTAx = 1, neznamd x.
c¢) a’Xb = 0, nezndms X.
d) AX + XAT = C, nezndmd X
e) {XTY = A, XYT =B}, nezndmé X, Y
2.6. Zobrazeni vec: R™™ — R™" (‘vektorizace’ matice, v Matlabu oznaceno A(:)) je defino-

vano tak, ze vec A je matice A prerovnana po sloupcich do vektoru. Kroneckeriv soucin
matic (v Matlabu kron(A,B)) je definovan jako

(l]lB e CLlnB
A®B= e :
amlB o amnB

Pro libovolné matice (s kompatibilnimi velikostmi) plati
vec(ABC) = (CT @ A) vec B. (2.11)

Pouzijte tohoto vzorce pro prevedeni nésledujicich soustav rovnic s nezndmou matici X
do tvaru Pu = q s nezndmym vektorem u. Predpokladejte, ze pocet rovnic je rovny poctu
neznamych. Predpokladejte, ze matice a vektory maji nejobecnéjsi mozné rozméry, aby to
davalo smysl.

a) {bl'Xa;=0,i=1,....k}
b) AX +XAT =C

2.7. Dokazte, ze rovnice AB — BA = I nem4 feseni pro zadné A, B.
2.8. Komutdtorem dvou matic rozumime matici [A, B] = AB — BA. Dokazte:

a) Komutdtor symetrickych matic je antisymetrickd matice.
b) [A,[B,C]] + [B,[C, A]] + [C, [A,B]] = 0 (Jacobiho identita)
¢) [A,BC]=[A,B|C+B[A,C|

2.9. Dokazte Sherman-Morrisoniv vzorec (kde A je regularnf a v A~lu + 1 # 0)

A luvTA!

A Ty\—1 _ A—l _
(A +uv) 1+vTA-1u

a Sherman-Morrison-Woodburyho vzorec (kde I+ VI A~'U je reguldrni)
(A+ UV = A - AT'UT+ VTATIU)IVTATL
2.10. Dokazte pro reguldrni matice A, B, 7e (AB)™! = B~1A~L.
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2.11. Dokazte, ze pro kazdou ¢tvercovou matici A plati:
a) A+ AT je symetricks,
b) A — AT je antisymetrick4,
¢) existuje pravé jedna symetrickd B a pravé jedna antisymetrickd C tak, ze A = B+C,
d) ATA je symetrickd.
2.12. Dokazte, ze pro kazdé A € R™*" a B € R™™ ma matice

L_[ 1-BA B
~ [2A-ABA AB-I

vlastnost L? =1 (kde L? je zkratka pro LL). Matice s touto vlastnosti se nazyva involuce.
2.13. Kdy je diagondalni matice regularni? Co je inverzi diagonalni matice?
2.14. Ukazte, ze diagonalni matice komutuji (tj. AB = BA).
2.15. Dokazte, Ze pokud je I — A reguldrni, pak A(I— A)~' = (I—- A)7'A.
2.16. Dokazte, ze pokud A, B a A + B jsou regularni, pak

AA+B)'B=B(A+B)'A=(A'+B )"

2.17. Dokazte, ze inverze reguldrni symetrické matice je symetrickd matice.

2.18. (%) Necht’ ¢tvercové matice A, B, C,D jsou takové, ze ABT a CD7T jsou symetrické a
plati AD” — BC” =I. Dokazte, ze ATD — C'B =1.

Napovéda a teSeni

2.1a) X=(A’-A)"'B=(A-1)"'A"'B

2.1b) X=A(I-B)!

2.1c) X=2A-2I)"'"A=(A/2-T)"'A

2.2, Lze napsat jako B = XA, kde a; € R” jsou sloupce A € R"*F a b; € R™ jsou sloupce B € R™**,
Neznamych je m x n, rovnic je m x k, tedy musi byt n = k. Pro jediné feseni musi byt vektory
a; linedrné nezavislé.

23. x=AT(AAT) b

i[5 B ] [

2.5.a) Rovnic je m, nezndmych n, kde A € R™*™. Je linedrni.

2.5.b) Rovnice je jedna, nezndmych je n, kde x € R™. Nen{ linedrni.

2.5.c) Rovnice je jedna, nezndmych je mn, kde X € R™*"™. Je linedrni.

2.5.d) Vsechny tfi matice A, C,X musf byt ¢tvercové velikosti n x n. Rovnic i nezndmych je n2.
2.5.¢) Rovnic je m? + n?, nezndmych je 2mn, kde X,Y € R™*" Nenf linedrn{.

2.7.  Pouzijte cyklicnost stopy.

2.17. Necht’ A je reguldrni a symetrickd (tedy ctvercovd). Necht’ BA = I, tedy B je leva inverze A.
7 toho ATBT = ABT =1, tedy BT je prava inverze A. Ale pro reguldrni matici jsou si levé a
pravé inverze rovny (viz §2.4), tedy BT = B.
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Kapitola 3

Linearita

3.1 Linearni podprostory

Mnozina R™ spolu s operacemi séitani vektoru a ndsobeni vektoru skaldrem tvori linedrni prostor
nad télesem R. Zopakujte si z linedrni algebry pojem linearniho prostoru!

Linearni kombinace vektoru xy,...,x; € R" je vektor
X = a1X) + -+ QX (3.1)
pro ngjaké skalary aq, ..., ax € R. Vektory jsou linearné nezavislé, kdyz plati implikace
X+ dax, =0 = o =---=q;=0. (3.2)

V opaéném piipadé jsou linearné zavislé.

Véta 3.1. Jsou-li vektory X1, . .., Xy linedrné nezavislé, koeficienty oy, . . ., oy, jsou vektorem (3.1)
urceny jednoznacné (tj. soustava (3.1) s nezndmymi o, . .., ap ma pravé jedno reseni).

Diikaz. Necht” kromé rovnice (3.1) plat{ také x = 81x; + - - - + Srxy. Odectenim obou rovnic

mame 0 = (a; — B1)x1 + -+ + (ag — Be)xx. Ale z (3.2) plyne a; — 5; = 0, tedy o; = f;. a
Linedrni obal vektoru xi, ..., X, je mnozina
span{xy, ..., xp} ={oaxy + -+ uxp | a1, ..., ap €ER}

vsech jejich linedrnich kombinaci (zde predpokldddme, Ze vektoru je koneény pocet).

Mnozina X C R™ se nazyvé linedrni podprostor (nebo jen podprostor) linedrniho pro-
storu R", jestlize kazda linedrni kombinace kazdé (konetné) mnoziny vektoru z X lezl v X
(neboli ze mnozina X je uzaviend vuci linedrnim kombinacim):

Xl,...,XkGX, O(l,...,OzkER = mx1+---t+ax, e X (33)

Snadno se ukédze, ze linearni obal libovolné mnoziny vektoru je linearni podprostor.
Baze linearniho podprostoru X C R" je linedrné nezavisla mnozina vektoru, jejiz linearni
obal je X. Plati néasledujic{ netrividln{ tvrzeni (diukazy najdete v ucebnicich linedrni algebry):

Véta 3.2.

e 7 kazdé kone¢né mnoziny vektoru lze vybrat bazi jejich linedarniho obalu.
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e Kazdou linedrné nezavislou mnozinu vektoru z linearniho podprostoru Ize doplnit na jeho
bazi.
e Kazdy linedrni podprostor md (alespoii jednu) bazi.

e Kazda bdze kazdého linedarniho podprostoru ma stejny pocet vektorti.

Pocet vektoru baze linedrniho podprostoru X se nazyva jeho dimenze, znacime ji dim X. Je-li
{X1,...,X;} bdze podprostoru X a a;x; + -+ apXx = x € X, potom (jednoznacné uréené)
skaldry o, ..., oy se nazyvaji soufadnice vektoru x v dané bazi.

Véta 3.3. Pro kazdé podprostory X, Y C R™ plati:
o X C Y implikuje dim X < dimY.
e X CY adimX =dimY implikuje X =Y.

Dikaz. Protoze X C Y, kazda béze podprostoru X patii do Y. Dle Véty 3.2 lze tuto bazi
doplnit na bézi podprostoru Y, odtud prvni tvrzeni. Jestlize navic dim X = dimY, kazda
béze X je uz bzl Y (tedy doplnéni neptidd zadny vektor), odtud druhé tvrzeni. O

Priklad 3.1. Mnozina X = span{(1,2,3)} = {a(1,2,3) | « € R} C R? je podprostor R?
dimenze 1. Je to primka prochdzejici pocatkem. Jeji baze je napi. mnozina {(1,2,3)}, jind baze
je mnozina {(2,4,6)}. O
Piiklad 3.2. Mnozina X = span{(1,2,3,0),(0,1,2,—1),(0,2,4,—2)} € R* je podprostor R*
dimenze 2. Vsimnéte si, ze vektory jsou linedrné zavislé. Baze podprostoru X je napf. mnozina
{(1725370)3(071:27_1)}' U
Priklad 3.3. Vsechny mozné podprostory prostoru R? jsou tyto: pocdtek 0 (dimenze 0), viechny
piimky prochdzejici pocdtkem (dimenze 1), vSechny roviny prochézejici poc¢atkem (dimenze 2),
a koneéné cely prostor R? (dimenze 3). O
Piiklad 3.4. Mnozina X = { (1+ o, ) | « € R} C R? (pifmka neprochdzejici po¢dtkem) nenf
podprostor R?, protoze napi. (1,0) € X ale 2(1,0) = (2,0) ¢ X. O
3.2 Linearni zobrazeni
Zobrazeni f: R" — R™ je linedrni, jestlize pro kazdé xi,...,x; € R a ay,...,a; € R plati
flaix) + -+ apxp) = arf(xy) + - - + apf(xp), (3.4)
tedy jestlize ‘zobrazeni linearni kombinace je rovno linedarni kombinaci zobrazeni’.
Véta 3.4. Zobrazeni f: R" — R™ je linedrni, pravé kdyz existuje matice A € R™*" takova, zZe
f(x) = Ax (3.5)

pro vsechna x € R™. Matice A je navic zobrazenim f urcena jednoznacne.

Rikame proto, ze matice A reprezentuje linedrni zobrazeni f.

23

Diikaz. Dukaz jedné implikace je snadny: zobrazeni (3.5) je linedrni, nebot’
flagxg+ -+ axy) = Alarxg + -+ axk) = o Axy +- -+ apAxy = onf(xg) + - -+ apf(xp).

Dokazme opa¢nou implikaci. Necht’ f: R™ — R™ je linearni zobrazeni. Necht’ ey, ..., e, € R"
je standardn{ bdze prostoru R". Pro kazdé x = (z1,...,x,) € R" mdme x = z1e1 + -+ - + x,€,.
Z (3.4) plyne

f(X) = f(xlel + -+ -rnen) = zlf(el) + -t -'L'nf(en) = [f(el) f(En)} X.

Nynf oznacime [f(e;) f(e,)] = A. Tedy A je matice se sloupci f(ey), ..., f(e,).
Dokazme jednoznacnost matice A. Plati-li Ax = Bx pro kazdé x € R", pak samoziejmé
plati A = B, protoze stac¢i dosadit za x postupné vektory ey, ..., e,. O

Piiklad 3.5. Zobrazeni f: R? — R3 definované jako f(x1,29) = (21 + 22,71 — 22,221) je
linedrni. To bychom dokdzali ovéfenim podminky (3.4). Ovsem je to patrné na prvni pohled,
protoze jej lze vyjadrit ve tvaru (3.5):

1 1 - T, + To
f(axy,m) = |1 -1 Lcl} = |21 — 22| = (21 + 29, 11 — T2, 221).
2 0 L 21, 0
Pokud m = 1, linedrni zobrazeni je funkce f: R™ — R tvaru
f(x)=a’x=ax; + - + anty, (3.6)

kde a € R™. Této funkci se téz tika linedrni forma.
Podivejme se blize na vzorec (3.5). Vyraz Ax je maticovy soucin matice m x n matici n x 1
(viz §2.7). Oznacime-li y = Ax, je tedy podle (2.1)

j=1

neboli
Y1 = apry + -+ a1y,

Ym = Qn1T1 + -+ + QpnTnp-

Dile, vyjadiime-li matici A pomoci sloupcu, mame
€
Ax = [a1 e an] =mza; + -+ Tpay, (3.8)

In

tedy vektor Ax je linedrni kombinace sloupct matice A. Naopak, vyjadiime-li matici A pomoci
radku, méame

al afx
Ax=|:|[x=]| [, (3.9)
a, a, X
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tedy slozky vektoru Ax jsou skaldrni souciny rddki matice A a vektoru x. Vsimnéte si, ze (3.8)
a (3.9) jsou specidlni piipady (2.9) a (2.10).
Slozeni linedrnich zobrazeni je opét linedrn{ zobrazeni. Pro f(x) = Ax a g(y) = By médme

(g0 )(x) = g(f(x)) = B(Ax) = (BA)x = BAx,

tedy BA je matice slozeného zobrazeni g o f. Tedy matice slozeného zobrazeni je souc¢inem
matic jednotlivych zobrazeni. To je hlavni duvod, pro¢ je rozumné definovat maticové nédso-
benf jako (2.1): ndsobeni matic odpovidd skldddnd linedrnich zobrazend reprezentovanych témito
maticemi.

3.2.1 Prostor obrazu

S linedrnim zobrazenim jsou spjaty dva linedrni podprostory, prostor obrazu a nulovy prostor
(jadro). Je-li zobrazeni reprezentovano matici jako f(x) = Ax, hovofime o prostoru obrazi a
nulovém prostoru matice A.

Prostor obrazt matice A € R™*™ je mnozina

mgA ={Ax|xeR"} CR™. (3.10)

Interpretace prostoru obrazi:
e Je to mnozina f(R™) vSech hodnot, jichz muze zobrazeni f(x) = Ax nabyt.
e Je to mnozina vsech vektoru y, pro které ma linedrni soustava Ax =y feSeni.
e Dle (3.8) je to linedrni obal sloupcu matice A. Tedy je to linedrni podprostor R™.

Dimenze linedrniho obalu sloupcu se nazyva hodnost matice (uz jsme ji potkali v §2.3),

rank A = dimrng A. (3.11)

Véta 3.5. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. mg A =R™

2. Soustava Ax =y ma reseni pro kazdé y.

3. rank A =m

4. Zobrazeni f(x) = Ax je surjektivni (viz §1.1.2).

5. Rddky matice A jsou linearné nezavislé.

6. Matice A md pravou inverzi, tj. existuje B tak, ze AB =1.

7. Matice AAT € R™™ je reguldrni.

Dukaz.
e | &2 & 3 < 4 plyne piimo z definic.
e 3 & 5 plyne z definice hodnosti a z (2.2).

e 2 = 6 plati, nebot’ soustava Ab; = e; ma feseni b; pro kazdé i (kde e; resp. b; je i-ty
sloupec matice I resp. B). Pro dukaz 6 = 2 polozime x = By.

e Tvrzeni 1 < 7 plyne z rovnosti (5.4a), uvedené pozdéji. a
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Véta 3.6. Pro libovolné matice A, B plati

e mg(AB) Crng A.

e mg(AB) =rng A, jestlize Fddky matice B jsou linedrné nezavislé.
Diikaz. Prvni tvrzeni ikd, ze jestlize soustava z = ABx ma teSeni, pak i soustava z = Ay ma
feseni. To je ale jasné, protoze muzeme polozit y = Bx. Druhé tvrzeni navic iikd, ze jestlize
B ma linedarné nezavislé radky a z = Ay ma feSeni, pak i z = ABx m4 feSeni. To plati, nebot’
dle implikace 5 = 2 ve Vété 3.5 ma soustava Bx =y feseni pro kazdé y. g

3.2.2 Nulovy prostor
Nulovy prostor matice A (také se nazyvé jddro zobrazeni f(x) = Ax) je mnozina
mllA ={xeR"| Ax=0} CR" (3.12)

Interpretace nulového prostoru:
e Je to mnozina vsech vektort, které se zobrazi na nulovy vektor.
e Podle (3.9) je to mnozina vsech vektoru, které jsou kolmé na kazdy rddek matice A. Z

toho je vidét, ze je to linedrni podprostor R™.

Véta 3.7. Nasledujici tvrzent jsou ekvivalentni:

—

. null A = {0} (tj. nulovy prostor je trividlni).

. Soustava Ax = 0 ma jediné reseni x = 0.

. rank A = n.

. Zobrazeni f(x) = Ax je injektivni (viz §1.1.2).

Sloupce matice A jsou linearné nezavislé.

. Matice A ma levou inverzi, tj. existuje B tak, ze BA =1.
. Matice ATA € R™" je reguldrni.

NS oA W N

Dikaz.
e Ekvivalence 1 < 2 plyne z definice nulového prostoru (3.12).
e Ekvivalence 2 < 5 plyne z definice linedrn{ nezdvislosti (3.2), tj. Ax =0 = x=0.
e Ekvivalence 3 < 5 plyne z definice hodnosti (3.11).

e Tvrzeni 4 ikd, ze pro kazdé x,y je Ax=Ay = x=y,tj. A(x—y)=0 = x—y=0.
Ale to je definice (3.2) linedrni nezavislosti sloupcti A. Tedy plati 2 < 4.

Tvrzeni 6 je ekvivalentni tomu, Ze matice AT md pravou inverzi, tj. ATBT = 1. Tedy
3 < 6 plyne z Véty 3.5.

e Tvrzen{ 1 < 7 je plyne z rovnosti (5.4b), uvedené pozdéji. O

Véta 3.8. Pro libovolné matice A, B plati:
e null(AB) D null B.

e null(AB) = null B, jestlize sloupce matice A jsou linedrné nezavislé.
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Dukaz. Prvni tvrzeni 1ikd, ze Bx = 0 = ABx = 0, coz plati vyndsobenim matici A zleva.
Druhé tvrzeni iikd, ze kdyz A ma linedrné nezavislé sloupce, pak ABx =0 = Bx = 0. To
plati, nebot’ dle implikace 5 = 2 ve Vété 3.7 mame Ay =0 = y =0. (]

Dimenze prostoru obrazu a nulového prostoru jsou svazany nasledujicim vztahem:
Véta 3.9. Pro kazdou matici A € R™*™ plat{

dimrng A + dimnull A = n. (3.13)

Veéte 3.9 se tika rank-plus-nullity theorem, kde nullity oznacuje dimenzi nulového prostoru
matice. Jeji dikaz je netrividlni, najdete ho v kazdé ucebnici linedrni algebry. Interpretace véty:

e Kazdd dimenze na vstupu zobrazeni f(x) = Ax se bud’ ‘smackne’ do nulového vektoru
nebo se objevi na vystupu.

e Pocet linedarné nezavislych reseni linearni homogenni soustavy Ax = 0 je n — rank A.

e Protoze rank A = rank(AT), rovnost (3.13) lze psat také jako
dimmg(AT) + dimnull A = n. (3.14)

Protoze rng(AT) je linedrn{ obal fadki matice A a null A je mnozina viech vektort kol-
mych na fddky A, rovnost (3.14) ifkd, ze soucet dimenz{ téchto dvou podprostoru pro-
storu R™ je n. O tom si vice fekneme v ¢dsti o ortogondlnim dopliku (§4.2).

3.3 Afinni podprostor a zobrazeni

Afinni kombinace vektoru xi, ..., x; € R" je linearni kombinace ayx; + - - - + apXy, ve které
koeficienty kombinace spliuji
ap+--+ap = 1.

Afinni obal vektoru x, ..., Xy je mnozina vsech jejich afinnich kombinaci. Mnozina A C R" je
afinni podprostor® linedrntho prostoru R”, jestlize kazd4 afinni kombinace kazdé (koneéné)
mnoziny vektoru z A lezi v A (neboli mnozina A je uzaviend vuéi afinnim kombinacim):

X,.... X, €A, o+ ta=1 = oxg+---+apx, €A (3.15)

Afinni kombinace nezdvisi na pocdtku. To znamend, ze afinni kombinace vektoru posunutych
o vektor X je rovna afinni kombinaci neposunutych vektoru posunuté o xq. To snadno dokdzeme:

ay(x1+X0)+ - Fap(Xp+X0) = Xy +- -+ apXp+ (- F )Xo = @Xg+ -+ X+ Xo.
Na rozdil od toho, soucet vektoru (a tedy i obecnd linedrni kombinace) na pocatku zavisi.
Priklad 3.6. Afinni obal dvou bodu x1,x5 € R™ je mnozina

aff {x;,x2} = {aux) +aoxo |y +ap =1}

Pokud x; # x5, je touto mnozinou pfimka prochazejici body xi,xy. Tato piimka je afinni
podprostor R™. Na obrédzku dole vlevo je nékolik bodu na pifmce a pifslusné koeficienty (aq, aa).

LVsimnéte si, ze definujeme afinni podprostor linedrniho prostoru, ale uz ne afinni prostor sam o sobé. Definice
afinnfho prostoru bez odkazu k néjakému linedrnimu prostoru (tj. pomoci axiomu) existuje, ale neuvadime ji.
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Naproti tomu, linedrni obal dvou vektori x;, %, (pokud jsou linedrné nezavislé) je rovina
prochézejici témito dvéma body a pocatkem 0.
Afinni obal ti{ bodu x;, X2. x3 € R™ je mnozina

aff {x1,%0,%x3} = { cuxy + oo + asx3 | a1 +ag + a3 =1},

Pokud body x1, X2, x3 nelezi v piimce, je touto mnozinou rovina jimi prochézejici. Tato rovina
je afinni podprostor R™. Na obrazku vpravo je nékolik bodu v této roviné a prislusné koeficienty
(o, @z, aiz).

Protoze afinni kombinace nezavisi na poloze pocdtku, do obrazku jsme pocatek ani nekreslili
a prvky R™ jsme kreslili jako body a ne jako vektory (tj. sipky spojujici pocédtek s koncovym
bodem), coZ by bylo tieba u linearnich kombinac{?. a

Body x3, ..., x; € R" jsou afinné nezavislé, jestlize zadny neni afinni{ kombinace ostatnich.

Pi#iklad 3.7. Dva body x1,x; € R" jsou afinné nezavislé, pravé kdyz x; # x» (neboli nejsou
identické). Tl body x1,X2,x3 € R" jsou afinné nezdvislé, pravé kdyz nelezi v jedné pifmce
(neboli nejsou kolinedrnt). Viz Piiklad 3.6. Ctyfi body x1, Xa, X3, %4 € R" jsou afinné nezavislé,
prévé kdyz nelezi v jedné roviné (neboli nejsou koplandrnt). O
Véta 3.10. Pro mnozinu A C R" jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

1. A je afinni podprostor R".

2. Existuje linedrni podprostor X C R™ a vektor xo € R™ tak, ze A = {x+x¢ | x € X }.

3. Existuje matice A € R™™ a vektor b € R™ tak, 7e A={xeR" | Ax=b}.

Diikaz. Dukaz 1 = 2: Necht’ xo € A. Ukdzeme, ze mnozina X = {x —x¢ | x € A} je linedrni

podprostor, tedy Ze linedrni kombinace vektoru z X lezi v X. Tzn. ze pro kazdé x;,...,x, € A
aag,...,q € R musf existovat x € A tak, ze aj(x3 —Xo) + -+ + ap(xp — X9) = x — xg. To
plati pro x = apxo + ayxy + -+ + apxp kde ag = 1 — oy — - - - — oy, (ovérte dosazenim!).

Dukaz 2 = 3: Necht’ A je matice takovd, ze X = null A. Necht’ xq je libovolné takové, ze
Axy = b (tzv. partikuldrni reseni soustavy). Necht’ b = Ax,. Pak

{x+x|xeX}={x+x|Ax=0}={x|A(x—%9) =0} ={x|Ax=Db}.

Dukaz 3 = 1: Mame dokazat, ze mnozina A = {x | Ax = b} je afinni podprostor. Necht’
Xy,..., X € Aaag+---+ap=1. Pak

Alonxy + -+ apxp) = alAxy + -+ g Axy = arb 4+ - -+ b = b. O

2To je jeden z divodii, pro¢ se prvkim afinntho (pod)prostoru itkd body zatimto prvkiim vektorového (=
linedrniho) (pod)prostoru vektory.
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Ekvivalence 1 < 2 ve véteé 1ikd, ze afinni podprostor neni nic jiného nez ‘posunuty’ linearni
podprostor (tedy nemusi prochédzet pocatkem, na rozdil of linedrniho podprostoru). Viz obrazek
(ve kterém jsme pouzili zkrdcené oznaceni {x +xo [ x € X } = X +xo):

A=X+X0

X0
X

Dimenze afinniho podprostoru je dimenze tohoto linearniho podprostoru. Afinnimu pod-
prostoru R™ dimenze 0, 1, 2 a n — 1 se ¥ika po fadé bod, pfimka, rovina, a nadrovina.

Ekvivalence 1 < 3 ve véte fikd, ze afinni podprostor neni nic jiného nez mnozina feseni
néjaké (ne nutné homogenni) linedrn{ soustavy?.

Zobrazeni f: R" — R™ nazveme afinni, pokud (3.4) plati pro vSechna oy + -+ + ap = 1,
tedy zobrazen{ afinni kombinace je rovno afinni kombinaci zobrazeni. Lze dokézat (proved’te!),
ze zobrazeni f je afinni, pravé kdyz existuje matice A € R™*" a vektor b € R™ tak, ze

f(x) = Ax+b. (3.16)
Vsimnéte si, ze dle Véty 3.10 je mnozina f(R™) C R™ afinni podprostor.

Piiklad 3.8. Zobrazeni f: R? — R® definované jako f(z1,22) = (71 + 2o + 1,21 — 29 — 2,277)
je afinni. To bychom mohli dokézat ovérenim podminek (3.4) pro oy + -+ + o = 1. Ale je to
patrné i z toho, ze zobrazeni lze vyjadrit ve tvaru (3.16):

1 1 . 1
fo,20) = |1 —1 LAI} + (-2
2 0] 7 0 O
Pro m = 1 se zobrazeni (3.16) nazyva také afinni funkce? f: R* — R a m4 tvar
fx)=ax+b=az + -+ ayz, +b, (3.17)

kde ae R" ab e R.

3.4 Cviceni

3.1. Rozhodnéte, zda nésledujici mnoziny jsou linearni nebo afinni podprostory R™ a kdyz ano,
urcete jejich dimenze:

3Proto se afinnfmu podprostoru také iika linedrni varieta. Je to specidlni piipad algebraické variety, coz je
mnozina vSech feSeni soustavy polynomidlnich rovnic.

4V linedrni algebfe znamend slovo ‘linedrni’ néco jiného nez v matematické analyze. Napi. funkci jedné
proménné f(z) = ax + b zndte ze zékladni skoly jako linedrni, v linedrn{ algebfe vSak linedrni neni — je afinni.
Ovsem soustavé rovnic Ax = b se fikd ‘linedrn{’ i v linedrni algebie.
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a) {xeR"|alx =0} pro dané a € R"
b) {xeR"|a’x=0b} prodané a € R", b€ R
¢) {xeR"[xTx=1}
d) {xeR"|ax?” =1} pro dané a € R"
e) {xeR*| Y z;=0}
3.2. Je ddno zobrazen{ f(x) = x x y, kde y € R? je pevny vektor a x oznacuje vektorovy

soucin. Jde tedy o zobrazeni R® — R®. Je toto zobrazeni linedrn{? Pokud ano, najdéte
matici A tak, aby f(x) = Ax. Cemu je rovno AT? Jakou hodnost mé A?

3.3. Mame zobrazen{ f: R? — R3 definované jako f(z,y) = (v + y,2x — 1,2 — y). Je toto
zobrazen linedrni? Pokud ano, napiste ho ve forme (3.5). Je toto zobrazen{ afinni? Pokud
ano, napiste ho ve formé (3.16). Obé odpovédi dokazte z definic.

3.4. Méjme nehomogenni linearn{ soustavu

r+2y+ z=1
—r+ y+2z2=2

dvou rovnic o tfech nezndmych. Napiste mnozinu feSenf soustavy jako X +xg, kde X C R3
je linedrn{ podprostor (napiste jeho bdzi) a xo € R.

3.5. Najdéte bazi prostoru obrazu a bazi nulového prostoru nasledujicich linearnich zobrazeni:

a) f(xry,xe,x3) = (11 — T2, 29 — w3 + 211)
b) f(z1,22) = (221 + 29, 71 — 9, 229 + 71)

3.6. Mate matice A a B se stejnym poctem fadku. Jak byste ovérili, zda rng A = rng B,
umite-li spocitat hodnost libovolné matice?

3.7. Které z téechto vyroku jsou pravdivé? Kazdy vyrok dokazte nebo najdéte protipriklad.
Nékteré vyroky mohou platit jen pro urcité rozméry matic — najdéte tedy co nejobecnéjsi
podminky na rozméry matic, aby vyroky byly pravdivé.

a) Pokud AB m4 plnou hodnost, pak A a B maji plnou hodnost.
b)
¢) Pokud A a B maji trividlni nulovy prostor, pak AB m4 trividlni nulovy prostor.
)

d) (%) Pokud A a B jsou 1izké s plnou hodnosti a plati A”B = 0, pak matice [A B] je
uzké s plnou hodnosti.

Pokud A a B maji plnou hodnost, pak AB mé plnou hodnost.

e) (%) Pokud matice {A m4 plnou hodnost, pak A i B maji plnou hodnost.

0
0 B
3.8. Necht’ X je linearni podprostor R™ a f: R" — R™ je linedrni zobrazeni. Je mnozina f(X)
linedrni podprostor R™? Odpovéd’ dokazte.

3.9. Najdi afinni zobrazeni f: R? — R? které zobrazi trojihelnik s vrcholy p1, p2, ps € R? na
trojihelnik s vrcholy qi, q2, q3 € R2. Zobrazeni mé zobrazit bod p; do bodu q; atd.

Obecnéji, mame k dvojic bodu (p1,q1), - -, (P, k), kde p; € R™ a q; € R™. Kolik dvojic
potrebujeme, aby existovalo jediné afinn{ zobrazeni f tak, ze f(p;) =q;, i =1,...,k?

3.10. Zjisti, zda existuje linedrni funkce f spliujici tyto podminky:
a) f(1,2) =2, f(3,4) =3.
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b) f(1,2) =2, f(3,4) =3, f(5,6) =4. 3.10.a) Je f(z1,72) = a171 + asxe. Resime soustavu aj + 2a2 = 2, 3a; + 4ag = 3. Tato soustava mé

¢) f(1,0,1) = —1, f(0,1,2) =1, f(1,1,3) = 2. feseni, tedy linearni funkce existuje.

3.10.b) Ano.

3.10.c) Ne.

3.13. Z Véty 3.6 je rank(AB) < rank A. Dle (2.2) je rank(AB) = rank((AB)”) = rank(BTAT) <
rank(BT) = rank B.

3.14. Necht’ sloupce B tvoii bézi podprostoru rng A. Pak kazdy sloupec a; matice A je linedrni kom-
binaci sloupci B, tedy a; = Bc;. Vektory c; tvoii sloupce matice C.

3.11. Mame podprostor X C R3 s bdzi tvofenou vektory (1,2,3) a (—1,0,1). Necht’ x = (2,2, 2).
Plati x € X? Pokud ano, najdéte soufadnice vektoru x v této bazi.

3.12. Necht’” A m4 linedrné nezavislé sloupce. Ukazte, ze kazda baze podprostoru rng A je tvo-
tena sloupci matice AB pro néjakou reguldrni matici B.

3.13. Dokazte, ze pro libovolné dvé matice plati rank(AB) < min{rank A, rank B}.

3.14. Dokazte, ze pro kazdou matici A € R™*™ hodnosti r existuji matice B € R™*" a C € R™"
tak, ze A = BC. Poznamenejme, ze tomuto rozkladu se iikéd rozklad matice podle
hodnosti (rank factorization). Jestlize r < min{m, n}, muzeme tim v nekterych situacich
usetfit pamét’ nebo ¢as. Porovnejte velikost paméti potiebné pro ulozeni matice A a matic
B, C. Jak byste efektivné spocitali soucin Ax?

3.15. (x) Méjme vektory Xy, ..., Xy. Vektor x; nazveme klicovy, je-li linedrné nezdvisly na pred-
chozich vektorech xy, ..., x;_;. Dokazte, ze mnozina klicovych vektoru je baze podprostoru
span{xi, ..., Xy }. Viimnéte si, ze vlastné dokazujete tieti tvrzeni Véty 3.2.

3.16. (x) Méme linedrné nezavislé vektory ay, ..., a,, € R" a hleddme vektory a,, 1, ...,a, € R"
tak, aby vektory ai,...,a, byly linedrné nezavislé. Dokazte, ze to jde udélat nasledovné.
Necht” A € R™*" je matice s fadky af,...,al. Vybereme mnozinu J C {1,...,n} linedrné
nezavislych sloupcu matice A (viz predchozi cviceni). Pak zvolime vektory an,i1,...,a,
jako n—m vektoru standardni baze e; € R™ kde j € {1,...,n}\ J. Vsimnéte si, ze vlastné
dokazujete ¢tvrté tvrzeni Véty 3.2.

Napovéda a reSeni
3.1.a) Linedrni podprostor, dimenze n — 1 pro a # 0 a n pro a = 0.

3.1.b) Afinni podprostor dimenze n —1 proa # 0 an proa =0, b= 0. Pro a =0, b # 0 je mnozina
prazdna (tedy neni afinni podprostor).

3.1.c) Neni linedrni ani afinni podprostor (je to sféra).

3.1.d) Pro n =1 je mnozinou jediny bod, tedy afinni podprostor prostoru R. Pro n > 1 je mnozina
je prazdna (tedy neni afinni podprostor), protoze soustava ax’ = I nem4 feseni pro zadné a,x
(mozny dikaz: je rankI = n, ale rank(ax’) < 1).

3.1.e) Linedrni podprostor dimenze n — 1.

0 ys —u2
3.2.  Jelinedrni, A = | —ys 0 w1 | je antisymetrickd hodnosti 2.
¥2 —h 0
1 1 0
3.3. Jeafinni. Je f(x) = Ax+b,kde A= 1|2 0| b=(0,-1,0)= |-1|,x=(z,y) = [z}
1 -1 0

3.4. Napt. (1,—1,2) +span{(1,-1, 1)} ={(1+o,-1 —,24+a) |a e R }.
3.5.a) g A = R? a tedy béze rng A je napfi. Io. Béze null A je napt. (1,1,3).
3.5.b) Bdze rng A je napf. (2,1,1), (1, —1,2). Bdze null A je napi. (0,0).

3.6. rngA =rngB je ekvivalentn{ rank A = rank[A B| = rank B.

3.9. Resime soustavu q; = Ap; +b,i=1,...,k, pro A, b.
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Kapitola 4

Ortogonalita

4.1 Standardni skalarni soucin
Prostor R™ je prirozené vybaven standardnim skaldrnim soucinem
XTy =21y + -+ TpYn = yTX~

Skaldrn{ soucin splituje Cauchy-Schwarzovu nerovnost (x7y)? < (xT'x)(yTy).
Standardni skaldrni soucin indukuje eukleidovskou normu

Ixll = VxTx = (af + - +2p)', (4.1)

Norma spliiuje trojihelnikovou nerovnost || x+y|| < ||x|+|y||. Ta snadno plyne z Cauchyovy-
Schwarzovy nerovnosti (umocnéte a rozndsobte). Norma méii délku vektoru x.
Uhel ¢ dvojice vektoru se spocita jako

XTy

EEE (4.2)

cosy =

Specidlné, vektory jsou ortogondlni neboli kolmé, jestlize x”y = 0, coz znacime také x L y.
Eukleidovska norma indukuje eukleidovskou metriku

dx,y) =[x -yl (4.3)

kterd meéri vzddlenost bodu x a y.

Protoze pro n = 3 takto definované pojmy délky, ihlu a vzdalenosti dobfe modeluji prostor,
ve kterém zijeme, prostoru R™ se standardnim skaldrnim souc¢inem se ¢asto iika Eukleidovsky
prostor.

4.2 Ortogonalni podprostory

Vektor y € R" je ortogondlni na podprostor X C R" (coz zna¢ime y L X nebo X L y),
je-liy L x pro kazdé x € X. Pro testovani této podminky staci ovérit, Zze y je kolmy na kazdy
bézovy vektor podprostoru X, nebot’ (dokazte!)

y Lspan{xy,...,x;} <= yLlx; ...,y Lx (4.4)
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Podprostory X, Y C R™ jsou ortogondlni (zna¢ime X L Y), je-li x Ly pro kazdé x € X
ay €Y, neboliy L X pro kazdé y € Y. Plati

X1Y = XnY-={oh. (4.5)

nebot’ jediny vektor kolmy sam na sebe je 0 (rozmyslete!).
Ortogonalni doplnék podprostoru X C R"™ je mnozina

Xt={yecR"|y LX} (4.6)
vsech vektoru z R™ kolmych na podprostor X. Mnozina (4.6) je podprostor R” (dokazte!).

Piiklad 4.1. Dvé na sebe kolmé pifmky v R? prochdzejici pocatkem jsou ortogondlni pod-
prostory, nejsou ale ortogondlni doplnék jeden druhého. Ortogondlni doplnék k pifmce v R3
prochézejici pocatkem je rovina prochéazejici poc¢atkem, kterd je na tuto primku kolma. a

Piiklad 4.2. Pozor, sténa mistnosti nenf kolméd na podlahu (proc?). |

S ortogonalnim doplitkem jsme se vlastné uz setkali v §3.2.2: nulovy prostor je tvoren vSemi
vektory kolmymi na fadky matice. Tedy je-li X = rng(AT), pak X+ = null A. Pfesnéji by se
toto tvrzeni dokédzalo z (4.4).

Piiklad 4.3. Ortogondlni doplnék podprostoru X = span{(1, 2, 3), (0,1, —1)} je mnozina vsech

vektoru (xy,xq, x3) spliujicich x; + 2x9 + 3x3 = 22 — 23 = 0, neboli X+ =null Ll) ? _il’)] . g
Véta 4.1. Pro kazdé podprostory X, Y C R" plati:

1. dim X + dim X+ = n,

2. X 1Y adimX +dimY = n implikuje Y = X+,

3. (XHt=X.

Diikaz.
1. Tvrzeni 1 je rovnost (3.14), kde X = rng(AT) a X+ = null A.

2. Plati X LY < Y C X' (nebot’ Y C X+ znamen4, 7e kazdy vektor z Y je kolmy na X).
Dle tvrzeni 1 tedy dim(X*) =n — dim X = dim Y. Dle Véty 3.3 proto Y = X*.

3. Necht’ Y = X*. Z toho plyne X L Y adim X +dimY = n. Z toho ale dle tvrzeni 2 plyne
X = YL — (XL)L. O

Dle tvrzeni 3 je Y = X+ & Y = X1,V tom piipadé proto iikdme, ze podprostory X a Y
jsou ortogondlnim doplikem jeden druhého.
Zformulujme podrobnéji souvislost ortogonalniho dopliiku a nulového prostoru:

Véta 4.2. Pro kazdou matici A plat{

(g A)* = null(A”). (4.7a)
(null A)* = rng(AT), (4.7b)

Dikaz. Sta¢i si uvédomit, pro kazdou A € R™*™ ze:
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e mgA ={Ax|x € R"} CR™ je linedrni obal sloupcu A,

e nullA = {xeR"| Ax =0} C R" je prostor vsech vektoru kolmych na fadky A,

o mg(AT) = {ATx | x € R™} C R" je linedrn{ obal fadkt A,

e null(AT) = {x e R™" | ATx =0} C R™ je prostor viech vektorti kolmych na sloupce A.

Rovnost (4.7a) plyne pifmo z toho (pro pfesny dukaz bychom uzili (4.4)). Rovnost (4.7b) se
ziskd pouzitim rovnosti (4.7a) na matici AT a rovnosti (X+)* = X. O

4.3 Ortonormalni mnozina vektoru

Vektor x nazveme normalizovany, pokud ma jednotkovou délku (||x|| = 1 = xTx). Mnozinu
vektortu {xi, ..., X} nazveme ortonormalni (krdtce iikdme, ze vektory xi,...,Xy jsou orto-
normdini®), jestlize kazdy vektor z této mnoziny je normalizovany a kazda dvojice vektori z
této mnoziny je ortogonalni, tedy

x]x; = {0 Kz i £, (4.8)
1 kdyzi=j.
Véta 4.3. Ortonormalni mnozina vektoru je linedrné nezavisla.
Driikaz. Vynasobme levou stranu implikace (3.2) skaldrné vektorem x;, coz da
0= x?O = alx?xl 4+ 4 akx?xk = aix?xi = ;.

Kdyz to udélame pro kazdé i, mame ay = --- = oy, = 0. O
Véta 4.4. Necht’ jsou vektory xi,...,X; ortonormalni. Necht’

X = 1X1 + -+ QX (4.9)

Pak o; = xI'x.

Diikaz. Vynasobenim rovnice (4.9) zleva skaldrné vektorem x; méme xiTx = xfxiai =q;. O

Piipomenme (§3.1), ze skaldry ai,...,as jsou soufadnice vektoru x v ortonormélni bazi
{x1,...,x;} podprostoru span{xy, . .., x; }. Ze stfedn{ skoly vite (zopakujte o odvod'te!), ze x x
je délka ortogonélni projekce vektoru x do (normalizovaného) vektoru x;. Uvédomte si rozdil
oproti situaci, kdy vektory Xy, ...,X; jsou linedrné nezavislé, ale ne ortonormélni (Véta 3.1): v
tom pripadé bychom koeficienty «; museli poéitat Fesenim linedrn{ soustavy (4.9).

Dosazenim do (4.9) dostaneme, ze pro kazdé x € span{xy,...,X;} plati

x = (xI'x)x; + - + (xFx)x;. (4.10)

Podotknéme, 7ze ortonormalni baze linedrniho (pod)prostoru odpovidd tomu, co ze zdkladn{
skoly zndte pod pojmem ‘kartézsky souradnicovy systém’. Souradnice bodu (pod)prostoru vuci
jeho ortonormdlni bézi (viz §3.1) pak zndme jako jeho ‘kartézské souradnice’.

'To je pifsné Feceno nespravné, protoze ortonormalita nenf vlastnost jednoho vektoru, ale mnoziny vektor.
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4.4 Matice s ortonormalnimi sloupci

Necht’ sloupce matice U € R™™ tvoii ortonormalni mnozinu vektort?. Dle Véty 4.3 jsou
sloupce U linedrné nezdvislé, tedy nutné m > n (tj. U je ¢tvercovd nebo tzkd). Podminku
ortonormality (4.8) sloupcu matice U lze psat strucné jako

U'u=1 (4.11)

To také znamend, ze U7 je levé inverze matice U a U je pravé inverze matice U7 (viz §2.4).
Dle Véty 4.4 pro kazdé x € rng U platf UUTx = x, co# je rovnost (4.10) v maticovém tvaru.
Linedrn{ zobrazen{ f(x) = Ux (zobrazeni{ z R™ do R™) zachovava skaldrn{ soucin, nebot’

f(x)"f(y) = (Ux)"(Uy) =x"U"Uy = x"y. (4.12)

Pro x = y dostaneme, Ze se zachovavd také eukleidovskd norma, ||f(x)| = [|Ux|| = ||x]||. Tedy
zobrazeni f zachovava délky a 1hly. Takova zobrazeni se nazyvaji isometrie.

Véta 4.5. Pro kazdou ¢tvercovou matici U plati
U'U=1 < U'=U"' = UU'=L (4.13)

Diikaz. Necht’ plati leva rovnost. Pak jsou sloupce U ortonormélni a tedy linedrné nezavislé.
To ale znamen4, 7ze U je reguldrni, protoze je étvercova. Vyndsobenim levé rovnice matici U™!
zprava ziskdme prostfedni rovnici. Vynasobenim prostiedni rovnice matici U zleva ziskdme
pravou rovnici. Zbylé implikace dokdzeme podobné. O

Veéta k4, ze ma-li ¢tvercova matice ortonormalni sloupce, mé ortonormalni i fadky, a inverze
takové matice se spocita jednoduse transpozici. Ctvercové matici spliujici podminky (4.13) se
k4 ortogonalni matice.

Zdiraznéme, Ze pokud U je obdélnfkova s ortonormalnimi sloupci, neplatf UU? =T (plat{
pouze UUTx = x pro kazdé x € rng U). Déle, pokud mé U ortogonaln{ (ne viak ortonormélnf)
sloupce, nemusi mit ortogonalni fadky®.

Necht’ U je ortogonalni matice. Vezmeme-li determinant obou stran rovnice UTU = 1,
mame det(UTU) = det(UT) det U = (det U)? = 1. Tedy det U € {—1,1}.

e Pokud det U = 1, matici se iikd specidlni ortogondalni nebo také rotacéni, protoze

transformace f(x) = Ux (zobrazeni z R" do sebe) znamend otocéeni vektoru x okolo
pocatku. Kazdou rotaci v prostoru R” Ize jednoznacné reprezentovat rotacni matici.

e Pokud det U = —1, transformace f je slozenim otoceni a zrcadleni (reflexe) kolem nadro-
viny prochézejici poc¢atkem.

Priklad 4.4. Vsechny rotacni matice 2 x 2 lze napsat jako

__|cosp —sing
T |sing  cosp

pro néjaké . Nésobeni vektoru touto matici odpovida otoceni vektoru v roviné o thel .
Zkontrolujte si, ze UTU =1 =UUT a detU = 1. O

2Takové matice se Castéji znaci pismeny U, V,Q a ne A, B jak jsme zvykli.

3To je moznd diivod, proé se étvercové matici s ortonormalnimi sloupei (tedy i fadky) nefikd ‘ortonorméln{’
ale ‘ortogondlni’. Obdélnikova matice s ortonormélnimi sloupci a ¢tvercovd matice s ortogonalnimi (ne vsak
ortonormdlnimi) sloupci zvldstni jména nemaji.
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Piiklad 4.5. Zrcadleni (neboli reflexe) v R? kolem pifmky prochdzejici pocdtkem a smérnici
tan(y/2) je reprezentovano ortogondlni matici

U= {cosgo sin go] .

sing —cos @ O

Piiklad 4.6. Permutacni matice je ¢tvercova matice, jejiz sloupce jsou permutované vektory
standardni baze. Napft.

010
[63 e eg] =10 0 1
100

Permutacni matice je ortogondlni (dokazte!) a jeji determinant je rovny znaménku permutace.C]

4.5 Ortogonalni projekce

Ortogonalni projekce vektoru z € R™ na podprostor X C R™ je vektor x € X takovy, ze
(z—x) L X. Viz obrazek:

Ukazeme, jak ortogonalni projekci spocitat, je-li dana ortonormadlni baze podprostoru X,
tedy je-li ddna matice U € R™ " takovd, ze X = rngU a UTU = 1. Protoze (jak ukdZeme
v §4.6) kazdy podprostor mé ortonormdalni bazi, dokdzeme tim zdroven i existenci a jedno-
znacnost ortogondln{ projekce. Piipadem, kdy podprostor X je zaddn libovolnou (ne nutné
ortonorméln{) bazi, se budeme zabyvat pozdéji v §5.1.1.

Véta 4.6. Necht’ UTU = 1. Ortogonalni projekce vektoru z na podprostor rng U je vektor
x =UU"z (4.14)

Diikaz. Hleddme vektor x € rng U spliiujici (z — x) L rng U. Dle (3.10) je x € rng U, prave
kdyz x = Ua pro néjaké a. Podminka (z — x) L rng U tika, ze vektor z — x = z — Ua je
kolmy na sloupce matice U. To lze psét jako U”(z — Uar) = 0 neboli UTz = UTUa. Protoze

UTU =1, tato rovnice mé pravé jedno feseni o = U”z. Po dosazeni x = Ua = UUTz. O
Oznaéime-li uy, . . ., u, sloupce matice U, dle (2.10) Ize vzorec (4.14) pséat jako*
x=UUTz=uwulz+ - +u,ulz=(ulz)u + -+ (u2)u,, (4.15)

1Protoze uu’z = (u?'z)u. Pozor ale: zévorka ve vyrazu (ulz)u je nutnd, protoze soucin vyrazii u’z a u

neni maticovy soucin, ale ndsobeni vektoru skaldrem (viz pozndmka v §2.1).
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kde skaldry o; = ul'z jsou soufadnice vektoru x v ortonormalni bazi {u,, . . ., u; } podprostoru X
(srov. Véta 4.4). Na vzorec (4.14) se lze tedy divat tak, ze o = UTz € R" jsou soutadnice
vektoru x = Ua v ortonormalni bazi tvorené sloupci U.

Maé-li matice U jediny sloupec (oznaé¢me ho U =u € R™), pak

x=uu'z = (u"z)u. (4.16)

To je tedy vzorecek pro projekci vektoru z na piimku X = rngu = span{u} prochazejici
pocatkem (kde [ju|| = 1), ktery mate zndt ze stfedni Skoly. Stredoskolské odvozeni: skaldrni
souéin u”z je délka (se znaménkem) primétu a (4.16) je vektor této délky ve sméru u.
Zobrazen{ dané vzorcem (4.14) (za predpokladu UTU = 1) je linearn{ zobrazen{ reprezen-
tované matici
P =UUT, (4.17)

které se proto rikd ortogonalni projektor (na podprostor X = rngU). Z (4.17) ihned plynou
(overte!) dve vlastnosti ortogonalniho projektoru:

P’=P="P7 (4.18)

(kde P? je zkratka pro PP). Vlastnost P? = P (¥ika se ji idempotence matice P) #{k4 o¢ividnou
véc: kdyz vektor jednou promitneme na néjaky podprostor, tak opétovné promitnuti na tentyz
podprostor ho uz nezméni. D4 se ukdzat (dukaz neuvadime), ze kazda ¢tvercovd matice s témito
vlastnostmi je ortogondlni projektor (na néjaky podprostor).

4.5.1 Projekce na ortogondlni doplnék

Pohled na ortogonalni projekci se stane 1plnéjsi, zahrneme-li do néj kromé podprostoru X i
jeho ortogondlni doplnék X+ (viz obrdzek vyse). Vlastné jsme ukdzali, ze pro kazdy vektor
z € R™ existuje pravé jedna dvojice vektori x € X ay € X' tak, ze x +y = z. Opravdu,
podminku y € X+ Ize psat jako y L X neboli (z —x) L X (domyslete do konce!).

Co je prostorem obrazui a nulovym prostorem ortogonéalniho projektoru? Uvahou (kam se
promitne kazdy vektor? které vektory se promitnou do pocatku?) snadno vidime, ze

mgP = X, (4.19a)
mll P = X+ (4.19D)
Algebraicky to také plyne z Vét 3.6 a 3.8.
Déle z obrazku vidime, ze je-li P projektor na X, tak I — P je projektor na X*. Vskutku:
yv=z—-x=z—Pz=(1-P)z
Rozved'me tuto myslenku: zkoumejme (¢tvercovou) ortogonalni matici [U V] e R™xm,
kterd je slozen4 ze dvou blokit U € R™™ a V € R™(m=") 7 ortonormality sloupcti je jasné,
76 UTU =1a VTV =1, a také UTV = 0 neboli rng U L rng V. Plati ovéem dokonce
(mgU)* =mgV, (4.20)
coz plyne z Véty 4.1, nebot’ dimrng U + dimrngV = n + (m — n) = m. Vidime, Ze rozdéleni
sloupcu ortogonalni matice do dvou bloku generuje rozklad prostoru na podprostor a jeho
ortogondalni doplnék. Navic z Véty 4.5 mdme
[U V][U v]"=UU" + VVT =1, (4.21)

jak ovérime roznasobenim blokovych matic. To souhlasi, protoze projektor na podprostor X je
P = UUT a tedy projektor na podprostor X+ je VVT =1 -UUT =1 - P.
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4.5.2 Vzdalenost bodu od podprostoru

7 obrazku je intuitivné jasné, ze projekce x = Pz je bod podprostoru X nejblizsi bodu z.
Dukaz tohoto tvrzeni vynechdme (lze ho dokdzat pomoci Pythagorovy véty). Tato vlastnost
ortogonalni je dulezitd pro optimalizaci a vyuzijeme ji napt. v piisti kapitole.

Délka projekce bodu z na podprostor rng U je

x|l = [[UT"z]| = [U"z]],

kde rovnost plyne z toho, ze zobrazeni reprezentované matici U zachovavé eukleidovskou normu
(viz §4.3). Tato délka je zdroven rovna vzdalenosti bodu z od podprostoru (rng U)+ = null(UT).

4.6 Gram-Schmidtova ortonormalizace

Gram-Schmidtova ortonormalizace je algoritmus, ktery pro dané linearné nezavislé vektory
aj,...,a, € R™ najde vektory qu, ..., q, € R™ takové, ze

® qi,...,(q, jsou ortonormalni,
e pro kazdé k =1,...,n plati span{qi,...,qr} = span{a,...,a;}.

Vsimnéte si, ze algoritmus dokazuje, ze kazdy podprostor méa ortonormalni bazi.

Myslenka algoritmu je jednoducha. Predpokladejme, ze jiz mame vektory q,...,qg_1 je-
jichz linedrnf obal je span{ay,...,a,_1}. Vektor q; spocitdme tak, ze spocitdme ortogondlni
projekei vektoru a, na podprostor span{qi,...,q,_1}* a vysledek znormalizujeme. Tedy (s
uzitim vzorce (4.15))

k-1 ,
q

q, =ar— Y (qaa,  a = Hq’kl\' (4.22)
i=1 k

Protoze vektor qj, je projekece na span{qy, ..., qr_1}*, je kolmy na vektory qi, . .., qx_;. Podle
predpokladu méme ay, ¢ span{a,...,a5_1} = span{qi, ..., qz_1}, proto qj, # 0. Viz obrdzek:

span{qy,...,qe_1}"

ax — qj span{qy,...,qk—1}

ak

Cely algoritmus provede iteraci (4.22) pro k = 1,...,n. Zde je béh algoritmu pro n = 3:

q, = aj, ar = d/|ayl
a5 = a; — (g1 as)qy, d2 = db /|||
q; = ag — (Q1Ta3)Q1 - (qgas)Q27 qs = qg/Hq;H

Algoritmus v uvedeném tvaru neni stabilni vuéi zaokrouhlovacim chybam, to lze ale pomérné
snadnou zmeénou (kterou neuvadime) napravit.
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4.6.1 QR rozklad
Véta 4.7. Kazdou matici A € R™" kde m > n Ize rozlozit na soucin

A =QR, (4.23)
kde matice Q € R™*™ ma ortonormalni sloupce a matice R € R™*™ je horni trojihelnikova.

Rozkladu matice (4.23) se iikd QR rozklad matice. QR rozklad je uziteény v mnoha
aplikacich, napf. na feseni linedrnich soustav. K tomu se dostaneme pozdéji.

Gram-Schmidtova ortogonalizace umoziuje dokazat Vétu 4.7 pro pripad, kdy matice A ma
linedrné nezavislé sloupce:

Diikaz. Rovnosti (4.22) lze napsat jako

k-1 k
a = th% + Qe = Zh‘th (4.24)

i=1 i=1
kde rx = qlay pro i < k a . = ||q}||. Soustava rovnic (4.24) pro k = 1,...,n se dd napsat v
maticovém tvaru jako A = QR, kde ay, ..., a, jsou sloupce matice A, qi,...,q, jsou sloupce
matice Q a matice R = [r;] je horni trojihelnikova (rozmyslete!). O

Modifikaci Gramm-Schmidtova algoritmu lze dosdhnout toho, ze pocitd QR rozklad i pro
matici A s linedrné zavislymi sloupci. Jiné zpusoby pocitani QR rozkladu jsou zalozené na
Householderovijch reflexich nebo Givensovych rotacich (neuvéddime). V- Matlabu ho spocitdte
prikazem [Q,R]1=qr(A,0). Podotknéme, ze Véta 4.7 popisuje tzv. redukovanou verzi QR roz-
kladu. Prikaz [Q,Rl1=qr(A) pocita plnou verzi, kterd doplni matici Q pfidanim sloupcu na
ortogonalni matici b X m a matici R nulovymi fadky na rozmér m x n.

4.7 Skalarni souc¢in a norma matic

Je prirozené definovat skaldrni soucin matic A, B € R™*" jako

A-B= i i aijbi]-, (425)

i=1 j=1

coz je vlastné skalarni soucin vektoru vytvorenych prerovndnim prvku kazdé matice do vektoru.
Zjevne A-B =B-A = AT .BT. Také je A- B = aTb, + --- + alb,, kde a;,b; € R™ jsou
sloupce matic A, B (totéz lze napsat pro rddky). Plati také (ovéite!)

A-B=1tr(A"B) (4.26)

proto se znacen{ A - B ¢asto neuzivd a skaldrni soucin se znaéf pifmo tr(ATB).
Skaldrn{ soucin (4.25) indukuje normu matice A € R™*" jako

m n 1/2
|Al = VA -A = /tr(ATA) = (Z Zafj) . (4.27)

i=1 j=1
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Podobné jako pro vektory, skaldrni souc¢in matic je invariantni vuéi transformaci isometrii:

jsou-li U, V matice s ortonormalnimi sloupci, je

(UAVT) . (UBVT) = tr ([ UAVT)T(UBVT)]| = tr(VATUTUBVT)
=tr(VATBVT) = tr(ATBVTV) = tr(ATB)
=A-B,

kde jsme pouzili cyklicnost stopy (viz §2.6). Tedy i norma (4.27) je invariantni vaci isometrii,

[CAVT|| = [JA]l (4.28)

Existuji i jiné maticové normy. Maticovd norma (4.27) se nazyvd Frobeniova norma a

pokud ji chceme odlisit od jinych norem, znacime ji || - ||g.

4.8 Cviceni

4.1.

4.2.
4.3.

4.4.
4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

Maéme vektory x = (1,2,3) ay = (—1,0,1). Spocitejte (a) délku vektoru x, (b) vzdélenost
bodu x a y, (c) thel mezi vektory x a y.

Najdéte bazi ortogonalniho doplitku prostoru span{(0,1, 1), (1,2,3)}.

Najdéte ortonormélni bazi podprostoru span{ (1,1,1,-1), (2,—1,-1,1), (-=1,2,2,1) } po-
moci QR rozkladu (pouzijte Matlab).

Dokazte, ze soucin ortogonalnich matic je ortogonalni matice.

Pro jaké n je matice diag(—1,) (tedy diagondln{ matice se samymi minus jednickami na
diagonéle) rotacni?

Pocet nezavislych parametru (stupnu volnosti) ortogondlni matice n x n se ziskd jako
rozdil poctu prvkit matice (n?) a poctu nezdvislych rovnic v podmince UTU = I. Nefor-
malné feceno udava, kolika ‘knofliky” muzeme nezdvisle ‘kroutit’ pfi rotaci v n-rozmérném
prostoru. Jaké je toto ¢islo pro n = 2, 3,47 Najdéte vzorec pro obecné n.

Pokud ||x|| = ||ly]|, dokazte, ze (x +y) L (x —y). V prostoru R? nakreslete vektory x +y
ax-—y.

Maéme vektory x; = (1,—1,0,2), xo = (1,1,1,0), x3 = (—1,-1,2,0).

a) Overte, ze vektory Xj,Xs, X3 jsou po dvojicich ortogonalni.
b) Najdéte libovolnou bazi podprostoru span{x;,x», x3}+.
¢) Najdéte ortogonalni projektory na podprostory span{x,, X, X3} a span{x;,x», x3}*.

Najdéte dva ortogondlni vektory x,y takové, ze span{x,y} = span{(0,1,1),(1,2,3)}.
-1 2 2
Spoctéte co nejjednodussim zpusobem inverzi matice = | 2 —1  2]|. Je tato matice
2 2 —1

ortogonalni projektor?

(x) Necht” X,Y jsou podprostory R™. Definujme X +Y = {x+y |x € X, y € Y }.
Dokazte:

a) XCY = Xtovth
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4.12.
4.13.

4.14.

4.15.
4.16.

4.17.

4.18.

4.19.

4.20.

4.21.

b) Necht’ {xi,...,xx} je bdze podprostoru X a {yi,...,y;} je bdze podprostoru Y. Pak
X +Y =span{xy,..., X, Y1,---, Y1}
o) (X+Y)t=XtnYy™

d) (XNY)t=Xt4+v+
Jak byste levné spocitali absolutni hodnotu determinantu matice z jejtho QR rozkladu?
Pro UTU = I reprezentuje matice H = I — 2UU7 zrcadleni (reflexi) vzhledem k podpro-
storu X = (rng U)*, proto této matici budeme ifkat reflektor.

a
b
c
d

) Odvod’te vzorec pro reflektor geometrickou tivahou, podobnou jako pro projektor.
) Dokaite, 7e H=HT = H™ L.

) Co je Hx kdyz x € X7 Ukazte algebraicky a oduvodnéte geometricky.

) Co je Hx kdyz x L X? Ukazte algebraicky a oduvodnéte geometricky.

Poznamenejme, ze znaméjsi je piipad, kdy U mé jediny sloupec, tedy H = I — 2uu” kde

uTu = 1. Tato matice reprezentuje zrcadleni kolem nadroviny s normélovym vektorem u

a je znama jako elementdrni reflektor nebo Householderova matice.

(x) RQ rozklad rozloz{ matici A = RQ, kde R je horn{ trojihelnikovd a Q je ortogonélni.
Jak byste spocitali RQ rozklad z QR rozkladu?

Existuje isometrie f: R? — R* takovd, ze £(1,—1,2) = (1,2, —1,1) af(1,1,0) = (0,1,—1,0)?

Dokazte: Jestlize sloupce matice U tvoii ortonormélni bazi néjakého podprostoru, pak
sloupce matice V. = UC tvoti ortonormélni bazi téhoz podprostoru pro kazdou ortogonalni
matici C.

Necht’ UTU = I. Najdéte co nejjednodussi vzorec pro
a) vzdalenost bodu x od podprostoru {x | UTx = 0} = null(U7),
b) vzdilenost pocdtku 0 od afinniho podprostoru {x | UTx =b },
¢) vzdalenost bodu x od afinniho podprostoru {x | U'x =b}.
Necht’” X, Y C R" jsou podprostory takové, ze X C Y. Tvrdime, ze kdyz vektor ortogo-

nalné promitneme nejdiive na Y a potom na X, dostaneme stejny vysledek, jako kdyz ho
ortogonalné promitneme rovnou na X. Dokazte toto tvrzeni algebraicky nebo ho vyvrat'te.

Necht’ UTU = I. Dokaite, ze

a) Prvky matice U splnuji |u;;| < 1.
b) Pro kazdy fadek u? matice U plati |jul| < 1.

Necht’ P je ortogonélni projektor (na néjaky podprostor). Dokazte, ze

a) Prvky matice P splnuji |p;;| < 1.

b) Diagondlni prvky matice P jsou nezédporné.
Obecnou projekcet se v linedrni algebre rozumi kazdé linedrn{ zobrazeni f(z) = Pz, které je
idempotentni, tedy f(f(z)) = £(z) neboli P? = P. Projekce nemusi byt ortogondlni, muze
byt sikma — pak promitame ve sméru podprostoru null P na podprostor rng P.

a) Dokazte, ze pro kazdy vektor z plat{ z — Pz € null P.
b) Projekee je ortogondlni, pravé kdyz PT = P. Dokaite, Ze potom (rngP)* = null P.
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4.22. Necht’ A, B jsou libovolné matice spliujici AB =1 (tedy A je leva inverze B a B je prava
inverze A, viz §2.4). Dokazte, zZe:
a) P =BA je (obecny) projektor dle Cvicenf 4.21, tedy plati P? = P.
b) nullP = null A a rng P = rng B.
¢) Co jsou matice A, B v piipadé ortogondlni projekce?
4.23. Pro jaké vektory x,y plati trojihelnikovd nerovnost ||x + y|| < [|x]| + ||y|| s rovnosti?
4.24. Dokazte Pythagorovuvétw: x Ly = [|x+y||* = x>+ y | Dokazte jeji zobecnéni: jsou-
li vektory xi, ..., X, po dvojicich ortogonalni, pak [|x; + -+ xx[|? = ||x1[|* + - - - + ||xz ]|
4.25. Zobrazen{ F: R™" — R™" je dané vzorcem F(A) = (I — A)(I + A)~!. Pfedpoklddejte,
ze A je takovd, ze I+ A je regularni. Dokazte, ze:
a) Prokazdou A je I—-A)I+A)=(I+A)I-A).
b) Pro kazdou A je (I— A)(I+A)' =T+ A)"(I-A).
¢) Pro kazdou antisymetrickou A je F(A) ortogonélni.
d) Pro kazdou ortogondlni A je F(A) antisymetrickd.
e) Zobrazeni F je inverzi sama sebe, tedy F(F(A)) = A pro kazdé A.

Pred dukazy na papite se presvedcte v Matlabu, ze tvrzeni plati pro ndhodné matice.

Napovéda a reSeni
4.2. Napt. (1,1,-1)
4.3, Bazeje {(1,1,1,-1)/2, (3,—1,-1,1)/v/12, (0,1,1,2)/v/6 }
4.5.  Musi byt det diag(—1,) = (—1)" > 0, tedy pro sudé n.
46. () =n(n-1)/2

4.9. Zvolime y = (1,2,3) — rx, kde r € R spocitdame z xTy = 0. Tedy r = % ay = (1,—3,
duchu Gram-Smidtovy ortogonalizace.)

ol
ol
—
—
<

4.10. Neni matice ndhodou ortogonélni? Ort. projektor to neni, protoze nespliuje P? = P.

4.11.c) Plyne z (b).

4.11.d) Plyne z (c) s pouzitim (X+)+ = X.

413.c) Jex € X = (rmgU)* = null(UT), tedy UTx = 0, tedy Hx = x. Geometricky to znamend, ze
kdyz vektor lezi v roviné zrcadleni, tak ho zrcadleni nezméni.

4.13.d) x L X je to samé jako x € X+ = ((rngU)*)* = mgU, tedy x = Ua pro néjaké a. Tedy
UUTx = UUTUa = Ua = x (taky to lze vidét z (4.19a), protoze UUT je projektor na X). Tedy
Hx = —x. Geometricky: zrcadleni vektoru kolmého k roviné zrcadleni vektoru obrati orientaci.

4.15. Ne, protoze isometrie zachovava eukleidovskou normu, ale ||(1, —1,2)| # ||(1,2, —1,1)]|.

4.16. Vime, 7ze U € R™*" a C € R**", kde m > n, a UTU =1, CT'C =1 = CCT. Sloupce matic U
a 'V tvori baze stejného podprostoru, nebot’ dle Véty 3.6 je rng U = rng V (C je matice prechodu
k jiné bazi). Sloupce matice V jsou ortonormaélni, nebot’ V'V = CTUTUC = CTC =1.

4.17.a) || UTx||
4.17.b) [[b]]

4.17.c) |UTx —b||, coz plyne bud’ z 4.17.a posunutim afinniho podprostoru do po¢étku, nebo z 4.17.b
posunutim bodu x do pocatku.
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4.18. Je pravdivé. Dukaz: Necht’ [U V] je matice s ortonormalnimi sloupci takova, ze X = rng U
aY = mg[U V]. Z toho plyne X C Y. Vsimnéte si (pouzijeme pozdgji), ze Ulu =1a
UTV = 0. Oznaéme P = UUT projektor na X a Q = [U V} [U V}T projektor na Y. Mame
dokézat, ze pro kazdé z plati PQz = Pz, neboli PQ = P. Plati PQ = UUT [U V} [U V}T =
U[uTu UTVv][u v]"=U[1 o][U V]' =UU"=P.

4.19.b) Dopliime matici U na ortogondln{ matici W = [U V}. Rédek této matice je w
7 ortogonality W je véak w/w = uTu+ v’v = 1. Z toho u’u < 1.

4.20.a) Z P = UUT mdme p;; = ul'u;, kde u; je i-ty fadek U. Protoze ||u;| < 1, musf byt [ulu;| < 1.

4.20.b) Méame p; = ul'u; >0

4.21.a) z — Pz € null P znamend P(z — Pz) =PI~ P)z=0. Ale PI-P)=P-P2=P -P =0.

4.21.b) Dle (4.7a) je (mgP)* = null(PT) = null P. Srov. s Cvigenim 5.16.
) P
)

T— [ V7).

4.22.a =PP=BABA=BA=P

4.22.b) B ma4 levou inverzi a tedy dle Véty 3.7 md Ln. sloupce. Dle Véty 3.8 tedy null P = null(BA) =
null A. rng P = rng B dokazeme podobné z Vét 3.5 a 3.6.

422.c) A=UaB-= UT, kde U m4 ortonormalni sloupce.
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Kapitola 5

Nehomogenni linearni soustavy

M¢éjme soustavu m linearnich rovnic o n neznamych
Ax =D, (5.1)

kde A € R™" x € R", b € R™. Soustava mé (aspon jedno) reseni, prave kdyz b € rng A (tedy
b je linedrni kombinaci sloupctii A), coz lze psat také jako rank[A b] = rank A (Frobeniova
véta). Pokud je mnozina feseni soustavy neprazdnd, je to afinni podprostor R" (dle Véty 3.10).
Soustava je homogenni pokud b = 0 a nehomogenni pokud b # 0. V této kapitole se
zameéiime pouze na nehomogenni soustavy. Rozlisme tfi pripady:
e Soustava nemd feSeni. To nastane pravé tehdy, kdyz b ¢ rng A. Takova soustava se nazyva
preurcena. V tom piipadé muzeme chtit fesit soustavu priblizne, coz je tématem §5.1.
e Soustava m4 prave jedno feseni. To nastane pravé tehdy, kdyz b € rng A a matice A ma
linedrné nezévislé sloupce (tedy jeji nulovy prostor je trividlni).
e Soustava ma nekoneéné mnoho feseni. To nastane pravé tehdy, kdyz b € rng A a matice
A ma linearné zavislé sloupce. Takova soustava se nazyva nedourcend. V tom piipadé
muzeme chtit z mnoziny feseni vybrat jediné, ¢cimz se budeme zabyvat v §5.2.

5.1 Priblizné reSeni ve smyslu nejmensich ¢tvercn

Pokud soustava (5.1) nemd feSeni, fesme ji piiblizné (coz muzeme znacit Ax ~ b). Hledejme
takové x, aby eukleidovskd norma vektoru r = b— Ax zbytku (neboli rezidu?) byla co nejmensi.
Uloha se nezméni (pro¢?), kdyz misto eukleidovské normy budeme minimalizovat jeji ¢tverec
Ir)|> = xTr = r? + - - + 2. Tedy fesime tlohu

min ||Ax — b||%. (5.2)
x€eR™
Protoze minimalizujeme soucet ¢tvercu rezidui, mluvime o ptiblizném feseni soustavy ve smyslu
nejmensich ¢tverci (least squares solution)!.

Piiklad 5.1. Soustava tiech rovnic o dvou neznamych

r+2y==6
—r+ y=3
x4+ y=4

I Ptesné by se mélo fikat least sum of squares, protoze je i metoda zalozend na least median of squares.
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je preurcend. Jeji priblizné feseni ve smyslu nejmensich ¢tverci znamend najit takova ¢isla x, y,
kterd minimalizuj{ éfslo (v + 2y — 6)2 + (—z +y — 3)> + (v +y — 4)% O

Ulohu (5.2) vyiesime nasledujici tvahou. Pokud |[Ax — b|| (tedy vzdalenost bodit Ax a b)
ma byt minimélni, musi byt vektor b — Ax kolmy na prostor rng A, tedy na kazdy sloupec
matice A. Obrazek ukazuje situaci:

X+ = null(AT)

Ax =Pb

b—Ax=(I—-P)b

X =rmgA

Tuto podminku lze zapsat jako AT(Ax — b) = 0, tedy
ATAx = ATb. (5.3)

Soustava (5.3) se proto nazyva normalni rovnice (normala = kolmice). Je to soustava n rovnic
o n neznamych. Abychom mohli zkoumat jeji fesitelnost, uvedeme néasledujici vétu.

Véta 5.1. Pro kazdou matici A plati?

mg(ATA) = rg(AT), (5.4a)
null(ATA) = null A. (5.4b)

Diikaz. Rovnost (5.4b) ikd, ze ATAx =0 < Ax = 0. Implikace < je jasnd, vynasobenfm
Ax = 0 zleva matici AT. Implikace = se dokdze takto:
ATAx=0 = x"ATAx=(Ax)T(Ax)=0 = Ax=0,
nebot’ pro libovolny vektor y plat{ yTy =0 = y = 0 (proc?).
Nynf pouzijeme Vétu 3.9. Z (5.4b) a (3.13) je dimrng(ATA) = dimrng(AT). Z Véty 3.6 je
mg(ATA) C mg(AT). Dle Véty 3.3 plati (5.4a). O

Soustava (5.3) m4 FeSeni, pravé kdyz ATb € rng(ATA). Alez (5.4a) je rng(AT) = mg(ATA).
Protoze ATb € rng(AT) pro libovolné A, b, vidime, Ze soustava md vZdy feSeni. Je zajimavé,
ze pro dukaz tohoto tvrzeni jsme pottrebovali rovnost (5.4a), jejiz dukaz neni snadny (pouzvéa
Vétu 3.9). Zda-li se vadm, ze musi existovat jednodussi dukaz, schvdlné ho zkuste najit!

Zkombinujeme-li (5.4a) (pouzité jednou na matici A a jednou na matici AT) a (2.2), mame

rank(AAT) = rank A = rank(A”) = rank(ATA). (5.5)

2Matice tvaru ATA ¢ AA” se objevuji v riiznych situacich. Ozna¢me jako ay,...,a, € R™ sloupce ma-
tice A. Matici ATA € R"*" se ikd Gramova matice vektori ay, ..., a, a jeji prvky jsou skaldrn{ souciny a’ a;
(viz (2.9)). Matici AAT € R™*™ lze zase vidét (az na skaldrni ndsobek) jako empirickou kovarianén{ matici
n pozorovani ay, ..., a, m-tice ndhodnych proménnych.
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Dle (5.5) je matice AT A reguldrni{, prave kdyz A ma linedrné nezévislé sloupce. V tom pifpadé
muzeme soustavu (5.3) Fesit pomoci inverze. ReSenim je vektor x = A™b, kde

AT = (ATA)T'AT, (5.6)

Matice (5.6) se nazyva pseudoinverze matice A s linedrné nezavislymi sloupci. Je to jedna z
levych inverzi matice A, nebot’ A*A = (ATA)'ATA =1

Ma-li matice A linedrné zavislé sloupce, vzorec (5.6) nelze pouzit. V tom piipadé sou-
stava (5.3), a tedy i dloha (5.2), maj{ nekoneéné mnoho (afinni podprostor) reseni (pozor, to je
néco jiného, nez ze soustava (5.1) ma nekoneéné mnoho fesentl).

5.1.1 Ortogonalni projekce na podprostor dany obecnou bazi

Pokud x je feSeni normalni rovnice, vektor Ax je ortogondalni projekci vektoru b na podpro-
stor X = rng A (viz obrdzek vyse). Pokud A mé linedrné nezavislé sloupce (tj. tyto sloupce
tvorf bazi podprostoru X), z (5.6) mdme Ax = Pb, kde

P=AA"=A(ATA) AT (5.7)

Toto je tedy projektor na podprostor X s bdzi (ne nutné ortonormalni) tvorenou sloupci ma-
tice A. Zduraznéme, ze projektor (5.7) vyjde stejny pro libovolnou bézi podprostoru X (viz
Cvicen{ 5.11). Pokud je béze ortonormalni, je ATA =T a (5.7) se redukuje na (4.17).

Projekee na X+ m4 pfirozenou tlohu v problému (5.2): hodnota jeho minima je |b—Ax||> =
b~ Pbj? = (- P)b]?.

5.1.2 Reseni pomoci QR rozkladu

I kdyz m4 matice A linedrné nezdvislé sloupce, feseni pomoci pseudoinverze (5.6) nemus{ byt
vhodné pro numerické vypocty, kdy nezbytné pouzivdme aritmetiku s koneénou presnosti.

Piiklad 5.2. Resme soustavu Ax = b pro

36 9
A= [1 2.01] b= {3.01} '

Matice A je regularni. Dejme tomu, ze pouzivame aritmetiku s pohyblivou fadovou ¢arkou s
presnosti na 3 platné cifry. Gaussova eliminace najde piesné feseni soustavy x = (1,1). Pokud
ovSem v této aritmetice zformulujeme normalni rovnici AT Ax = ATb, dostaneme

ry _ [10 20 [ 30
AA_{QO 40}’ Ab—{6o.1]

I kdyz v piesné aritmetice je matice AT A reguldrni, v nasi pfiblizné aritmetice doglo v soucinu
ATA doslo k zaokrouhleni a vysledna matice je singuldrni. Tedy soustava AT”Ax = A”b nemd
reseni. ]

Numericky vhodnéjsf zptisob je fesit normalni rovnici bez explicitniho vypoctu soucinu ATA.

To lze udélat pomoci redukovaného QR rozkladu A = QR. Po dosazeni do normalni rov-
nice mame R'QTQRx = RTQ”b neboli RTRx = RTQ”b. Jestlize A m4 linedrné nezavislé
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sloupce, matice R je regularni. Vynasobenfm maticf R™7 zleva (coz je tedy ekvivalentn{ iprava)
mame
Rx = Q™b. (5.8)

Vsimnéte si, ze soustava (5.8) neni ekvivalentni puvodni soustavé Ax = b, protoze Q neni
ctvercova.

rozkladu. V Matlabu je fesen{ nehomogenni linedrn{ soustavy implementovéno v operdtoru \
(zpétné lomitko). Pokud je soustava preuréend, vysledkem je ptiblizné feseni ve smyslu nejmen-
§ich ¢tvercu, pricemz pouzity algoritmus pouziva QR rozklad. Pochopte vSechny funkce opera-
toru lomitko a zpétné lomitko pomoci studia prikazi help mrdivide a help mldivide!

5.1.3 Linearni regrese
Regrese je modelovani funkéni zévislosti néjaké proménné na jiné proménné. Modelujme z&-
vislost proménné y € R na proménné « € X (kde X je ngjakd mnozina, nejcastéji ale ne nutné
X = RY) regresni funkef

Y= f (.’E ’ 0)7
kterd je zndma az na parametry @ € R™. Je ddn soubor dvojic (z;,v;), i = 1,...,m, kde méfeni
y; € R jsou zatizena chybou. Ukolem je najit parametry @, aby y; ~ f(z;,0) pro vsechna i.
Minimalizujeme soucet ctvercu rezidui, tedy resime tilohu

m

min > (y; — f(2:,0))" (5.9)
i=1

Zvolme regresni funkei tak, aby pro kazdé z byla linedrni funkci parametru 8. V to piipadé
mluvime o linearni regresi. Takova funkce je linearni kombinaci

f(2,0) = 0101 (x) + - -+ O () = p(x)70 (5.10)

néjakych danych funkef® ¢;: X — R. Pak

m

D (i f@,0) = |ly — AQ|P%,

i=1

kde y = (y1,....ym) a prvky matice A € R™" jsou a;; = @;(x;) (odvod'te!). Tedy vyjadrili
jsme tlohu (5.9) ve tvaru (5.2).

Piiklad 5.3. Nejjednodussf piipad je pro n =1 a konstantni funkei ¢;(z) = 1. Funkee (5.10)
je tedy f(x,0) = 6. Uloha (5.9) zni minger ), (y; —6)*. Snadno spocitame (udélejte!), ze fesenim
je aritmeticky pramér 6 = LS v, eisel i, ..., Y O

m

Piiklad 5.4. Polynomidini regrese®. Necht’” X =R a p;(z) = 2771 Pak regresn{ funkce

f(2,0) =01 + oz + O32” + -+ - 4 2"

3Funkce ¢; se asto nazyvaji bdzové funkce (pokud jsou oviem linedrné nezavislé).
4Nedejte se zmdst tim, Ze polynom nenf linedrni funkce a piesto jde o linedrnf regresi. Diilezité je, Ze regresni
funkce (5.10) je linedrni v parametrech 6.
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je polynom stupné n — 1. Matice

2 n—1
1z a7 x] )
A 1 29 a2 Ty
2 n—1
1 @z x;, - ),
je zndma jako Vandermondova matice. (]

5.1.4 Statistické odtavodnéni kritéria nejmensich ¢tvercia

Mozna se ptéte, pro¢ se ma nalezeni priblizného reseni preurcené soustavy formulovat zrovna
jako (5.2). Uvedeme statisticky duvod, odkud se kritérium nejmenstho souctu ¢tvercu vzalo.

Odhadujme skryté parametry x néjakého systému z méfeni b na systému. Budiz vazany
znamou linedrni zdvislosti b = Ax. Méfeni jsou zatiZena chybami, které jsou zpusobeny sumem
senzoru, nepfesnostmi méreni, nedokonalou znalosti modelu, apod. Tedy

b=Ax+r, (5.11)

kde r = (r1,...,7) jsou ndhodné proménné modelujici chyby méreni b = (by, ..., b,,). Metoda

nejmensich ¢tverc Fikd, ze mame minimalizovat ||r||3 = >";" 77, ale neiiké proc.

Duvod odvodime statistickou tivahou. Metoda ¢ini dva predpoklady:

e Nihodné proménné r; maji normalni (neboli Gaussovo) rozdéleni s nulovou strednf hod-
notou a smérodatnou odchylkou o, s hustotou pravdépodobnosti

p(r;) = ce T/ 207
kde ¢ = ((T 27r)_1 je normaliza¢ni konstanta.
e Nihodné proménné ry,...,r, jsou na sobé nezavislé. Tedy sdruzend hustota pravdépo-

dobnosti je rovna soucinu
m m
2 2
p(x) =p(ri,...orm) = [ [ p(ri) = [J ce?/). (5.12)
i=1 i=1

Déle pouzijeme princip maxima vérohodnosti. Ten tikd, ze parametry x se maji najit tak, aby
p(r) = p(b — Ax) bylo maximéln{. Je pohodInégjs{ minimalizovat zdporny logaritmus

m

m 7‘2
—logp(r1,. . rm) = = Y logp(r) = Y (35 —loge).
i=1

i=1

Jelikoz o je konstanta, je to totéz jako minimalizovat >, 72,

5.1.5 Vicekriteridlni nejmensi ¢tverce, regularizace

V nékterych tlohdch se hod{ minimalizovat vice kritéri{ tvaru ||Ax — b|| ‘soucasné’. K tomu se
da piistoupit tak, Ze minimalizujeme (nezdporné) vazeny soucet kritérif, tedy funkci®

pal| A — by [ o gl Agx — by || (5.13)

SMatematicky elegantnéjsi by samoziejmé bylo ‘schovat’ skaldry p; do matic A; a vektorti b; a tedy je tam
nepsat. Odvozeni minima funkce (5.13) by pak bylo kratsi.
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kde pu; > 0, A; € R™*" a b; € R™. Minimalizace této funkce neni nic nového pod sluncem,
protoze se dd prevést na tvar (5.2). Opravdu, vyraz (5.13) je roven (viz Cviceni 5.18)

2 2
\/m(AIX - bl) \/H_lAl \/,U_lb1

: = Lo x—| = || Ax = |,
Vik(Arx — by) VIEAL T

kde A’ € R™*" a b’ € R™ kde m/ = my + - - - + my,. Jestlize jsou sloupce matice A’ linedrné
nezavislé, optimalni x je rovno (ovéfte roznasobenim blokovych matic!)

x = (ATAN)TATY = (1 ATA + - 4+ 1 ATA) (AT + -+ i ATby).  (5.14)

Specidlné, nékdy chceme piiblizné resit soustavu Ax = b a zaroven chceme, aby norma
feseni x nebyla moc velka. To lze formulovat jako

. RN 2
min (|| Ax —b[|* + plx[*). (5.15)

pro zvolenou véhu g > 0. P¥idan{ élenu p|/x]||? se ikd (Tichonovova) regularizace tlohy (5.2).
Dosazenim do vzorecku (5.14) je optimaln{ fesenf rovno x = At'b kde

T —1AT
Af = (ATA + D) A (5.16)

je ‘regularizovana pseudoinverze’ matice A. Diilezité je, 7e matice AT A+ uI reguldrni pro kazdé
p>0aAeR™" (viz Cvicenf 5.19), tedy A, je vzdy definovéna. Viz také Cvicenf 5.20.

5.2 Reseni s nejmensi normou

Predpoklddejme nyni, ze soustava (5.1) je nedourcend, neboli ma nekoneéné mnoho regeni. Je
casto uzitetné z této mnoziny feseni vybrat jediné podle néjakého kritéria. Prirozenym kritériem
je minimalizovat euklidovskou normu (tedy vzdalenost od pocdtku) feseni, coz vede na tlohu

min{ [|x|? | x € R", Ax=b}. (5.17)

Misto normy ||x|| opét minimalizujeme jeji ¢tverec. Tato tloha je zndma jako FeSeni nehomo-
genni linedrn{ soustavy s nejmensi normou (least norm solution). Podotknéme, ze nékdy je
vhodné pouzit jina kritéria nez nejmensi eukleidovskou normu, viz napt. Cviceni 10.18.

Priklad 5.5. Soustava dvou rovnic o tfech nezndmych

r4+2y+ z=1
-+ y+2z2=2

je nedourcend, tj. ma nekoneéné mnoho feseni. Jeji feSeni s nejmensi normou je takové fesenti,
které minimalizuje ¢islo 22 + 3% + 22 a

Mnozinu feseni soustavy (5.1) lze psét (viz dukaz Véty 3.10) jako
{x€eR"|Ax=b} =null A + xy, (5.18)

kde xq je libovolné (partikuldrni) feseni soustavy, tedy Axo = b. Mnozina (5.18) je afinni
podprostor R™, je to linearni podprostor null A posunuty o vektor xg. Viz obrazek:
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(nullA)J- = rng(AT) {X | Ax = b}

nllA={x|Ax=0}

Vektory x a X jsou dvé riznd fedeni soustavy, ale pouze x mé nejmensi normu. Redeni x
m4 nejmens{ normu pravé tehdy, kdyz x L null A, neboli x € (nullA)t = rng(AT), kde
posledni rovnost je (4.7b). Neboli musi existovat vektor y € R™ tak, ze x = ATy. Pro vyieseni
tlohy (5.17) tedy musime vyfesit soustavu rovnic

ATy =x, (5.19a)
Ax =b. (5.19b)

To je soustava m + n rovnic o m + n nezndmych (x,y).

Vyfesme tuto soustavu. Dosadime x do druhé rovnice, AATy = b. Predpoklddejme, Ze
matice AAT m4 plnou hodnost, coz dle (5.5) nastane pravé kdyz A m4 linedrné nezavislé fadky.
Potom y = (AAT)"!b. Dosazenim do prvni rovnice dostaneme x = A*b, kde

AT =AT(AAT)! (5.20)

se nazyva pseudoinverze matice A s linedrné nezavislymi fadky. Je to jedna z pravych inverzi
matice A (ovéite!).

Je poucné odvodit tento vysledek i trochu jinou uvahou. Z obrazku je patrno, ze feSeni x ma
nejmensf normu prave tehdy, kdy?# je ortogonalni projekef vektoru xq na podprostor (null A)+ =
mg(AT). Ortogonalni projektor na podprostor reprezentovany svou bazi je dén vztahem (5.7),
zde ovem promitdme na rng(AT) a tedy musime vzorec pouzit s AT misto s A. Tedy

x=AT(AAT) "Axy = AT(AAT)'b = A*b. (5.21)

Vsimnéte si, ze vzorce (5.6) a (5.20) dohromady definuji pseudoinverzi libovolné matice
(¢tvercové, 1izké nebo §iroké) s plnou hodnosti (tedy rank A = min{m, n}).

5.3 (%) Pseudoinverze obecné matice

Zatim jsme oddélené diskutovali piipady, kdy soustava ma zddné, jedno, nebo nekone¢né mnoho
feseni. Prekvapiveé, tyto tii piipady lze spojit do jediné formulace. Zopakujme, Ze optimélni
feseni ulohy (5.2) jsou pravé FeSeni soustavy normélnich rovnic (5.3). Co kdyz je ale sama
soustava (5.3) nedourcend? Pak muzeme hledat jeji feSeni s nejmensi normou, tj. resit tilohu

min{ |x|? | x € R", ATAx = A"b}. (5.22)

Protoze tloha (5.17) mé pro kazdou matici A pravé jedno optiméln{ Fesen{, m4 i tloha (5.22)
pro kazdou A pravé jedno optimalni feseni. Toto feSeni, x*, ma tedy nasledujici vlastnosti:

e Pokud soustava Ax = b ma4 jediné feseni, x* je toto feseni.

e Pokud soustava Ax = b nemd Teseni, x* je jeji pfiblizné feseni ve smyslu nejmensich
¢tvercn, tj. feSeni problému (5.2). Pokud ovSem problém (5.2) mé vice nez jedno (tedy
nekoneéné mnoho) feseni, x* je feseni problému (5.2) s nejmensi normou.

e Pokud soustava Ax = b mé nekoneéné mnoho teseni, x* je feseni této soustavy s nejmensi
normou, tj. feSeni problému (5.17).

Lze ukdzat, ze feseni ulohy (5.22) lze opét psét jako x = ATb kde matici A* nazyvdme
pseudoinverze (piesnéji Moore-Penroseova pseudoinverze) matice A. Kdyz A m4 linedrné
nezavislé sloupce, pseudoinverze je rovna (5.6). Kdyz A m4 linedrné nezdvislé fadky, pseudoin-
verze je rovna (5.20). KdyZz ovéem A nema4 plnou hodnost, pseudoinverzi je nutno pocitat jinak.
Elegantné se to udéla pomoci SVD, coz neuvadime.

Je nékolik jinych zpusobu, jak definovat pseudoinverzi obecné matice. Zminime jesté jeden
zajimavy. VSiméte si, ze tiloha (5.15) je v ‘néco mezi’ ilohami (5.2) a (5.17). Neformalné, (5.17)
je minimalizace ||x|* + p|[Ax — b||? pro velmi velké u. To je ale totéz jako (5.15) pro velmi
malé (kladné) p. Lze ukdzat, ze pseudoinverze obecné matice je rovna

At = lim A7 (5.23)

5.4 Cviceni

5.1. Mame soustavu Ax = b, kde A € R™*"™ a b # 0. Jsou tyto vyroky pravdivé? Odpoveédi
dokazte.

a) Pokud m < n, pak soustava ma vzdy Feseni.
b) Pokud m > n, pak soustava nemd nikdy reseni.
¢) Pokud m < n a A m4 plnou hodnost, pak soustava ma vzdy nekoneéné mnoho reseni.

5.2. Vyfeste (mozno pouzit poé¢itac) soustavu

10 —1 1
12 1 [
11 =3 [~ |1
01 1| L™ 1

priblizné ve smyslu nejmensich ¢tverci pomoci (a) pseudoinverze, (b) QR rozkladu.

5.3. Formulujte jako priblizné reseni soustavy Pu = q ve smyslu nejmensich ¢tvercu, tedy jako
tlohu min, [[Pu — q||?. Jako vysledek napiste matice P, q, u. Pokud existuje jednoduchy
vzorec pro Feseni (jak pro optimélni hodnotu tak optimalni argument), napiste je.

a) Hledd se bod x € R™, ktery minimalizuje soucet ¢tvercu vzdélenosti k danym bodum

a,...,a, € R™, tj. vyraz Y | |la; — x|

Hledd se vzdélenost boduy € R™ od pifmky {a+ts|t € R} kde a,s € R".

Hled4 se pricka (nejkratsi spojnice) dvou mimobéznych piimek {a; +t¢s; [t € R} a

{ag+tsy |t € R} v R" kde aj, ag,s1,8, € R™.

d) Méme mnozinu m pifmek v R™, kde i-td4 piimka je mnozina {a; +ts; | ¢ € R} pro
dané a;,s; € R™. Hleda se bod y € R", jehoz soucet ¢tvercu vzdalenosti k primkam
je minimalni.

b

o
-~
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5.6.

5.7.

5.8.

e) Mame m nadrovin v prostoru R”, kde i-t4 nadrovina m4 rovnici alx = b; pro dané

a; € R" ab; € R. Hleda se bod y € R", ktery minimalizuje soucet ¢tvercu vzdalenosti
od jednotlivych nadrovin.

f) V prknu je n dér o souradnicich z,...,z, € R, vSechny v jedné primce. Naméiime
metrem vzdélenosti d;; = x; — x; pro vybrané dvojice (,j) € E, kde mnozina E C
{1,...,n} x{1,...,n} je ddna. Pfitom dvojice jsou vybrané tak, ze vzdy x; > ;. Ze
vzdalenosti d;; chceme spocitat soufadnice w1, ..., z,. Odpovézte ddle na otdzky:

1. Kolik feseni m4 soustava Pu = q7 Odpovéd’ dokazte a interpretujte.

2. Jsou sloupce P linedrné nezavislé?
Diskutujte obé otézky pro piipad, ze méfeni jsou presna, a pro ptipad, ze métfeni jsou
zatizend nepresnostmi.

g) Zavislost vykonu P kotle na prutoku G plynu a prufezu S diry na pifvod vzduchu

je modelovana funkei P(G,S) = G(ay + as8 + as109 + a,10~5). Odhadujeme

koeficienty ay, ..., ay z nameérenych trojic (Gy, S, P1), ..., (Gn, Sn, Py).

Znamy prubeéh ceny akcie jisté firmy po dnech je dany posloupnosti py, . .., pi. Chceme

predpovidat cenu akcie den dopfedu. Tuto cenu modelujeme autoregresni funkci

Diy1 = P1 + Popy + Papi—1. Odhadnéte koeficienty S; tak, aby celkovéd chyba predikce

Zf:g (p: — p)? byla na onom znamém pritbéhu ceny minimdlni.

h

~—

.V problému vdZenyjch nejmensich c¢tverci chceme najit x = (x1,. .., x,) € R™ minimalizu-

jicl funkei
m n 2
f(X) = Z w; ( Z ai]'l']‘ — bz)
i=1 j=1
kde w; jsou nezaporné vahy. Napiste funkci v maticovém tvaru, k ¢emuz zaved’te diagonalni
matici W = diag(wy, . . ., wy,). Napiste normalni rovnici a pseudoinverzi pro tento piipad.

. Mdme vektory u = (2,1, -3) a v =(1,—1,1). Najdi ortogondlni projekei vektoru (2,0, 1)

na podprostor (a) span{u}, (b) (span{u})*, (c) span{u, v}, (d) (spanfu,v})*.
Necht” X = span{ (—2,0,2,0), (0,0,0,1), (3,0,
a podprostor X .

2,0) }. Najdi projektory na podprostor X

1 20
Mdme A = |2 4 1|. Najdi ortogonalni projekci vektoru (1,1,1) na podprostory (a)
1 20

mg A, (b) null A, (c) rng(AT), (d) null(AT).

Nulovy prostor projektoru je typicky netrivialni, tedy projektor P je singularni matice. Kdy
je P reguldrni? Jaka je v tom pifpadé matice A ve vzorci (5.7) a podprostor X = rng A?
Jaky je geometricky vyznam této situace?

=

. Dokazte nésledujici vlastnosti pseudoinverze ze vztahu (5.6) a (5.20) pro libovolné (1izké,

siroké nebo ¢tvercové) matice plné hodnosti:

a) At = A~ kdyZ A je ¢tvercova

b) (ANt =A

) (AT)F = (AH)T

d) AATA=A ATAAT = A"

e) (AAN)T = AAY (ATA)T =ATA

o

5.10.

5.12.

5.13.
5.14.

5.16.

5.18.

5.19.
5.20.

f) AT = ATAAT = ATAAT
g) (ATA)+ — A*(AT)ﬂ (AAT)+ — (AT)+A+
Spocitejte pseudoinverzi nenulového skaldru (tj. matice s jednim rddkem a jednim sloup-

cem), nenulového sloupcového vektoru (tj. matice s jednim sloupcem) a nenulového fad-
kového vektoru (tj. matice s jednim fddkem).

. Uvazujme projektor (5.7). Béze podprostoru X, na ktery promitdme, je tvorena sloupci

matice A. Projektor P se nesmi zménit, vezmeme-li jinou béazi podprostoru. Ruzné béze
podprostoru jsou dény sloupci matice AC pro ruzné reguldrni matice C € R™" (tedy C
je matice prechodu k jiné bazi), viz Cvicen{ 3.12.

Jaké bude feseni normélnich rovnic (5.3) v pifpadé, ze b L rng A? Vyieste geometrickou
tuvahou a pak zkuste dokazat algebraicky.

Dokaite, ze pokud AT A = BTB, pak existuje C tak, 7e A = CB.

Najdéte co nejjednodussi vzorec pro

a) vzdalenost pocatku 0 od nadroviny {x |aTx = b},

b) vzdalenost pocatku 0 od afinnfho podprostoru {x | Ax = b} (kde A m4 linedrné
nezdvislé radky),

¢) vzdalenost bodu x od nadroviny {x | aTx =b}.

. Neformalné je jasné, ze nedourcend soustava bude mit vzdy jen jedno feseni s nejmensi

normou. Dokazte toto formélné, tj. dokazte, ze jestlize soustava Ax = b m4 alespon jedno
feSen{ pak soustava (5.19) m4d pravé jedno Teseni.

Ctvercovd matice A se nazyvd normdlni, kdyz ATA = AAT. Pifkladem je symetrickd
nebo antisymetricka matice. Dokazte, ze pro normdalni matice plat{ (rng A)* = null A.

. Ukdzali jsme (viz §4.5), Ze ortogondlni projektor (4.17) na podprostor reprezentovany

ortonormdlni bazi spliuje P2 = P = PT. Dokazte tyto rovnosti i pro ortogondlni projek-
tor (5.7) na podprostor reprezentovany obecnou bazi.

bl

Pro vektory a, b € R" ukazte, ze = |la]|® + [|b||*.
Dokate, 7e matice ATA + uI je reguldrni pro kazdou matici A a kazdé p > 0.

Uvazujme ‘regularizovanou pseudoinverzi’ (5.23). Dokazte, Ze pro kazdou matici A a kazdé
w> 0 plati (ATA +pI)7'AT = AT(AAT + uI)~!. Dumejte nad vyznamem této rovnosti.

. () Dokaite, ze pro kazdé matice A, B takové, ze matice [A B je ¢tvercovd reguldrni a

ATB =0, platif A(ATA)"'AT + B(BTB) !'BT = I. Vysvétlete rozdil oproti (4.21).

Napovéda a reSeni
5.1.a) Neplati. Pitklad: m=1,n=2, A=[0 0],b=1

5.1.b) Neplati. Piiklad: m =2, n =1, A = m b= H

1

5.1.c) Plati. Matice A ma hodnost m, tedy linedrné nezdvislé radky, tedy ma netrividlni nulovy prostor.
5.2. (l’ha?g,.rg) = (2,1,0)/3
5.3.a) Minimum se nabyva v tézisti x = - >"" ;| a;.

54



5.3.c) Resfme pieurcenou soustavu aj 4 t18; = ag + 289 0 n rovnicich a 2 neznidmych, tedy fesfme
. . t
tilohu miny, 4, ||(a; + t181) — (ag + tess)||%. Tedy P = [sl —52}, u= Ll}, q=ay —a.
' 2

5.3.d) Minimalizujte pfes proménné y,t1, ..., tpn.

5.3.¢) Nejprve si vzpomeiite ¢i odvod'te, jak se spocitd vzdélenost bodu y od nadroviny a”x = b.

54. f(x) = (Ax—b)TW(Ax —b) = |[W/2Ax — W'/?b|2.

55. (a) (2,1,-3)/14, (b) (26,—1,17)/14, (c) (62,—35,17)/38, (d) (14,35,21)/38

5.6.  Nejsou nahodou vektory ortonormalni?

5.6. Projektor na X je P = diag(1,0,1,1). Projektor na X+ je P = diag(0, 1,0,0).

5.7. (a) (1,1,1), (b) (0.4,-0.2,0), (c) (0.6,1.2,1), (d) (0,0,0). Pozor, A nemd plnou hodnost.

5.8. A jeregularni, tedy X = R"™. Projektor je identita.

5.9.b) Kdyz A m4 Ln. sloupce, dle (5.6) je AT = (ATA)"'A”. Protoze (ATA)™! je regularni, AT m4
Ln. Fadky. Dle (5.20) tedy AT+ = ATT(ATATT)™ = A(ATA)T[(ATA)TTATAATA) T =
AATA)T(ATA) )7L = A(ATA)"T(ATA)T = A. Kdyz A mé Ln. fadky, udéld se to po-
dobné.

511. A(A"A)"'A" = AC(CTATAC) 'CTAT = ACC~(ATA)'C-TCTAT = A(ATA)'AT

5.12. x=0

5.13. Dle (5.4a) je rng(AT) = rng(BT). Tedy kazdy iddek A je lineirni kombinaci fadka B. Dle
Cviceni 3.14 to jde napsat jako A = CB pro néjaké C.

5.14.) b)/Jal

5.14.b) Ctverec vzdalenosti je roven optimalni hodnoté dlohy (5.17), tedy
(A*b)T(A*b) = bT(AAT)"TAAT(AAT)"'b = bT(AAT) " 'b.

5.14.c) |aTx —b|/||a|

5.16. Dle (4.7a) a (5.4b) je (g A)*+ = null(AT) = null(AAT) = null(ATA) = null A.

5.17. Thned plyne z toho, ze kazdy podprostor mé ortonormalni bazi (coz jsme dokdzali v §4.6), tedy
sta¢i rovnosti dokazat pro (4.17). Ale muzeme také dokdzat pfimym dosazenim:

P2=PP = AATA) 'ATA(ATA) AT = A(ATA)1AT,
PT = [AATA)TATIT = A(ATA) TAT = A(ATA) AT,

5.19. Je ATA + uI = B'B, kde B = L;/&Q I} Matice B ma Ln. sloupce, protoze uz matice ul/Q Ije

mé. Tedy dle (5.5) mé BTB plnou hodnost, tedy je reguldrni.

5.20. Rovnici vynésobte zleva matici AT A + pI a zprava matici AAT 4 ulI a pak roznédsobte zévorky.

1 [AT] T [AT AT AT
521. I=[A B][A B] {BT} {BT =[A B](|gr|[a B BT
ATA 0 ]7'JAT (ATA)! 0 AT
N N I R e

— A(ATA)'AT + B(B'B) 'B.
Vyznam: [A B} reguldrni a ATB = 0 implikuje rngB = (rng A)'. To souhlasi s tim, ze
A(ATA)7'AT je ort. projektor narng A a B(BTB)~'BT je ort. projektor na rng B = (rng A)L.

ot
t

Kapitola 6

Spektralni rozklad a kvadratické funkce

Ze zékladni skoly zndte polynomy jedné proménné, co jsou ale polynomy vice proménnych?
Monom k-tého stupné n proménnych je vyraz

k1 kn
Il ...xn"7

kde ki,...,k, € {0,...,k} splnuj{ ky + -+ + k, = k. Polynom n proménnych je linedrni
kombinace monomu, pricemz stupenn polynomu je stupen jeho monomu nejvyssiho stupné.
Napft. funkce
flx,y) =2’y + oy — 20 +1 (6.1)
je polynom dvou proménnych tietiho stupné, kde napi. 2%y je monom tfetiho stupné a zy je
monom druhého stupné. Polynom je homogenni, pokud stupné vsech jeho monomau jsou stejné.
Polynom (6.1) nenf homogenni, ale napt. f(x,y) = 22y — 5y* je homogenn{ stupné tii.
Vidime, ze afinni funkce (3.17) je jen jiny ndzev pro polynom prvniho stupné a linedrni
funkce (3.6) (také zvand linedrni forma) je jiny ndzev pro homogenni polynom prvnfho stupné'.
Polynom druhého stupné se nazyva kvadratickd funkce a homogenni polynom druhého stupné
kvadratickd forma®. Cilem této kapitoly je porozumét extrémiim kvadratickych forem a funkei.

6.1 Vldastni ¢isla a vektory

Necht’ pro ¢tvercovou matici A € R™™, nenulovy vektor v € C™ a skalar A € C plati
Av = )v. (6.2)

Pak A se nazyva vlastni ¢islo matice a v vlastni vektor matice pislusny vlastnimu ¢éislu A.
Vlastni ¢isla a vektory mohou byt obecné komplexni.
Rovnici (6.2) lze prepsat jako
(A —A)v=0. (6.3)
To je soustava homogennich linedrnich rovnic pro v, kterd ma netrivialni feSeni préavé tehdy,
kdyz matice A — Al je singularni. Tedy vlastni ¢isla spliuji

pa(\) = det(A — M) =0, (6.4)

!Tohle samoziejmé plati jen pro funkce na vektorovém prostoru R”. Pokud uvazujeme funkce na abstraktnim
(tedy definovanym axiomy) vektorovém prostoru, ktery zndte z linedrni algebry, pak napf. linedrni forma neni
polynom jednoduse proto, Ze ‘polynom’ na tomto prostoru nelze snadno definovat.

2Nézvoslovi neni zcela konzistentni, coz je opét dano tim, ze nékterd jména pochazeji z linearni algebry a
nékterd z matematické analyzy.
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kde funkce ps: R — R se nazyva charakteristicky polynom matice A.

Vlastni vektory prislusné vlastnimu éislu A pak spocitdme ze soustavy (6.3). Vlastni vektor
neni svym vlastnim ¢islem uréen jednoznaéné, vlastni vektory piislusné vlastnimu éislu A tvori
cely podprostor null(A — AI) (kromé pocatku 0). Specidlng, velikost vlastnich vektoru nehraje
roli a je proto zvykem je normalizovat, ||v|| = 1.

Priiklad 6.1. Vlastni ¢isla matice A = B ﬂ jsou fesenimi rovnice

1-A 2

det(A — AI) = det { 3 4

}:(1_)\)(4—,\)—3-2:)\2—5/\—2:0.

Tato kvadratickd rovnice mé dva koreny A = (54 1/33)/2, coz jsou tedy vlastn{ ¢isla matice A.
Vlastni vektory prislusné kazdému A najdeme fesenim homogenni linedrni soustavy

1—A 2
{ 3 4_)\:|V70.

O

7 definice determinantu (2.6) plyne (promyslete!), Ze charakteristicky polynom mé stupeii n.
Podle zdkladni véty algebry ma tedy pravé n komplexnich korenu, pocitdme-li k-nasobny kotren
k-krat. Oznacime-li kofeny Ay, ..., A,, plati

n

pa(d) =[x = .

i=1

V tomto smyslu méd matice pravé n vlastnich ¢isel, z nichz nékterda mohou byt stejna kvuli
nasobnosti. Tomuto seznamu vlastnich ¢isel se fikd spektrum matice.

Necht” Ay, ..., A, jsou vlastni ¢isla matice a vy,...,v, jsou jim piislusné vlastni vektory.
Rovnice (6.2) 1ze pro né napsat jako jedinou maticovou rovnici (rozmyslete!)

AV = VA, (6.5)

kde diagondlni matice A = diag(\y,...,\,) € R™"™ md na diagondle vlastni ¢isla a sloupce
¢tvercové matice V.= [vy - -+ v,] € R™" jsou vlastni vektory.

Vlastni vektory mohou byt linedrné zavislé. Otazka, kdy se tak stane a co to znamend, neni
jednoducha a podrobné ji zde diskutovat nepotfebujeme. Rekneme jen, ze existuje dobry diavod
vlastni vektory vybrat tak, aby hodnost matice V byla co mozna nejvétsi.

Jak se pocitaji vlastni ¢isla a vektory? Charakteristicky polynom je hlavné teoereticky na-
stroj a pifmé hledani jeho kofenti neni vhodné pro numericky vypoécet®. Pro vétsi matice se
pouzivaji numerické iteracni algoritmy, piricemz pro matice ruzného typu jsou vhodné ruzné
algoritmy. Matlabskd funkce [V,D]=eig(A) spocitd matice V a A spliujici (6.5).

6.1.1 Spektralni rozklad

Pokud je V reguldrni (tj. existuje n linedrné nezavislych vlastnich vektort), je invertovatelna a
(6.5) 1ze psat jako
A=VAV (6.6)

3Naopak, hledan{ kofenii libovolného polynomu lze prevést na hledani vlastnich éisel matice, kterd se nazyva
doprovodnd matice (companion matriz) polynomu.

Vztahu (6.6) se pak rikd rozklad matice podle vlastnich €isel nebo spektrilni rozklad.
V tom piipadé je matice A podobnd diagondlni matici (neboli diagonalizovatelnd), protoze
z (6.6) plyne VIAV = A.

Véta 6.1. Necht’ A € R™*™. Nasledujici dveé tvrzeni jsou ekvivalentni:
e Matice A je symetricka.

e Vsechna vlastni ¢isla matice A jsou redalnd a existuje ortonormalni mnozina n jejich vlast-
nich vektort.

Dukaz této véty neuvadime. Vété 6.1 se neékdy iikd spektralni véta. Podle ni pro kazdou
symetrickou A je v (6.5) matice A redlnd a V muize byt zvolena ortogondlni (V—* = V7). Tedy

A=VAV" =3 "\viv]. (6.7)
=1

Zaroven jsme vpravo uvedli i druhou formu rozkladu jako soucet dydd (viz §2.7) (pfesvédéte
se, ze druhd rovnost v (6.7) platil).
Viimnéme si, ze dle Veéty 3.6 (pouzité dvakrdt na vyraz VAVT) mame

rank A = rank A. (6.8)

Kdyz rank A < n, nékterd vlastni ¢isla jsou nulova a muzeme tedy vynechat sloupce+radky
matice A a sloupce matice V odpovidajici nulovym vlastnim &isluim. To odpovidd vynechani
nulovych séitancu v sumé dydd v (6.7).

Priklad 6.2. Zde je spektrélni rozklad matice 3 x 3 s jednim vlastnim ¢islem nulovym:

2 3 -2 1/vV2 1/v18 —2/3][5 0 0] [1/vV2 1/v2 0
32 20 =1/V/2 -1/V18 2/3| |0 =9 0O |1/V/18 —1/V/18 4/V18
-2 -8 0 4/V/18 1/3 ][0 0 0] [ —2/3 2/3 1/3

V2 1/VI8 5 01[1/vV2 1/V2 0

1/8/5 ;1/\/\%_8 [0 —9} L/\/ﬁ ~1/VI8 4/V18
1/V/2 1/4/18

5(1/va| [1/v2 1/v2 0] -9 |-1/VIS| (VIS —1/VIE 4/VI§] O
0 4/V/18

Vlastni ¢isla a vektory jsou rozsahlé téma, které jsme zde zdaleka nevycerpali. To ale neni
ani teba, protoze dale budeme pofebovat jen spektralni rozklad symetrické matice.

[N}

6.2 Kvadraticka forma

Kvadraticka forma je homogenni polynom f: R™ — R druhého stupné. Je pohodlné ji zapsat
v maticovém tvaru

flx) =xTAx = Z Z 5% (6.9)

j=1 i=1
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pro néjakou matici A € R™*". Protoze x;x; = x;x; (ndsobeni ¢isel je komutativni), mame

n n 1 n n 1
xTAx = ; 2 it = ; ;(a”— + aji)rw; = §XT(A + AT)x. (6.10)
Vidime, Ze funkce f zavisi jen na souctech a;; + aj;. Je proto zvykem predpokladat a;; = aji,
neboli ze matice A je symetrickd (AT = A). V tom piipadé tedy 3(A +AT) = A.
Je pouéné dokdzat rovnost (6.10) i jinak. Kazdou ¢tvercovou matici lze jednoznacné napsat
jako soucet symetrické a antisymetrické ¢dsti (viz Cvicen{ 2.11):

A:%(A+AT)+%(A—AT).

symetricka antisymetrickd

Ale pro kazdé x mame

xT(A — AT)x = xTAx — xTATx = xTAx — (xTAx)T =0,
kde jsme pouzili skutec¢nost, ze transpozice skalaru je tentyz skalar. Tedy kdyz A neni symet-
rickd, muzeme ji nahradit jeji symetrickou ¢ésti a kvadratickd forma se nezméni.

Priiklad 6.3. Prikladem kvadratické formy dvou proménnych je funkce

fla,y) =22 — 2wy +4* = [z ] B _ﬂ m = [z 4] [j _ﬂ m '

Vsimnéte si, ze prvni matice neni symetricka a druhé ano. O

Symetrickou matici A nazyvame

e positivné [negativné] semidefinitni, kdy? pro kazdé x platf xTAx > 0 [xTAx < 0],
e positivné [negativné] definitni, kdyZ pro kazdé x # 0 plati xT Ax > 0 [xTAx < 0],
e indefinitni, kdy? existuje x a y tak, ze x’Ax >0 a y' Ay < 0.

Matice muze mit i nékolik téchto vlastnosti najednou. Napt. positivné definitni matice je
zaroven positivné semidefinitni. Nulovd matice je zaroven positivné i negativné semidefinitni.
I kdyz definice dava smysl pro libovolné ¢tvercové matice, je zvykem hovotit o téchto vlast-

nostech jen pro symetrické matice. Nekdy se tyto vlastnosti definuji ne pro matici, ale abstrakt-
néji pro kvadratickou formu.

7 definice je jasné, ma-li kvadraticka forma extrém a pripadné jaky:

Véta 6.2. Necht’ funkce f je ddna jako f(x) = xT Ax.
e Je-li A positivné [negativné] semidefinitni, pak f v bodé 0 nabyvd minimum [maximum].
e Je-li A positivné [negativné] definitni, pak f v bodé 0 nabyvd ostré minimum [maximum].

e Je-li A indefinitni, pak f nemd minimum ani maximum.

Dikaz. Je-li A positivné semidefinitni, kvadratickd forma nemuze byt zdpornd a zaroven pro
x = 0 je nulovd, proto v bodé x = 0 (i kdyz moznd i jinde) nabyvd svého minima. Je-li A
indefinitni a napi. x”Ax > 0, bod x nemiize byt maximum protoze (2x)TA(2x) > xTAx, a
zéroveli X nemize byt minimum protoze pro néjaké y je y’ Ay < 0. (]
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Ze spektralniho rozkladu (6.7) mame
fx) =x"Ax =x"VAV x =y Ay = hiy{ + -+ Ay = gy) = g(v'x).  (6.11)

Vidfme, e substituce x = Vy (tj. y = VTx) diagonalizovala matici kvadratické formy. Protoze
matice V je ortogondlni (a proto reguldrni), transformace x = Vy je isometrie a navic vzdjemné
jednoznaénd (neboli bijekee, viz §1.1.2). Tedy funkce f a g se lis{ jen otoéenim piip. zrcadlenim.

Vyhoda je, ze vlastnosti kvadratické formy jsou mnohem lépe patrny z jejiho diagonélniho
tvaru ¢ nez z puvodniho f. Napf. pro piipad dvou proménnych (n = 2) si grafy diagondlni
formy ¢ snadno predstavime. Jsou-li obé vlastni ¢isla kladnd, funkce g vypada jako ‘dolik’.
Jsou-li obé vlastni ¢isla zapornd, funkce g vypada jako ‘kopec’. Maji-li vlastni ¢isla opacna
znaménka, tvarem je ‘sedlo’:
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9y, v2) = —yi — v3

91, v2) = yi + 3

91, y2) = ¥i — s

Vrstevnice kvadratické formy s obéma vlastnimi ¢isly kladnymi je elipsa, sméry jejichz hlavnich
os jsou vlastni vektory:

xTAx =1

Véta 6.3. Symetrickd matice je

e positivné [negativné] semidefinitni, pravé kdyz md vsechna vlastni ¢isla nezdpornd [ne-
kladnd]

e positivné [negativné] definitni, pravé kdyZ m4 vsechna vlastni ¢isla kladnd [zépornd]

e indefinitni, pravé kdyz ma alespori jedno kladné a alespon jedno zaporné vlastni ¢islo.

Diikaz. To je snadny dusledek diagonalizace (6.11). Protoze transformace x = Vy je bijekce,
plati napf. (promyslete!)

Vx eR™ xTAx >0 <= VyeR™ y'Ay >0.
Tedy definitnost matice A je stejna jako definitnost matice A. Ale definitnost diagonalni ma-

tice A je okamzité patrnd ze znamének ¢isel ;. Napi. vyraz (6.11) je nezdporny pro kazdé y,
praveé kdyz vSechna \; jsou nezapornd. g
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6.3 Kvadraticka funkce

Kvadraticka funkce je polynom (ne nutné homogenni) druhého stupné. Lze jej psét v mati-
covém tvaru
f(x)=xTAx+bx +¢, (6.12)

kde AT = A. Oproti* kvadratické formé tedy pribyly linedrni a konstantni ¢leny. V&imnéte si,
7e pron =1 je (6.12) zndm4 kvadratickd funkce jedné proménné f(x) = ax?® + bz + c.

Jak nalézt extrémy kvadratické funkce? Extrémy lze hledat mechanicky pomoci derivaci, to
vsak ukazeme az v pozdéjsi kapitole. Jiny zpusob je prevést kvadratickou funkei na kvadratickou
formu posunutim pocatku. Tento zptusob popiseme nyni.

Neékdy 1ze najit vektor xg € R" a skalar y, takové, ze

xTAx +bTx + ¢ = (x — x0)TA(x — x¢) + %o (6.13)

Vyraz na pravé strané je kvadratickd forma s pocatkem posunutym do bodu xg, plus konstanta.
Této tprave se i1kd doplnéni na étverec. Znate ji pro piipad n = 1, nebot’ tak se na zakladni
gkole odvozuje vzorec pro koreny kvadratické rovnice jedné proménné. Spoétéme Xy, yo z danych
A, b, c. Rozndsobenim pravé strany dostaneme

(x — XO)TA(X —x) + 1o = x"Ax — xT Axq — X?;AX + ngxo +
= x"Ax — 2xT Ax + xL Axo + o
Porovnéanim ¢élenu stejného stupné mame

b = —2Ax, (6.14a)

¢ =x2Axg + Yo, (6.14b)

z ¢ehoz spocitdme xg a yy. Pokud soustava (6.14a) nemé feseni, doplnéni na ¢tverec neni mozné.
Pokud je doplnéni na ¢tverec mozné, vysetieni extrému kvadratické funkce se nelisi od vyset-
feni extrému kvadratické formy, protoze rozdil je jen v posunuti x¢. Pokud doplnéni na étverec

mozné neni, kvadratickd funkce extrém nemd (toto tvrzeni uvddime bez dukazu). Extrémy
kvadratickych funkei lze také hledat pomoci derivaci, ale to si ukazeme az pozdéji.

Piiklad 6.4. Mame kvadratickou funkci

f(a,y) = 20" = 2uy +y° =2y +3 = M H *ﬂ H " MT H o

Jeji doplnéni na ¢tverec je

e =217 -2 -2+ -2 = [ 00] [ 2 T [ETd]

tedy mame x = (1, 2), yo = 1. Jelikoz matice A je positivné definitni (ovéite!), ma kvadratickd
funkce minimum v bodé x. O

4Pokud A = 0, bude f pouhd afinni funkce. Je véci konvence, zda afinni funkci mame nazyvat kvadratickou
¢i nikoliv, tedy zda méame zakazat piipad A = 0.
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Priklad 6.5. Kvadratickd funkce

Jy)=a® —y= mT B 3} M * Hr M

doplnit na étverec nejde. Funkce tedy nemé na R? extrém. d
Piiklad 6.6. Resme znovu tlohu (5.2). Utelové funkee této dlohy je kvadraticks, je totiz

|[Ax — b||* = (Ax — b)" (Ax — b)
= x"AT - b") (Ax — b)
=x"ATAx —x"A"™ - b"Ax +b’b
=x"ATAx — 2bTAx + b7, (6.15)

kde jsme pouzili rovnost bT Ax = (bT Ax)T = xTATb (nebot’ skalar je roven své transpozici).
Extrém této kvadratické funkce muzeme najit doplnénim na ¢tverec (viz §6.3). Soustava (6.14a)
bude mit tvar ATAx, = ATb (A, b zde samoziejmé oznacuje néco jiného nez v (6.14a)), tedy
dostali jsme normdln{ rovnici (5.3). Zaroven je jasné, ze matice AT A je positivné semidefinitni,
nebot’ pro kazdé x € R™ mame

xTATAx = (Ax)TAx = ||Ax|]* > 0. (6.16)

Tedy v bodé xg bude minimum. |

6.3.1 Kvadrika

Vrstevnice kvadratické funkee se nazyva kvadrika. Tedy kvadrika je mnozina®
{xeR" | x"Ax+b"x+c=0} (6.17)

Kdyz b = 0, mnozina (6.17) je vrstevnice kvadratické formy a kvadrika mé tedy stied v
pocatku. Kdyz A je diagondlni, kvadrika ma osy rovnobézné se souradnicovymi osami. Kdyz
A =0, mnozina (6.17) je pouhd nadrovina. Kdyz A nemd plnou hodnost, kvadrika je degene-
rovand. Mnozina (6.17) muze byt i prédzdna.

Jestlize kvadratickd funkce dovoluje doplnén{ na ¢tverec, muzeme mnozinu (6.17) psét jako

{x€R" | (x —x0)TA(x —x¢) + =01}, (6.18)

coz je vrstevnice kvadratické formy posunuté o xq. V tom piipadé je typ kvadriky urcen jed-
noduse znaménky vlastnich ¢isel matice A. Specidlné, kdyz vSechna vlastni ¢isla jsou kladna
(tedy A je positivné definitni), jde o povrch elipsoidu®. Kdy# néktera vlastn{ ¢isla jsou nulové
(tedy A nemé plnou hodnost), kvadrika je degenerovand. Toto ale nevycerpava vsechny typy
degenerace: dalsi typy degenerace nastanou v pripadé, kdy A nemd plnou hodnost a funkce
nedovoluje doplnéni na ¢tverec.

Pro n = 2 se kvadrika nazyva kuzelosecka (angl. conic).

®Bez ztraty obecnosti uvazujeme vrstevnici vysky nula (tj. mnozina koientt) kvadratické funkce (6.12), nebot’
¢ muzeme zvolit libovolné.

6Nékteii autori mysli elipsoidem mnozinu i s vnitikem, nékteif jen jeji hranici. Rozdil je stejny jako mezi
sférou a kouli.

62



6.4 Cviceni

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.
6.5.

6.6.
6.7.

6.8.

6.9.

6.10.
6.11.

6.12.
6.13.

. P P . 1 2 1 2
Spocitejte vlastni ¢isla a vlastni vektory matic {_1 _3} , L 0} .

2 0 3
Napiste rovnici, jejimiz kofeny jsou vlastni ¢isla matice |0 —2 —1
3 -1 2

Jaka jsou vlastnf ¢isla a vlastni vektory (a) nulové, (b) jednotkové, (c¢) diagonalni matice?
Jakd jsou vlastni ¢isla trojihelnikové matice?

Zname vlastni ¢isla a vektory matice A. Jaka jsou vlastni ¢isla a vektory matice A + oI?

Necht” A € R™™ a B € R™™. Dokazte, ze nenulova vlastni ¢isla matic AB a BA jsou
stejnd. Jaky je vztah jejich vlastnich vektoru?

() Ukazte, ze dvé ¢tvercové matice komutuji, pravé kdyz maji stejné vlastni vektory.

Pro dané matice urcete, zda jsou positivné/negativné (semi)definitn{ nebo indefinitni:
1 2 2 1 01 10
2 1" |1 2" |1 0] |0 O]

Méjme matici A = {1 -3

9 _ 4} . Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

a) Vyraz xT Ax je nezaporny pro kazdé x € R2.
b) Vyraz x’ Ax je nekladny pro kazdé x € R2.
¢) Funkee f(x) = x’Ax m4 v bodé x = 0 extrém.

Méme kvadratickou formu dvou proménnych f(z,y) = 322 + 22y + 3y
a) Napiste ji ve tvaru f(z,y) = [z y] A B] se symetrickou A.

b) Najdéte a,b € R a ortogondlni U tak, ze f(r,y) = au® + bv?, kde [Z] =U {ﬂ .

¢) Nakreslete mnozinu bodit (u,v) splitujicich au® + bv? = 1.
d) Transformujte tuto mnozinu do soutadnic (z,y) a nakreslete.

Je mnozina { (z,y) € R? | 22 — 3zy + 32 = 1} elipsa nebo hyperbola? Odivodnéte.
(x) Napiste v Matlabu funkci ellipse(A), kterd vykresli elipsu s rovnicf xTAx = 1 pro
positivné definitni A. Zamyslete se, jak byste postupovali pfi navrhu funkce conic(Q),
ktera vykresli kuzelosecku x” Ax = 1 pro A libovolné definitnosti (nezapomeiite, ze obecnd
kuzelosecka muze byt neomezend, tedy je nutno ji ofiznout do daného obdélniku).
Ukazte, ze je-li A = VAVT spektralni rozklad symetrické matice A, plati A" = VA*VT.

Nésledujici kvadratické funkce napiste ve tvaru (6.12) se symetrickou A. Pak najdéte jejich
extrémy a urcete typ kazdého extrému (pouzijte doplnéni na ctverec).

a) flo,y) =a®+4day — 29>+ 32 — 6y +5
b) flz,y) = 2%+ 2y — 22y + 20—y
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6.14.

6.15.
6.16.
6.17.

6.18.

6.19.

6.20.

6.21.

6.22.

Méme neorientovany graf (V, E) s mnozinou vrcholi V = {1,...,n} a mnozinou hran

EC (Y) ={{i,j}|ij €V, i+#j} Kazdému vrcholui € V je piifazeno cislo z; € R,

tato ¢isla tvori vektor x € R". Je ddna funkce f: R” — R jako f(x) = %Z{M}EE(@ —z;)%

a) Ukazte, ze f je kvadratickd forma.

b) Jaka je definitnost této kvadratické formy?

c) Pro jaka x plati f(x) = 07

d) Necht’ je graf zaddn matici sousednosti A € {0,1}"*" tak, ze a;; = 1 pravé kdyz
{i,j} € E. Najdéte matici L € R™™ tak, Ze f(x) = x? Lx. Hledejte co nejjednodussf
vztah pro L. Pouzijte pfitom kromé matice A také diagondlni matici D = diag(A1);
jaky je vyznam matice D?

Poznamenejme, ze funkei f (ptip. matici L) se fikd Laplacidn grafu (V, E).
Musi mit positivné semidefinitni matice na diagondale nezaporné prvky? Odpovéd’ dokazte.
Dokazte, ze matice ATA + ul je positivné definitni pro kazdou matici A a kazdé p > 0.
Dokazte, ze symetrickd matice je positivné definitni, pravé kdyz je positivné semidefinitni
a invertovatelna.
Dokazte, ze kazda symetrickd positivné definitni matice je invertovatelnd a jeji inverze je
také positivné definitni. Dokazte

a) s pouzitim spektralniho rozkladu,

b) bez pouzit{ spektralniho rozkladu.

Dokazte:

a) Pro kazdou matici A je matice AT A positivné semidefinitn{.

b) Matice AT A je positivné definitnf, pravé kdyZz matice A ma linearné nezavislé sloupce,
¢) Pro kazdou positivné semidefinitn{ matici B existuje matice A tak, ze B = ATA.
d) Pro kazdou pozitivné definitn{ matici B existuje regularn{ matice A tak, ze B = ATA.

(%) Positivné semidefinitn{ symetrické matice lze vnimat jako zobecnéni nezdpornych ¢isel.
Proto se nékdy positivni semidefinitnost znac¢i A > 0. Zapis A < B je pak zkratkou
B — A > 0. Dokazte, 7ze relace < je ¢dstecné usporadani (tj. reflexivni, tranzitivni a
antisymetrickd) na mnoziné symetrickych matic n x n.
(%) Na zdkladé podobnosti relace < z predchoziho cviceni a relace < na mnoziné R bychom
ocekavali, ze:

a) Pokud A < B a C <D, potom A+C=<B+D.

b) Pokud A = 0 a a > 0, potom aA * 0.

c¢) Pokud A = 0, potom A% = 0.
d) Pokud A =0 a B > 0, potom AB = 0.

)

e) Pokud A > 0 a B > 0, potom ABA > 0.

Které z téchto tvrzeni plati a kterd neplati? Odpoveédi dokazte.

Najdéte vechna vlastni ¢isla projektoru. Odpoved’ naleznéte algebraicky z idempotence
projektoru a poté oduvodéte geometrickou tivahou.
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6.23. Geometrickou tivahou najdéte aspon dva vlastni vektory a prislusnd vlastni ¢isla House-
holderovy matice ze Cviceni 4.13.

6.24. Je znamo, ze libovolnou rotaci ve tfirozmérném prostoru lze realizovat jako rotaci kolem
jisté primky (jdouci pocdtkem) o jisty thel. Geometrickou tivahou zjistéte co nejvice o
vlastnich éislech a vektorech rotaéni matice rozméru 3 x 3.

6.25. Dokazte, ze ortogondlnf projektor (tj. matice reprezentujici ortogonalni projekei) je posi-
tivné semidefinitni. Jaky to ma geometricky vyznam?

Napovéda a feSeni
6.4. Vlastni ¢isla se zveétsi o a. Vlastni vektory jsou stejné.
6.5. Necht’ ABv = Av # 0. Z toho plyne BABv = ABv, tedy BAu = Au kde u = Bv. Zaroven
u # 0 protoze jinak by bylo Av = 0.
6.7. indefinitni, positivné definitni, indefinitni, positivné semidefinitni

6.8. Zadné tvrzeni neplati, protoze matice neni symetricks. Musime ji nejdiive symetrizovat, tj. vzit

matici 2(A + AT), a pak teprv pocitat vlastn{ cisla.

2
31
6.9.2) A= [1 3}

v2 | 11

6.10. Hyperbola, nebot’” A ma nenulovd vlastni ¢isla opa¢nych znamének.

6.9b) a=2b=4U=-"L {*1 1}

6.13.a) Prevod na tvar (6.12): x = B}, A= {1 73}, b= {73}, ¢ = 5. Doplnéni na ¢tverec existuje

2 6
(uz proto, ze A je reguldrni). Funkce nemd extrém (protoze A je indefinitni), md sedlo v bodé
(%7 _1)
6.13.b) M4 minimum v bodé —(3,1)/2.
6.14.2) Je (z; — x;) = v — 2wa; + :c? Tedy f je homogenni polynom stupné dva, coz je kvadratickd
forma

6.14.b) Funkce je soucet ¢tvercu (druhych mocnin), tedy f(x) > 0 pro vSechna x € R", tedy f je
positivné semidefinitni. Zdroven f(x) = 0 kdyz vSechny slozky z; jsou stejné (tedy x = al pro
libovolné a € R), tedy neni positivné definitni.

6.14.c) Zjevné f(x) = 0 prévé kdyz x; = x; pro véechna {i,j} € E. Kdyz graf je souvisly, nastane to
praveé kdyz vSechna x; jsou stejnd. Jinak to nastane prave kdyz jsou x; stejna v kazdé komponenté
grafu.

6.14.d) Prvek d;; matice D je stupen (tedy pocet incidentnich hran) vrcholu i. Je L =D — A, nebot’

%Z(% _1']‘)2 = %Z x} — le] + %Z I? = Zx% — 2%11 =x"Dx — xT Ax.

{i.g} {i.g} {i.} {i.g} {i.} {i.3}

6.15. Musi. Staci vzit x = e; vektory standardni béze.

6.16. xT(ATA + pI)x = xT AT Ax + pxTIx = ||Ax||? + p|x||? > 0 pro kazdé x # 0.

6.17. Necht’ A = VAVT. Matice A je positivné semidefinitni, pravé kdyz jsou vsechny diagondlni
prvky matice A (coz jsou vlastni ¢isla matice A) nezdporné. Dle (6.8) je A invertovatelnd, préave

kdyz A je invertovatelnd, neboli A ma na diagonale nenulové prvky. Ale A je positivné definitni,
pravé kdyz jeji vl. ¢isla jsou kladnd, tj. nezdpornd a nenulova.
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6.18.a) Je A=l = (VAVT)"!l = VA~IVT. Ale definitnost matice A je stejnd jako definitnost ma-
tice A. Je jasné, ze pokud diagondlni prvky A; matice A jsou kladné, pak jsou kladné i diagonalni
prvky 1/); matice A1,

6.18.b) Necht’ A je positivné definitni, tedy x” Ax > 0 pro kazdé x # 0. Kdyby A nebyla invertovateln4
(tj. reguldrni), dle Véty 3.7 by méla netrividlni nulovy prostor, tedy Ax = 0 pro néjaké x # 0.
Ale to nelze, protoze pak by také xT Ax = 0.

Necht’ A je invertovatelna. Polozme y = Ax a x = A™'y. Vime, ze x” Ax > 0 pro kazdé x # 0.
Z toho xTAx = yTA"TAA~ 'y = y"A~ly > 0. Protoze zobrazeni f(x) = Ax je bijekce, je
yIA=ly > 0 pro kazdé y # 0.

6.19.a) xTATAx = (Ax)TAx = |Ax[2>0

6.19.b) Vime, ze ATA je p.s.d. pro kazdou A. Tedy staéi dokézat, ze ATA je invertovatelnd, prave
kdyz A ma l.n. sloupce. To jsme dokdzali v (5.5).

6.19.c) Ve spektrdlnim rozkladu B = VAVT m4 A nezaporné diagonalni prvky. Polozme A = AV2VT,

6.19.d) Ve spektralnim rozkladu B = VAV m4 A kladné diagonalni prvky. Polozme A = AY/2VT,

6.20. Relace je reflexivni, kdyz A < A pro kazdou A, neboli A — A > 0, coz plati.

Pro dal3f si viimnéte, ze A < B znamend (vx)(x” Ax < x"Bx). Relace je antisymetrickd, kdyz
A=<B=<A = A=B. Ale x"Ax < x"Bx < x"Ax implikuje x” Ax = x"Bx. To plat{ pro
vSechna x, protoze A, B jsou symetrické.

Relace je tranzitivni, kdyz A < B < C = A =< C. To plati, nebot’ xTAx < x"Bx < xTCx =
xT'Ax < xTCx.

6.22. Algebraicky: Projektor P spliiuje PP = P (idempotence). Tedy z Pv = Av plyne (ndsobenim
matici P) Pv = APv. To muze platit jen pro A = 1 nebo pro Pv = 0. Ale kdyz Pv = 0, tak z
rovnice Pv = Av musi byt A = 0. Tedy vlastni ¢isla projektoru mohou byt bud’ 1 nebo 0.
Uvaha: Projekce na podprostor X = rng P promitne kazdy vektor x € X na sebe, tedy Px = x.
Kazdy vektor x € X1 se promitne do 0, tedy Px = 0. Kazdy vektor x ¢ X U X' se promitne do
vektoru, ktery neni rovnobézny s x. Shrnuto, P ma jen dvé vlastni ¢isla 1 a 0 (predpokladdme
nyni, ze X+ # {0}, neboli P nenf regularni). Vlastn{ vektory piislusné éislu 1 tvoii podprostor X,
vlastni vektory pifslusné ¢islu 0 tvoif podprostor X .

6.23. Transformace f(x) = Hx je zrcadleni okolo nadroviny s norméalovym vektorem v. Tedy Hx = x
pro viechna x lezici v této nadroving, neboli vI'x = 0. Déle je Hv = —v, nebot’ norméla nadroviny
zrcadlenim zméni orientaci.

6.25. Projektor P spliuje P2 = P a PT = P (viz §4.5 a Cvicen{ 5.17), z ¢ehoz plyne P = PTP. Nyni
z"Pz = z"PTPz = |Pz||? > 0 (viz Cviceni 6.19). Geometricky vyznam je takovy, ze libovolny
vektor z svird se svou ortogondlni projekci x = Pz ostry thel nebo jsou na sebe kolmé (kdyz
z = 0 nebo x = 0), tedy zI'x = 2TPz > 0.

66



Kapitola 7

Prolozeni bodu podprostorem

7.1 Problém nejmensi stopy

Necht” A = VAVT je spektralni rozklad symetrické matice A € R™", kde tedy A je diagonalni
a V je ortogondlni. Pfedpokldaddme pfitom, ze \; < --- < \,, coz lze vzdy zafidit vhodnou
permutaci sloupcu vy, ..., v, matice V a diagonalnich prvku Aq,..., A, matice A.

Véta 7.1. Platf
min{ x’Ax |x €R", x'x =1} =)\ (7.1)

a minimalni hodnota se nabyva pro x = vy, tedy pro normalizovany vlastni vektor prislusny
nejmensimu vlastnimu ¢islu.

Diikaz. Pohled’'me na rovnost (6.11). Protoze V je ortogondlniay = VIx, jeyly = xTVVTx =
xTx a tedy podminka x7x = 1 je ekvivalentn{ podmince yTy = 1. Tedy tiloha (7.1) m4 stejnou
minimalni hodnotu jako tloha

min{y"Ay |y e R", y'y =1} =min{ \y; + -+ Ay [ y1. - ¥ ER, g7+ +y2 =11}

(7.2)
Tuto tlohu snadno vyfesime dvahou (viz Cvicen{ 7.1): minimum se nabyvd pro y; = 1 a
Y2 ==y, =0, tj. proy = e; (prvni vektor standardni baze). To odpovidd x = Ve; = v; a
yTAy = M. O

Je-li matice A symetrickd, ze spektralniho rozkladu a cyklicnosti stopy (viz §2.6) mame
trA =tr(VAVT) = tr(VIVA) =tr A =\, + - + Ay, (7.3)

kde Aq,..., A\, jsou vlastni éisla matice A. Podotknéme, Zze rovnost tr A = \; + --- + \,, plati
pro kaZdou (ne nutné symetrickou) matici. Dukaz tohoto tvrzeni neuvddime.

Uvazujme podprostor dimenze k s ortonorméalni bézi tvoienou sloupci matice X € R™*
tedy XTX = I. Kazdy vektor z tohoto podprostoru je linedarni kombinace x = Xy vektorii
béze, kde y € RF jsou souiadnice vektoru x v této bazi. Tedy funkce

9(y) = f(Xy) = y"X"AXy (7.4)

je ztizeni (neboli restrikee) kvadratické formy f(x) = xT Ax na dany podprostor, vyjadiend v
soutadnicich y. Funkee ¢ je kvadraticka forma s matici X7 AX. Jejf stopu tr(XTAX) lze tedy
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vidét jako stopu matice A na podprostoru rng X. Vsimnéme si, ze tato stopa nezavisi na tom,
jakou ortonorméln{ bazi podprostoru zvolime (viz Cviéeni 4.16), nebot’ pro kazdou ortogonédlni
U € R¥* je tr[(XU)TA(XU)] = tr(UTXTAXU) = tr(UUTXTAX) = tr(XTAX).

V nésledujici tloze (7.5), kterd kterd zobectiuje rovnosti (7.3) a (7.1), hleddme takovy pod-
prostor, na kterém je stopa matice A nejmensi.

Véta 7.2. Necht’ k < n. Plati
min{ tr(XTAX) | X e R XTX =1} =\ + -+ A, (7.5)

tedy minimalni hodnota je soucet k nejmensich vlastnich ¢isel matice A. Minimum se nabyva
pro X = [Vl Vk}, tedy pro sloupce X rovné (normalizovanym) vlastnim vektorum pri-
slusnym témto vlastnim ¢islium.

Diikaz. (%) Mame tr(XTAX) = tr(XTVAVTX) = tr(YTAY), kde X = VY. Protoze V je
ortogonalni, XTX = I plat{ pravé kdyz YTVIVY = YTY = L. Tedy tiloha (7.5) m4 stejnou
optimélni hodnotu jako tloha
min{ tr(YTAY) | Y e R™* YTY =T (7.6)
Resme tilohu (7.6). Z vlastnosti stopy (viz §2.6) méme
tr(YTAY) = tr(YYTA) = tr(PA) = \ipit + -+ + Auns

kde pi1,. .., pan jsou diagondlni prvky matice P = YY7.
Pro kazdou Y € R™ &isla pyy,. . ., Pn SPliuji rovnost

Pt A pn = trP=tr(YYT) = tr(YTY) = tr I}, = k.

Déle spliiuji nerovnosti 0 < p;; < 1 (viz Cviceni 4.20). Uvazujme tlohu

min{ >\1p11 + -+ )\npnn ‘ 0 S P11+ -5 Pnn S 17 P11 + - +pnn = k} (77)
Tuto tdlohu vyfesime dvahou (viz Cvicen{ 11.3): jeji optimdlni hodnota je A;+- - -+, a optimaln{
argument je p1y = -+ = ppr, = 1 & Prg1g+1 = -+ = Dnp = 0. Ale matici P = YYT s témito
diagonalnimi prvky lze realizovat volbou Y = [IS] . Z toho X =VY = [vl e vk}. g

7.2 Prolozeni bodu podprostorem

Hledejme linearni podprostor dimenze k prostoru R”, ktery minimalizuje souéet ¢tvercu vzdale-
nosti k danym bodum ag, ..., a,, € R". Podotknéme, Ze tuto ulohu nelze nijak prevést na ilohu
nejmensich ¢tvercu (5.2). Pro pohodli zavedeme matici A = [al am]T € R™™ s radky
af. ... al. Ve statistice se této tloze ika rozvoj podle hlavnich komponent (angl. principal
component analysis, PCA) nebo Karhunen-Loewiv rozvoj.
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mgY = (rng X)+ = null(X7)

b1 =YY a=(I-XX")a,
Y lar = bl = [ XTay |

al

Véta 7.3. Necht’ ATA = VAVT je spektralni rozklad matice
ATA =aja] + - +a,al. (7.8)

e Poslednich k sloupcii matice V (tj. vlastni vektory matice (7.8) odpovidajici k nejvétsim
vlastnim ¢islim) tvori ortonormalni bézi linedrniho podprostoru dimenze k, ktery mini-
malizuje soucet ¢tverct vdalenosti k bodum ay, . .., a,,.

e Prvnich n—k sloupcii matice V (tj. vlastni vektory matice (7.8) odpovidajici n—k nejmen-
Sim vlastnim ¢islum) je ortonorméalni béze ortogondlniho dopliku tohoto podprostoru.

Dikaz. Misto hledaného podprostoru je vyhodnéjsi hledat jeho ortogondlni doplnék, ktery re-
prezentujme ortonormélni baz{ tvofenou sloupci matice X € R™*("=%) (viz obrazek). Matice X
ma n — k sloupcu, nebot’ dle Véty 4.1 je dimenze tohoto ortogonalniho doplinku rovna n — k.
Tedy hledany podprostor je (dle (4.7a))

mgY = (mgX)" =null(X”) = {acR" | XTa=0}. (7.9)

Vzdalenost bodu a € R™ k podprostoru (7.9) je délka projekce na jeho ortogondlni doplnék, tj.
[XXTal|| = [|[XTa|| (viz §4.5). Soucet &tverci vzdalenosti viech bodl k podprostoru je

IXTay[*+ -+ X ey, |* = AX]?,
kde ||AX]| zde znaci maticovou (Frobeniovu) normu (4.27) matice AX. Resfme tedy tlohu
min{ |AX|| | X € R XTX =1}, (7.10)

Jelikoz [|AX|]? = tr(XTATAX), fesenf mdme z Veéty 7.2: rozdélime-li (ortogondlni) matici
V =[X Y] eR™ do dvou blokit X € R™*("" a'Y € R™, pak X je fefenf tlohy (7.10) a
(viz §4.5.1) sloupce Y tvoiif ortonormélni bazi hledaného podprostoru (7.9). EI

Piiklad 7.1. Jsou dény body ai,...,a,, v prostoru R? jez tvoif fadky matice A € R™3.
Necht’ ATA = VAVT je spektralni rozklad matice A, kde vy, v4, v3 jsou sloupce matice V &
R¥>3 a 0 < A\ < A\ < \3. Pifmka prochédzejici pocétkem (tedy k& = 1), kterd minimalizuje
soucet ¢tvercu vzdalenosti k bodum, je mnozina

(span{vy,vo )t = {x € R® | vIx = vIx =0} = span{v3}.

Rovina prochdzejici pocdtkem (tedy k& = 2), kterd minimalizuje soucet ¢tvercu vzdalenosti k
bodum, je mnozina

(span{vi})" = {x € B* | vx = 0} = span{vs, vy}. 0
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7.2.1 Nejbliz§i matice nizsi hodnosti
Ukézeme, ze tloha (7.10) je ekvivalentn{ ndsledujici tloze: k dané matici A € R™*" hleddme
nejblizsi (ve smyslu Frobeniovy normy) matici B hodnosti nejvyse k. Tedy

min{ |[A — B|| | B € R™", rankB <k }. (7.11)
Tato tloha je angl. znama jako low rank approximation.

Véta 7.4. Optimdlni hodnota tilohy (7.11) je rovna optimdlni hodnoté ilohy (7.10) a nabyva
se pro matici B = AYYT”, kde sloupce matice Y € R™* tvor{ (normalizované) vlastni vektory
prfslusné k nejvétsim vlastnim éislim matice ATA.

Diikaz. Dle (3.13) ma matice B hodnost nejvyse k pravé kdyz jeji nulovy prostor ma hodnost
nejméné n — k. To nastane pravé kdyz existuje matice X € R™ (%) g ortonormélnimi sloupci
tak, ze BX = 0. Tedy tloha (7.11) je ekvivalentni dloze

min{ [A - B|| | B€R™", X ¢ R XTX =1 BX=0}. (7.12)

Oznaéme fadky matice A jako af,...,al a fddky matice B jako bT,...,bT. Podminka

BX = 0 jde pséat jako X”b; = --- = X'b,, = 0, coz znamend, ze body by,...,b,, lezi v
podprostoru (7.9). Plati

|A = B|* = fla; — by + - + [|a — b (7.13)

Tedy v tlohdch (7.11) a (7.12) hleddme body by, ..., by, které lezi v podprostoru dimenze
nejvyse k a jejichz soucet ctverci vzdalenosti k bodtiim a; je minimadlni. Viz obrazek v §7.2.
Ale pokud X je pevné, mame

min{ |[a—b| |beR", X'b=0} = || X”a| (7.14)

kde minimum se nabyvd pro b = (I — XX%)a, coz je ortogonaln{ projekce bodu a na pod-
prostor (7.9). Minimalizace (7.13) za podminky BX = 0 se pak rozpadd na m nezdvislych
tloh (7.14):

min{ |[A = B|]*| BER™" BX =0} = |X"a||* + -+ [|XTa,|]* = |AX]]?,

kde minimum se nabyva pro matici B = A(I — XXT7). Tedy tloha (7.12) (a také (7.11)) je
ekvivalentn{ minimalizaci ||AX]|| za podminky XTX = I, co# je tiloha (7.10).

Z tilohy (7.10) vime, Ze sloupce optimalni matice X € R™("~%) jsou vlastni vektory pifslusné
n — k nejmensfm vlastnim &sliim matice ATA. Dle (4.21) je YYT 4+ XX = I, kde sloupce
Y € R jsou vlastni vektory piislusné k nejvétsim vlastnim éisliim matice ATA. Tedy B =
AI-XXT)=AYYT. O

7.2.2 Co kdyz prokladame afinnim podprostorem?

Zmeénme nyni ilohu z Véty 7.3 tak, ze misto linedrntho podprostoru hledejme afinni podprostor
dimenze k, ktery minimalizuje soucet ctvercu vzdalenosti k bodum ay, . .., a,,.

Véta 7.5. Afinni podprostor, ktery minimalizuje soucet ¢tvercu vzdalenosti k bodum ay, . . ., a,,,
prochdzi tézistém a = T}L(al +---+a,,) téchto bodii.
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Driikaz. Hledany afinni podprostor parametrizujme jako (srov. (7.9) a Véta 3.10)
{aeR" | XTa=y}, (7.15)

kde X € R™F je matice s ortonormdlnimi sloupci a y € R™. Vzdalenost bodu a € R" od
tohoto podprostoru je || XTa — y|| (viz Cviceni 4.17). Soucet ¢tverc vzddlenost{ viech bodi k
podprostoru je tedy

Xy —y[* + -+ [ X"y, — y]* = [AX — 1y" ||

Tento vyraz tedy musime minimalizovat pfes proménné X a y za podminky X7X = I. Pokud
je X libovolné pevné a minimalizujeme pouze pies y, minimum se nabyva v bodé y = XTa
(viz Cviceni 5.3.a). Z toho plyne (proc?), ze podprostor (7.15) obsahuje bod a. O

Nyni je feSeni jasné: nejprve posuneme body ai,...,a, tak, aby jejich tézisté lezelo v
pocatku, a potom najdeme (linedrni) podprostor, ktery minimalizuje soucet ¢tvercu vzdalenosti
k posunutym bodum, dle Véty 7.3. Jeho posunutim zpét pak ziskdme kyzeny afinni podprostor.

7.3 Preurcené homogenni linearni soustavy

Resme homogenni linedrni soustavu
Ax =0, (7.16)

kde A € R™ ™. Jeji mnozinou feseni je null A| coz je linearni podprostor R™ dimenze n—rank A
viz (3.13). Muze byt homogenn{ soustava ‘preurcend’? Preurcenost nenf rozumné definovat jako
u nehomogenni soustavy (viz §5.1), protoze homogenni soustava ma vzdy trividln{ feseni x = 0.
Ovsem, kdybychom ‘pieurcenou’ soustavu zkusili priblizné fesit jako minimalizaci || Ax||, dostali
bychom trivialni optimalni feseni x = 0.

Abychom se tomu vyhnuli, mizeme navic pozadovat xx = 1. To tedy vede na tlohu

min{ [|Ax|| | x €R", x"x =1}. (7.17)

Protoze ||Ax||? = xTAT Ax, dle (7.1) je fesenfm této tlohy vlastni vektor matice AT A p¥islusny
jejimu nejmensimu vlastnimu éislu.

Piiklad 7.2 (Pfiblizné prolozeni bodu kuzeloseckou). Kuzelosecka (viz §6.3.1) je mno-
Zina
K={(z,y) eR*| f(x,y) = az® +bay +cy’ +dx +ey+f=0}.
Budiz ddno m bodt (x1,41), ..., (Tm,ym) € R%, o kterych vime, Ze majf leZet na kuzelosecce.
Body jsou ale zatizeny Sumem a tedy obecné nemusi existovat kuzelosecka, ktera jimi prochézi.
Hledejme tedy kuzelosecku, kterda je ‘nejblizsi’ danym bodum. Jedna moznd formulace této
dlohy je, ze hledame ¢isla a, b, ¢, d, e, f, kterd minimalizuji soucet ¢tvercu vzdélenosti bodu od
kiivky. VyfTesit pfesné tuto tlohu je ale obtizné.
Formulujme proto dlohu priblizné: hledejme cisla a, b, ¢, d, e, f, kterd minimalizuji soucet

f($17y1)2+ "'+f($maym)2' (7'18)

Tato formulace ale nevyjadiuje to, co chceme, protoze minimum vyrazu (7.18) se nabyva pro
a=b=c=d=c¢e= f=0.V tomto pifpadé mnozina K neni kiivka, ale celd rovina R
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Ve skutecnosti navic potiebujeme, aby aspon jedno z éisel a, b, ¢, d, e, f bylo nenulové. Toho
dosdhneme uvalenim podminky

AP+ P+ =1 (7.19)

Vsimnéte si, ze pro kazdou kuzelosecku muzeme dosdhnout splnéni této podminky, protoze
vynasobenim vektoru (a, b, ¢, d, e, f) libovolnym nenulovym éislem nezmén{ mnozinu K.

Minimalizace (7.18) za podminky (7.19) se d4 psit jako minimalizace ||A6|* za podminky
070 =1, kde

ZE% 1Y Uf 1 oy 1
: : : : : , 0=[abcdeﬂT‘

Lo TmYm Y T Ym 1 O

Obecnéji, soustavu (7.16) nazveme preurcenou tehdy, kdyz dimenze jejiho prostoru fesenf je
nizsi nez néjaka predem zndm4 dimenze n—k. Priblizné feseni soustavy pak vede na ilohu (7.10),
kterd je ovéem ekvivalentni tiloze (7.11). Uloha (7.11) odpovida tomu, Ze co nejméné zménime
matici A, aby prostor feseni soustavy (7.16) mél kyZzenou dimenzi n— k. Neboli nejprve najdeme
matici B s hodnosti k£ nejblizsi matici A a potom fesime soustavu Bx = 0, jejiz prostor feseni
jiz ma dimenzi n — k.

Vztah k nehomogennimu pfipadu. V §5.1 jsme formulovali ptiblizné feseni nehomogenni
(b # 0) soustavy Ax = b jako dlohu mingegn ||[Ax — b|. Muze se zddt, Ze tato formulace
je uplné odlisnad od formulace pfiblizného feseni homogenni soustavy, kterou jsme uvedli zde.
Ale tak tomu neni. Formulujme ptiblizné reSeni nehomogenni soustavy takto: pokud soustava
Ax = b nemd teSeni, zménme vektor b co nejméné tak, aby soustava feseni méla. Presnéji,
hleddme vektor ¢ tak, aby pro néjaké x platilo Ax = ¢ a piitom ¢islo ||b —c|| bylo co nejmensi.
Tuto tdlohu lze napsat jako

min{ [b—c| |Ax=c, xeR", ce R™}.
Zde minimalizujeme pies proménné x a ¢ (nevadi, ze x se nevyskytuje v tcelové funkci). Ale
tato tloha jde zjednodusit: dosadime ¢ = Ax do 1ucelové funkce [|b — c||, ¢imz dostaneme
Minkegn ||Ax — bl|. Shriime:

e V piiblizném feSeni nehomogenni soustavy Ax = b chceme zménit vektor b co nejméné
tak, aby soustava méla reseni.
e V priblizném feSeni homogenni soustavy Ax = 0 chceme zménit matici A co nejméné tak,
aby soustava méla prostor feSeni dané dimenze.
7.4 Singularni rozklad
Véta 7.6. Kazdou matici A € R™*" Ize rozlozit jako
A =USVT (7.20)

kde matice S € R™*" je diagonalni a U € R™*™ a 'V € R™" jsou ortogonalni.
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Pripomernime, ze diagondlni matice nemusi byt ¢tvercovd (viz zacdtek kapitoly 2). Diago-
nalni prvky matice S se nazyvaji singularni ¢isla matice A a budeme je znacit s, ..., s,
kde p = min{m,n}. Je zvykem je zvolit nezdporné, coz lze vzdy zajistit vyndsobenim zdpor-
nych singuldrnich ¢isel a odpovidajicich sloupcu U a V minus jednickou. Sloupce matice U
piip. V se nazyvaji levé pifp. pravé singuldrni vektory matice A. Rozklad (7.20) se na-
zyvé rozklad podle singuldrnich &isel (Singular Value Decomposition, SVD). Viimneme
si, ze (napf. pouzitim Véty 3.6) rank A = rank S, tedy hodnost matice je rovna poctu jejich
nenulovych singuldrnich ¢isel.

Singuldrni ¢isla a vektory matice A maji tzky vztah k vlastnim éislum a vektorum matic
ATA a AAT. Piedpoklddeje, Ze rozklad (7.20) existuje. Pak

ATA =VSUTUSVT = vs2vT, (7.21a)
AAT =UsvTvsu” = us?u”. (7.21b)

Ale to jsou spektralni rozklady (6.7) symetrickych positivné definitnich matic ATA a AAT.
Tedy nenulova singularni ¢isla matice A jsou druhé odmocniny nenulovych vlastnich ¢isel ma-
tic ATA a AAT (kterd jsou tudiz stejnd, srov. Cvicen{ 6.5). Pravé a levé singuldrni vektory
jsou vlastni vektory téchto matic prislusné nenulovym vlastnim éislum.

Poécitat SVD matice A ze spektralniho rozkladu matice A7 A nebo AAT ovem neni nume-
ricky vhodné, protoze vypoécet soucinu AT A muze vést ke zbyteénym zaokrouhlovacim chybdm
(viz P¥iklad 5.2). Na SVD proto byly vymysleny algoritmy, které se explicitnimu vypoétu ATA
vyhybaji. Kdykoliv tedy hleddme vlastnf &fsla a vektory matice ATA (napt. v dlohdch (7.10)
a (7.11)), meéli bychom to délat pomoci SVD algoritmu. Na druhou stranu, pokud ndm mozné
snizeni presnosti nevadi, pocitani SVD spektrdlnim rozkladem miuze byt rychlejsi: napt. kdyz
m > n a potfebujeme spoéitat jen matice V a S (nepotebujeme U), spektrédlni rozklad matice
ATA bude rychlejsf (tato matice je mald, n x n).

7.4.1 Nejblizsi matice nizsi hodnosti

Reseni tlohy (7.11) jsme odvodili ve Vété 7.4 pomoci spektrdlniho rozkladu matice ATA.
Nasledujici klasicka véta formuluje toto feseni elegantné pomoci SVD matice A.

Véta 7.7 (Eckart-Young). Necht’ A = USV7 je SVD matice A. Reseni tilohy (7.11) je
k
B=USV"'=> suyv/, (7.22)
=1

kde matice S’ = diag(si, ..., $x,0,...,0), kde prepokldddme s, > --- > s, > 0. Tedy S’ md
prvnich k diagonalnich prvku rovnych diagondlnim prvkum matice S a ostatni diagondlni prvky
jsou vynulovany.

Diikaz. Ze vztahu SVD matice A a spektralniho rozkladu matice AT A vime, ze prvnich & sloupcti
matice V tvoii matici Y. Tedy

I. O

B=AYY?" =USVTYY” =US m Y' =US { 0 0

} vT =Us'vrT. O
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Optimélni hodnota tlohy (7.11) je (viz (4.28))
IA =B = [USVT - US'V| = [U(S = §)V'[| = S = §'l| = (57,1 + - +55)"/% (7:23)

V tomto smyslu singularni ¢isla udavaji vzdalenost matice k nejblizsi matice dané nizsi hodnosti.
Vsimnéte si déle, ze podle Cviceni 7.5 singuldrni vektory nejen definuji ortonormalni baze
podprostorii rng A a rng(AT), ale ¥ikajf také, jak by se tyto prostory zménily, kdyby se matice
nahradila nejblizsi matici dané nizsi hodnosti.

7.5 Cviceni

7.1. Rekli jsme, ze feseni tlohy (7.2) se nabyvd pro gy = Lays = --- = 4, = 0 (kde piedpo-
kladdme, A; je nejmensi z ¢isel Aq, ..., \,). DokaZzte to presné.

7.2. Vyfeste tlohu max{xTAx | x € R", xTx = 1}. Mus{ byt matice A symetricka?

T
x' Ax
7.3. Pro ¢tvercovu matici A je viraz f(x) = —— zndm jako Rayleightv kvocient. Do-
x'x
kazte, 7e min  f(x) = min{xTAx |x € R", x"x=1}.

xeR™\{0}
7.4. Jsou dény ¢tyii body a; = (3,-3,4), a, = (—2,-3,-2), a3 = (1,0,-1), a, = (3,1,0)
v R?. Najdéte mnozinu X C R?, kterd minimalizuje soucet étvercit kolmych vzdalenosti
bodu k mnoziné X, kde X je

a) primka prochézejici pocétkem,
b) rovina prochdzejici pocatkem,
¢) pifmka kterd muze ale nemusi prochdzet pocatkem.

Potom spocitejte ortogondlni projekce bodu na podprostor X a souradnice téchto pro-
jekel v ortonormalni bézi podprostoru X (uved’'te i tuto ortonormélni bazi). Pouzijte (a)
spektrélni rozklad, (b) SVD. Muzete pouzit pocitac.

7.5. (%) Dokazte, ze levé singuldrni vektory v rozkladu (7.20) tvoii ortonormélni bazi prostoru
g A a pravé singuldrni vektory tvoif ortonormaln{ bazi prostoru rng(AT).

7.6. (%) V Matlabu se bdze nulového prostoru matice najde funkei null; vypiste si implementaci
této funkce matlabskym pitkazem edit null a najdéte souvislost se Cvicenim 7.5.

7.7. Je dan spektralni rozklad dané symetrické matice. Jak byste z ného jednoduse nalezli SVD
této matice?

1 {-13 2 —22
15 |-16 14 —4
je minimélni. Pak spoctéte || A —BJ|. Spoctéte pomoci (a) spektrélniho rozkladu, (b) SVD.
Pouzijte pocitac.

7.8. Pro matici A = najdéte matici B hodnosti jedna takovou, ze | A—B||

7.9. Jsou dany matice

-1 2 2
1 [-13 2 —22 1[-3 4 1
A71_5Ll6 14 74}7 U*5{43}7 V*§ ;‘; _f

Bez pocitace najdéte matici B hodnosti jedna takovou, ze ||[A — B|| je minimdlni. Pak
spoctéte co nejjednoduseji ||A — B||.

74



7.10.

7.11.

7.12.

7.13.

7.14.

Méme n = 100 bodii x4, . .., x,, € R, Chceme najit podprostor dimenze k (kde k < 100)
minimalizujici soucet ¢tvercu vzdalenosti k bodum. Jak to udélame co nejefektivnéji?
Napoveéda: pouzijte vysledek Cviceni 6.5.

Dokazte, ze nasledujici dvé tlohy jsou stejné:

e Najdi podprostor takovy, ze soucet ¢tvercu vzdalenosti danych bodu k tomuto pod-
prostoru je minimélni.

e Najdi podprostor takovy, ze soucet ¢tvercu délek ortogondlnich projekei danych bodu
na tento podprostor je maximalni.

Zjednodusme Priiklad 7.2 tak, ze misto kuzelosecky chceme dané body prolozit piimkou
{(z,y) € R* | ax+by+c = 0}. Délame to opét tak, ze minimalizujeme Y, (az; + by; + c)*
za podminky a® + 0? + 2 = 1.

a) Minimalizuje formulovand tiloha soucet ¢tvercu vzdédlenosti bodu k pifmee, nebo jen
jeho aproximaci (jako pro kuzelosecku)?

b) Co kdyZ misto omezeni a® + b* + ¢* = 1 pouzijeme omezen{ a? + b?> = 1?7 Co tiloha
vyjadiuje a jak ji vyresime?

¢) (%) Kdyz v Prikladé 7.2 zménime omezeni (7.19) na a® + b+ c? + d? 4+ €? = 1 pifp. na
a? 4+ b + ¢ = 1, bude tloha minimalizovat pfesny soucet ¢tvercl vzdalenosti bodl
ke kuzelosecce?

(x) Dokazte, 7e max{xTAy | x € R™, y € R*, xTx = yIy = 1} = s, kde s; je
nejvetsi singuldrni ¢islo matice A € R™*", a optimalni argument je uy, vy, tedy levy a
pravy singularni vektor piislusny singuldrnimu ¢éislu s;.

Do této chvile jsme potkali jiz tii rozklady matic: QR, spektralni rozklad a SVD. Je
jesté nekolik jinych uziteénych rozkladu. Navrh algoritmt na operace s maticemi, Fesent
soustav linedrnich rovnic a rozklady matic je predmétem numerické linedrni algebry. Cilem
je nalézt rychlé algoritmy, které jsou odolné vuéci zaokrouhlovacim chybam. Existuji volné
dostupné softwarové baliky na numerickou linearni algebru. Matlab je postaven na baliku
LAPACK. Jiny oblibeny balik je BLAS, ktery obsahuje funkce nizsi tirovné nez LAPACK.
Najdéte na internetu dokumentaci k balikim LAPACK a BLAS a pochopte z ni co nejvice!

Napovéda a feSeni

7.1.

7.3.

Dokazte, ze kdyby bylo y1 < 1 (a tedy 1/% + .-+ %2 > 0), tak bychom mohli hodnotu vyrazu
Ay? 4+ -+ Ay2 zmensit bez poruseni podminky y? +--- +y2 = 1.

Klicové je si vsimnout, ze f(ax) = f(x) pro kazdé a # 0 a x # 0. To ndm dovoli dokdzat rovnost
mnozin { f(x) | x € R*"\ {0} } = {xTAx | x € R*, xTx = 1}. Kazdy prvek z pravé mnoziny
ziejmé patii také do levé mnoziny. Ale také kazdy prvek z levé mnoziny patii do pravé mnoziny,
protoze kdyz vektor x vydélime &fslem x|/, bude x”x = 1 a hodnota f(x) se nezméni.

7.4.a) X = span{(0.6912,—0.2181,0.6889)} (Uvédomte si ale, ze béze vaseho podprostoru muze byt

jind nez zde uvedena.)

7.4b) X = span{(0.6912, —0.2181,0.6889), (—0.3771, —0.9221,0.0864)}
74.c) X = (1.25,—1.25,0.25) + span{(0.6599, 0.0280, 0.7508)}

7.5.

Chceme tedy dokézat, ze tngU = mg A a rngV = rng(A”). Prvni rovnost plyne z Véty 3.6,
nebot’ VT a S majf L.n. fadky a proto rng A = rng(USVT) = rng(US) = rng U. Druhd rovnost
je prvnf rovnost pouzitd na matici AT,
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7.9.

7.13.

Zadan{ napovidd, ze by U, V mohly byt sou¢asti SVD matice A. Pokud ano, bylo by A = USV’

neboli UTAV = S. Spocitdme S = Ll) 72 0}, tedy to je témér pravda, jen musime otocit
znaménko druhého sloupce U (5lo by i V) a zéporného prvku sgo = —2. Pak vynulujeme nejmensi
diagonalni prvek S (tedy s11) a mdme B = USV? = A = % {:2 ;l :2} Cislo ||A — B|| je

rovno vynulovanému singuldrnimu ¢fslu, tedy 1 (ovérte).

Dosad’te A = USVT (U, V ortogondlni, S € R™*"). Redfme max{x’Sy | x’x = y'y = 1}.
Méme xSy = >0 | si@ifji = > by s5i%, kde 2, = ;3. Plati [z;] < 1a |}, zi| < 1 (rozmyslete).
Uloha max{ Sisizi |zl <1, |3, 2| < 1} mé optimalni hodnotu s1 a optimalni argument je
z1 =1 az = 0 proi # 1. Takovd ¢isla z; = Z;y; lze ale realizovat volbou X = e; a y = e;.
Optimalni argument puvodni tlohy je x =Ux=u; ay = Vy = v;.
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Cast 11

Nelinearni optimalizace

7

Kapitola 8
Nelinearni funkce a zobrazeni

V predchozich kapitolach jsme potkali linedrni a afinni zobrazeni a kvadratické funkce. V této
kapitole si fekneme vice o nelinedrnich funkcich f: R” — R a zobrazenich f: R” — R™ (zopa-

kujte si znaceni funkei a zobrazeni z §1.1.3). Predpokldddme pfitom, ze student zna analyzu
funkce jedné proménné a pojem parcialni derivace.

Déle budeme predpokladat, ze definiéni obor funkci a zobrazeni je celé R™. Tomu tak neni
vzdy, napf. definiéni obor funkce f(z) = /1 — 22 je interval [—1, 1] C R. Tento predpoklad ale

zjednodusi vyklad a vzdy bude ocividné, jak by se latka zobecnila pro jiny defini¢ni obor.
Pro funkci f: R" — R uzivame tyto pojmy:

e Graf funkce f je mnozina { (x,y) € R"™ | f(x) =y }.

e Vrstevnice funkce f vysky y je mnozina {x € R" | f(x) =y }.
Priklad 8.1. Graf funkce f: R — R dané vzorcem f(z) = 2? je mnozina { (z,y) | 2% = y }.
Vrstevnice funkee f vysky 1 je mnozina {z | 2> =1} = {-1,1}.

Graf funkce f: R? — R dané vzorcem f(x,y) = 2®+4? je mnozina { (v,y,2) | 22 +y*> = 2 }.
Vrstevnice funkce f vysky 1 je mnozina { (z,y) | 22 +y? =1}

]
Piiklad 8.2. Obrazek ukazuje ¢dst (na obdélnfku [—1,1]%) grafu a vrtevnic funkef f: R? — R:

s
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Priklad 8.3. Priklady funkei a zobrazeni realnych proménnych:

1. fiR—=R, f(z)=2a?

2. [1 R 5 R, f(z,y) =2° —y?

3. [ R" = R, f(x) =akde a € R (konstantni funkce n proménnych)
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4 f:R" 5 R, f(x)
5. f:R" 5 R, f(x)
6. f:R" > R, f(x)
7. fR" 5 R, f(x)
8 (x)
9

(i kdyz @, ..., z, chybi, f se rozumi jako funkce n proménnych)

+ apxy, kde a € R” (linedrn{ funkce)

1
alx = a ry + -
a -+ apz, + b kde a € R", b € R (afinn{ funkce)

Tx+b=ajz; +--

xTx

(nenormalizované Gaussovo rozdéleni)

R =R, f(x

max X
R RE () =

10. £: R — R3, £(t) = (cost, sint, at) (parametrizace sroubovice neboli helixu)
11. f: R —» R, f(t) =
12. £f: R" — R", f(x)
13. f: R* — R™, f(x) = a kde a € R™ (konstantni zobrazen)
14. f: R" — R™, f(x) = Ax kde A € R™*"

(linedrni zobrazeni; je to také parametrizace linedrniho podprostoru f(R") = rng A C R™)
15. £: R" — R™, £(x) = Ax + b kde A € R™" b € R™

(afinni zobrazeni; je to také parametrizace afinntho podprostoru f(R™) C R™)
16. £: R? —» R?, f(u,v) = ((R+ rcosv) cosu, (R+ rcosv)sinu, rsinv)

(parametrizace toru neboli anuloidu, mnozina £([0,27) x [0, 27)) je torus)

(cost7 sint) (parametrizace kruznice, mnozina f([0,27)) je kruznice)

X + tv (parametrizace pifmky jdouci bodem x ve sméry v)

= x (identické zobrazeni neboli identita)

17. Skaldrni pole (pojem z fyziky) je funkce R® — R. Napi. teplotni pole piifadi kazdému
bodu prostoru teplotu.

18. Vektorové pole je zobrazenf R® — R3. Napi. elektrické pole piitadi kazdému bodu v R?
vektor z R®.

19. Prti technice image morphing se obrazek napt. obliceje zdeformuje na obrézek jiného obli-
¢eje. Morphing je realizovan zobrazenim R? — R2. O

8.1 Spojitost

Neformadlné feceno, zobrazeni f: R* — R™ je spojité v bodé x € R", jestlize bodum blizkym
k x prifazuje body blizké k f(x). Abychom tuto vétu formalizovali, potfebovali bychom limitu
funkce vice proménnych, jejiz znalost u ¢tenare nepredpokladame. Uvedeme proto pouze po-
stacujici (avSak nikoliv nutnou) podminku pro spojitost, kterd ndm v praxi postaci. Pfitom
predpokladame, ze ¢tenai dokaze overit spojitost funkei jedné proménné.

Véta 8.1.

1. Necht’ funkce f: R — R je spojitd v bodé x. Necht’ k € {1,...,n} a necht’ funkce
g: R" = R je ddna jako g(x1,...,x,) = f(xy) (tedy g zdvisi jen na proménné xy). Pak
funkce g je spojitd v kazdém bodé (z1, ..., x,) takovém, Ze ), = x.

2. Necht’ funkce f, g: R"™ — R jsou spojité v bodé x. Pak funkce f+g, f —g a fg jsou spojité
v bodé x. Pokud g(x) # 0, je funkce f/g spojitd v bodé x.

3. Necht’ f: R" — R je spojitd v bodé x a g: R — R je spojitd v bodé y = f(x). Pak slozend
funkce g o f: R™ — R je spojita v bodé x.
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4. Necht’ funkce fi,..., fm: R™ — R jsou spojité v bodé x. Pak zobrazeni f: R" — R™
definované jako f(x) = (fi(x),..., fm(x)) je spojité v bodé x.

Piiklad 8.4. Z véty snadno ukazeme, ze napt. funkce dvou proménnych
f(a,y) = sin(z +y?) (8.1)

je spojita. Podle 1 je z spojita funkce dvou proménnych (z,y). Podobné, 42 je spojita funkce
proménnych (z,y). Podle 2 je proto funkce z + y? spojita. Protoze funkce sin je spojitd, podle 3
je funkce sin(x + 42) spojita. Takto jsme ‘rekurzivné’ dokdzali spojitost celé funkee. g

8.2 Derivace funkce jedné proménné

Zopakujme pojem derivace funkce jedné proménné f: R — R. Existuje-li pro = € R limita

y—x y—x a—0 o

funkce f se nazyva diferencovatelnd v bodé x a hodnota limity se nazyva jeji derivace funkce f
v bodé z. Derivaci v bodé x zna¢ime jednim ze symbolu

df(z)
dz

= f'(x).

Pokud je funkce f je diferencovatelna pro vsechna x € R, derivace v proménném bodé z je

funkee, kterou znacime —~: R — R nebo f": R — R.
Pokud je funkce f v bjbdé x diferencovatelnd, 1ze ji v blizkosti bodu z ‘dobfe’ aproximovat
afinni{ funkel f: R — R, .
f) = fly) = f@) + f(2)(y — ) (83)
(gde tedy z je pevné a y je proménné)'. Funkce f je opravdu afinni, protoze ji lze psat jako
fly) =ay+b, kde a = f'(z) ab= f(x) — f'(z)z. Viz obrazek:

8.3 Parcidlni derivace

Parcidlni derivaci funkce f: R™ — R podle z; znacime jednim ze symbolu

0f(x)

= fai(%).

INékdo radéji pise f(z + a) =~ f(z) + f'(z)a, coz je samoziejmé stejné jako (8.3) dosazenim y = z + a.
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Spocitame ji tak, ze vSechny proménné z;, j # 4, povazujeme za konstanty a zderivujeme
funkci podle jediné proménné z;. Parcidlni derivace v proménném bodé x € R™ je funkee,

:R" = R nebo f,,: R" = R.

kterou znacime
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Piiklad 8.5. Parcidlni derivace funkce (8.1) jsou
of(x,
% = folz,y) = cos(z +y°), (8.4a)
of (x,
M = fy(z,y) = 2y cos(z + y?). (8.4b)
dy 4

8.4 Derivace zobrazeni

Jak se dé pojem derivace zobecnit z funkce f: R — R na zobrazeni f: R" — R™? Mohli bychom
si myslet, Ze toho lze dosdhnout néjakym zobecnénim limity (8.2), tudy ale cesta nevede. Je
lépe vychézet ze vzorce (8.3): zkusme zobrazeni v blizkosti bodu x aproximovat jako

£(y) ~ f(y) = £(x) + £'(x)(y — ), (8.5)

kde symbol f'(x) oznacuje zatim nezndmou matici rozméru m X n. Zobrazeni f: R" — R™ je
afinni (viz (3.5)), nebot’ lze psat f(y) = Ay +b kde A = f/(x) a b = f(x) — f/(x)x. Zob-
razeni f je diferencovatelné v bodé x, jestlize je v okoli tohoto bodu ‘podobné’ afinnimu
zobrazeni, neboli existuje matice f'(x) takovd, Ze chyba aproximace f(y) — f(y) je ‘mald’ pro
‘malé’ y — x. Abychom tuto podminku formulovali presné, potiebovali bychom limitu funkce
vice proménnych, jejiz znalost u ¢tenare nepredpokladame. Ponechdame proto pojem ‘diferenco-
vatelné zobrazeni’ nedefinovany a definujeme pouze o néco silnéjsi vlastnost, ktera nam v tomto
kurzu postaci: zobrazeni f je v bodé x spojité diferencovatelné, jestlize v bodé x existuji
vSechny parcidlni derivace df;(x)/0x; a funkce Jf;/0x; jsou v tomto bodé spojité.

Véta 8.2. Je-li zobrazeni v bodé spojité diferencovatelné, je v tomto bodé diferencovatelné.

Piiklad 8.6. Obé parcialni derivace (8.4) funkee (8.1) jsou spojité funkee na celém R? (nebot’
spliuji predpoklady Véty 8.1). Proto je funkce (8.1) spojité diferencovatelnd (a tedy diferenco-
vatelnd) na celém R2. O

V piipadé, ze je zobrazeni f je v bodé x diferencovatelné, ma matice f'(x) prirozeny tvar:
jeji slozky jsou parcidlni derivace véech slozek zobrazeni podle véech proménnych?:

ohx) .. 9h(x
1f oxy O
: d(x) =f'(x) : i | eR™ (8.6)
x m) . Ofm(x)
o1 Ozn

Matice (8.6) se nazyvd totélni derivace® (nebo kratce jen derivace) zobrazeni f v bodé x. Z
historickych duvodu se ji i1ka také Jacobiho matice. Totalni derivace zobrazeni f v promén-

) . ) . .o df
ném vektoru x € R" je zobrazeni, které znacime FE R™ — R™*" nebo f: R* — R™*",
x

Pamatujte specialni piipady:

2Nékdo matici (8.6) znaéf také Df(x), ale my to tak znaéit nebudeme.
3Nékdy se misto pojmu ‘totélni derivace’ pouziva pojem ‘totélni diferencidl’. Tyto pojmy jsou si podobné ale
ne identické: totalni derivace je matice a totdlni diferencial je linedrni zobrazeni reprezentované touto matici.
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e Pro f: R — R je f/(z) skaldr a splyva s obycejnou derivaci (8.2).

fi(z)

e Prof: R — R" je f'(z) = : sloupcovy vektor, jehoz slozky jsou derivace slozek f.
S ()

e Pro f: R" = Rje f'(x) = [‘?QT(]") ang(x)} radkovy vektor.

8.4.1 Derivace slozeného zobrazeni

Znamé ‘tetézové pravidlo’ pro derivaci slozenych funkei jedné proménné lze prirozenym zpuso-
bem rozsitit na zobrazeni. Dukaz nasledujici véty neni kratky a nebudeme ho uvadét.

Véta 8.3. Necht’ f: R — R™ a g: R™ — R! jsou diferencovatelnd zobrazeni. Derivace sloZe-
ného zobrazeni g o f: R* — R! je

_ dg(f(x)

(gof)(x) = B

= g'(f(x)) f'(x). (8.7)
Dimenze ztucastnénych prostoru lze piehledné znézornit diagramem (viz §1.1.2)
R" L R™ 5 R
Pokud piseme u = f(x) a y = g(u), pravidlo lze psat také v Leibnizové znaceni jako

dy dy du

= (8.8)

dx dudx
coz se dobfe pamatuje, protoze du se ‘jakoby vykrat{’ (coz ale nen{ dukaz!). Zduraznéme, ze
tato rovnost je ndsobeni matic. Vyraz na levé strané je matice [ X n, prvni vyraz na pravé strané
je matice [ x m a druhy vyraz na pravé strané je matice m X n. Pro l = m = n = 1 dostaneme
retézové pravidlo pro derivaci slozeni funkei jedné proménné. Pravidlo se da zjevnym zpusobem
roz$itit na slozeni vice nez dvou zobrazeni: Jacobiho matice sloZeného zobrazeni je soucinem
Jacobiho matic jednotlivyjch zobrazend.

Piiklad 8.7. Necht’ g(u,v) je diferencovatelnd funkce dvou proménnych. Hledejme (totdlni)
derivaci funkee h(z,y) = g(x+y, xy) podle vektoru (z,y), tedy matici [Oh(g?y) Ohzy) | RIx2,

Jx

Mame R? & R? & R, kde f(z,y) = (u,v) = (x + y, xy). Oznacme z = g(u,v). Viz obrdzek:

x u

—P> > P
Y f v g

e >

Derivace zobrazeni g podle vektoru (u,v) je matice 1 x 2 (fddkovy vektor)

g’(u,v) - [W W} - [gu(“’ﬁv) gv(“? U)} :

Derivace zobrazeni f podle vektoru (z,y) je matice 2 x 2

I(z O(x
f,(w ) B df(z,y) B (B:y) (8224) 11
) d(z, y) | 9=y Ozy) | — y x|

oz dy
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Derivace zobrazeni h = g o f: R — R podle vektoru (z,y) je matice 1 x 2 (fddkovy vektor)

o B i
~ o) w1 1]
= [0u(.0) +ygo0) g 0) + agi )]
kde u=1+yav=zy. 0

Piiklad 8.8. Ukazme dva zptsoby, jak najit parcialni derivaci f, funkce f(z,y) = e@¥)*+@)*;

e Povazujeme y za konstantu a derivujeme f jako funkci jedné proménné x:

fo=12@+y)+ 2(:vy)y}e<”y)2+(““v‘>2 =2z +y+ myQ)e(”y)Zﬂzy)Z‘

e Polozime u = z +1y, v = 2y, f(u,v) = e +**. Z Pikladu 8.7 méme f, = f, + yf,. Jelikoz
fu= 200, = e

mame f, = fu + yfo = 2ue”’ T 4 y(20)e¥ 0 = 2(x 4 y + xy?)el@ v H@w)? O

Piiklad 8.9. Mame diferencovatelnou funkci g: R? — R a chceme spoéitat derivaci funkce
g(t + 12, sint) podle t.

Méme R 5 R? % R, kde f(t) = (u,v) = (t + % sint). Je

dg(t + %, sint)

5 =g (u,v)f'(t) = [gu(uﬂ}) gv(u,v)] [1 +2

ot } = gu(u,v)(1 4+ 2t) + g,(u,v) cost.

O

8.4.2 Derivace maticovych vyrazu

Je-li zobrazeni zaddno vyrazem obsahujicim vektory a matice, jeho (totélni) derivaci lze ¢asto
napsat jako vyraz obsahujici tyto vektory a matice.

Piiklad 8.10. Odvod'me derivaci zobrazeni f: R™ — R™ daného vzorcem f(x) = Ax+ b, kde
A e R™*" ab € R™. Mame

H(x) = anzy + - 4 apx, + b

fm(x) = Um1T1 + - + A Tn + bm
Ale 0f;(x)/0x; = a;;, tedy dle (8.6) je f'(x) = A. Tomu se nedivime, nebot’ zobrazeni f je

afinni, tedy jeho afinn{ aproximace (8.5) musi byt to samé zobrazeni. Opravdu: pravd strana
vyrazu (8.5) je pro libovolné x rovna Ay + b. O
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Piiklad 8.11. Poéitejme derivaci zobrazeni g(Ax + b) podle x, kde g: R! — R™, A € R>*",
b € R\ V fetézovém pravidle méme R" 5 R! & R™, kde f(x) = Ax+b. Je f'(x) = A, tedy

dg(Ax +b)

— ¢/(Ax + b)A.
i g'(Ax +b)

d

Priklad 8.12. Odvod'me derivaci kvadratické formy f: R — R,

f(x) =xTAx = Z Z %5, (8.9)

j=1 i=1

kde A = [a;;] € R je (ne nutné symetrickd) ¢tvercova matice. Derivace monomu je

x; kdyz k=1,
O(w;x; / i '
Owiry) _ J o dyz k=,
0 jinak.

Tedy

b - Omr) ¢
3 ML I

j=1 i=1 i=1

kde a; = (aig, . . ., ang) je k-t¥ sloupec a bY = (ag1, ..., ap,)7 je k-ty fadek matice A. Tedy

o0 = [YE o ] =T (A 4+ AT). (8.10)
O
Nésledujici tabulka uvadi derivace jednoduchych zobrazeni (odvod’te je jako cviceni!), které

je dobré si pamatovat. S pomoci zapamatovanych derivaci jednoduchych zobrazeni a fetézového
pravidla nakonec totalni derivace odvozujeme s trochou cviku rovnou v maticovém tvaru.

zobrazen{ (totdlni) derivace poznamka

f(x) =x f'(x) = f: R" - R

f(x)=Ax+b |[f(x)=A f:R" 5 R™, A € R™™ beR™
f(x)=aTx f'(x)=aT fiR" >R, acR"

f(x)=xTx f(x) =2xT fiR" =R

f(x)=xTAx f(x) =xT(A+ AT) fR* - R, AeR¥"

F=lxl |00 =<7l FR SR

1) = g(0)7g(x) | /(%) = 28(x)7¢/(x) R SR, g R - R

1) = g(x)™h(x) | 7/(x) = gGTH(x) + h(x)7g(x) | f: R" > R, g R* > R™, h: R R

8.5 Smérova derivace

Rez zobrazeni f: R* — R™ v bodé x € R” ve sméru? v € R” je zobrazeni ¢: R — R™ dané
jako
pla) =f(x+ av). (8.11)

4Nékdy se fez a smérova derivace uvazuji jen pro normalizované sméry v, tj. ||v|| = 1. My ale dovolujeme
libovolny vektor v.
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Smérova derivace® zobrazeni f v bodé x ve sméru v je vektor

(A0), . (0)) = tim 2L = O _ ) FlxFav) = £x) (8.12)

a—0 o a—0 o

kde ¢/ (0) oznacuje derivaci i-té slozky zobrazeni ¢ v bodé o = 0. Smérova derivace samoziejmé
existuje jen tehdy, kdyz derivace ¢} (0), ..., ¢, (0) existuji.

Pojem smérové derivace se geometricky snadnéji predstavi pro piipad m = 1, tedy pro
funkci f: R® — R. Obrézek ilustruje situaci pro funkci f: R? — R:

X\

Vidime, ze parcialni derivace funkce f: R™ — R neni nic jiného nez jeji smérova derivace ve
smeéru i-tého vektoru standardnf{ béze e; = (0,...,0,1,0,...,0) (jednicka na i-tém misté).

Véta 8.4. Necht’ zobrazeni f: R® — R™ je diferencovatelné v bodé x. Pak jeho smérova
derivace v bodé x ve sméru v je rovna f'(x)v.

Dikaz. Zobrazeni 'y = ¢(«o) = f(x+ av) je slozenim zobrazeni y = f(u) a u = g(o) = x+ av.
Mame diagram R )=, pn FW=Y, gm e ¢'(a) = v. Podle fetézového pravidla je

Ale g(0) =x a tedy ¢'(0) = f'(x)v. O

Véta 8.4 tikd, ze je-li zobrazeni f diferencovatelné, je jeho smérova derivace (v pevném
bodé x) linedrni zobrazeni sméru v reprezentované Jacobiho matici f'(x). Zduraznéme, Ze nic
takového neplati, pokud zobrazeni f neni diferencovatelné.

Piiklad 8.13. Spocitdme smérovou derivaci funkce f(z,y) = sin(z + y*) v bodé (z,y) ve
smeéru (u,v) dvéma zpusoby: nejdifve z definice (8.12) a pak z Véty 8.4. Z definice je

() = sin(z + au + (y + aw)?),
(@) = (u+2v(y + av)) cos(z + au + (y + av)?),
¢'(0) = (u+ 2vy) cos(z + y°).

Podle Véty 8.4 je smérova derivace rovna

ufo(z,y) +vfy(2,y) = ucos(x +y*) + 2vy cos(x + y*) = (u + 2vy) cos(x + y%),

coz je stejné jako predesly vysledek. (|

SPtesnéji jde o oboustrannou smérovou derivaci. Jednostrannou smérovou derivaci bychom dostali, kdy-
bychom misto oboustranné limity (8.12) vzali jednostrannou limitu zprava.
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8.6 Gradient

Sloupcovy vektor parcialnich derivaci funkce f: R™ — R se nazyva jeji gradient a znadci se
9f(x)

e
Vi) =| : | =fx
07t

(V éteme ‘nabla’). Je to tedy transpozice Jacobiho matice f’(x), coz je fadkovy vektorS.

Zkoumejme smérovou derivaci v pevném bodé x pro ruzné normalizované sméry v (tedy
[[v]| = 1). Tato derivace je rovna f'(x)v = V f(x)Tv, coz je skaldrn{ soucin gradientu v bodé x
a vektoru v. Je jasné (ale promyslete!), ze:

e Smeérovd derivace je nejvétsi ve sméru v = V f(x)/||V f(x)], tedy kdyz je v rovnobézny s
gradientem a stejné orientovany. Tedy smér gradientu je smér nejvétsiho rustu funkee.

e Velikost gradientu ||V f(x)]| je strmost funkce ve sméru nejvétsiho rustu.

e Smérova derivace ve sméru kolmém na gradient je nulova.

Déle lze ukédzat (viz diskuze v §10.1), ze gradient je vzdy kolmy k vrstevnici.
Obrézek ukazuje tii vrstevnice funkce f: R? — R a jeji gradienty v nékolika bodech:

Vix)

8.7 Parcialni derivace druhého radu

Zderivujeme-li funkei f: R™ — R nejdiive podle proménné z; a pak podle proménné z;, dosta-
neme parcialni derivaci druhého fadu, kterou znac¢ime
0 0f(x) _ *f(x)
a.’L']' 81’1 n sz 8.”1,]

Je-li i = j, piSeme zkracene

0 0f(x) _ Pf(x)

ox; Ov; O

2

Véta 8.5. Jestlize druhé parcidlni derivace

*f(x) *f(x)
61’1' ij ’ 8I’j 81’2

v bodé x existuji a jsou v tomto bodé spojité, pak jsou si rovny.

6Zavedeni nového slova pro transpozici derivace se zdd zbytecné — nicméné divod je v tom, ze totdlni
diferencidl je linedrni funkce, kdezto gradient je vektor. Literatura bohuzel nenf jednotnd v rozlisovani gradientu
a (totalni) derivace funkce f: R™ — R. Nékdy se oboji ztotoznuje a znaéi V f(x). To ale vede k nekonzistenci
se znacenim pouzivanym v linedrni algebfe, protoze derivace funkce R™ — R pak neni specidlnim pfipadem
derivace zobrazen{ R” — R™ (tedy Jacobiho matice) pro m = 1, coz je Fddkovy vektor.
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Priklad 8.14. Urceme vSechny druhé parcialni derivace funkce f(z,y) = sin(z + y?) z Pif-
kladu 8.4. Prvni derivace uz tam méame. Nyni druhé derivace:

% _ aa_x(cos(x +9?) = —sin(z + 3?),
% = gy(cos(x +9%) = —2ysin(z +y?),
% _ aa—x(Qy cos(z +y?)) = —2ysin(x + 4?),
82{9(7;2’34) = 8%(231 cos(z +y?)) = 2cos(w +y°) — 4y’ sin(z + ).
Vidime, ze vskutku nezalezi na poradi derivovani podle x a podle y. u

Pro funkci f: R®™ — R budeme znacit matici vSech druhych parcialnich derivaci

Pfx) .. 90X
Ox1071 Ox10Tn,
=1 : -~ i |[eR™
Pfx) .. X
Oxp O OxpOxy

Dle Véty 8.5 je tato matice symetrickd. Casto se ji itkd Hessova matice.
Co by byla druha derivace zobrazeni f: R® — R™? Nebyla by to jiz dvojrozmérnd tabulka
(tedy matice) velikosti n x n, nybrz tifrozmérnd tabulka velikosti m x n x n.

8.8 Taylortv polynom

Necht’ funkce f: R — R ma v bodé x derivace az do fddu k. Jeji Tayloriv polynom stupné k
v bodé z je polynom Tj: R — R takovy, ze v bodé x ma vSechny derivace az do fadu k stejné
jako funkce f. V tomto smyslu je polynom 7} aproximaci funkce f v okoli bodu z.

Tayloruv polynom je timto pozadavkem definovan jednoznacéné a ma tvar (odvod'te!)

Tuly) = - 3/0@) (s — o', (5.13)

kde f@ oznacuje i-tou derivaci funkce f (kde nultd derivace je funkce sama, f© = f) a kde
klademe 0! = 1. Tvary polynomu az do stupné 2:

To(y) = [f(x),
Ti(y) = f(z) + f'(2) (y — @),
Ta(y) = f(a) + f'(2) (y — 2) + 3/"(2) (y — 2)°.
Tayloruv polynom nultého stupné Tj je hodné $patnd aproximace, rovna jednoduse konstantni

funkci. Polynom prvniho stupné 7 je roven funkeci f v (8.3). Polynom druhého stupné T je
parabola, kterd mé s funkei f v bodé x spole¢nou hodnotu a prvni dvé derivace. Viz obrazek:
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Jak zobecnit Tayloruv polynom pro funkei vice proménnych f: R® — R? Definujme Taylorav
polynom k-tého stupné (funkce f v okoli bodu x) jako polynom Tj: R" — R, ktery ma s
funkei f v bodé x spoleéné vsechny parcidlni derivace az do fadu k. Nebudeme uvadét vzorec
pro polynom libovolného stupné, napiseme jen polynomy do stupné dva:

To(y) = f(x), (8.14a)
Ti(y) = f(x) + f'(x) (y — %), (8.14D)
Ty(y) = f(x) + f'(x) (y =x) + 5y = x)7 f"(x) (y — x). (8.14¢)

Zde x,y € R, f'(x) € R™" je Jacobiho matice (fadkovy vektor) a f”(x) € R™" je Hessova
matice. Funkce (8.14b) je afinni a funkce (8.14c) je kvadraticka.

Tayloruv polynom lze zobecnit na zobrazeni f: R™ — R™ tak, ze vezmeme Taylorovy poly-
nomy vsech slozek fi,..., fin. Polynom prvniho stupné tak vede na zobrazeni

Ti(y) = f(x) +f'(x) (y — x), (8.15)

coz je ale zobrazeni f ve (8.5). Polynom druhého stupné vede na zobrazeni T, jehoz slozky jsou
funkce (8.14c¢). To nejde napsat v maticové formé, protoze vsech m x n x n druhych parcidlnich
derivaci se ‘nevejde’ do matice.

Piiklad 8.15. Najdéte Tayloriv polynom druhého stupné funkce f(z,y) = ' +yt+ay v
bodé (zg, yo) = (2,1). Mdme

7
— 1 -1 —
f(IU7 yO) - +y  + xy|(w’y):(2_’]) - 57
- . 3
fl(xm UO) = [y - ? r—y 2] ‘(ac,y):(ll) = I:Z 1} )
2073 1 i1
f/,(xovyo) = |: 1 2 73:| = |:i 2] .
LR LEREERY

Dle (8.14c) je (pozor, nase proménné jsou oznacené jinak nez v (8.14c))

Tute) = Sanon)+ £ [543 270 [£ 72

Y — Y 2 Y — Yo Y — Yo
T v=2] 1[z=2]"[% 1] [z—-2
=3t 1 [yfl]Jri[y—l] L 2| [y—1
=il +ay+y’ 32 -3y+5 0
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8.9 Vnirek a hranice mnoziny

Oznaéme jako”

B(x)={yeR"[[x—yl[<e} (8.16)
n-rozmérnou kouli se stfedem x € R™ a polomérem ¢ > 0. VSimnéte si, ze pro specialni pripad
n =1 (tedy z € R) je mnozina (8.16) interval B.(z) = [v — e,z + €.

Meéjme nyni mnozinu X C R”. Bod x € R" se nazyva jeji

e vnitini bod, jestlize existuje ¢ > 0 takové, ze B.(x) C X,

e hraniéni bod, jestlize pro kazdé e > 0 je B-(x) N X # 0 a B-(x) N (R™\ X) #0 .
Vsimnéte si, ze hrani¢ni bod mnoziny nemusi patfit do této mnoziny. Pokud lez{ bod v mnoziné,

je bud’ vnitin{ nebo hrani¢ni, ale ne oboji najednou (dokazte!). VnitFek [hranice] mnoziny je
mnozina vsech jejich vnitinich [hrani¢nich] bodu.

Piiklad 8.16. Mame mnozinu { (z,y) € R? | 2> +4? <1, y > 0} U{(1,1)} na obrdzku:

Bod a je vnitini bod mnoziny, protoze existuje koule (s nenulovym polomérem!) se stiedem a,
ktera celé lezi v mnoziné. Bod b je hrani¢ni, protoze kazda koule se stfedem b mé neprazdny
prunik s mnozinou i s jejim dopliikem. Vsimnéte si, ze b nepatii do mnoziny. Bod a neni hraniéni
a bod b nen{ vnitini. Bod ¢ nenf vnitini, je hrani¢n{ a patif do mnoziny. Bod (1, 1) (ktery patii
do mnoziny, viz jeji definice vyse) je hraniéni.

Piiklad 8.17. Bod 1/2 je vnitini bod intervalu (0,1] € R a body 0 a 1 jsou hrani¢ni. O

Piiklad 8.18. Mnozina [0,1] x {1} = {(z,y) | 0 < 2 < 1, y = 1} C R? (dsecka v roving)
nemd zadné vnitini body. VSechny jeji body jsou hranicni. je tedy sama svou vlastni hranici.[]

Priklad 8.19. KruZnice v roviné { (z,y) € R? | 22+y* = 1 } neméa zadné vnitin{ body, viechny
jeji body jsou hraniéni. Podobné pro n-rozmérnou sféru {x € R” | ||x|| =1}. O

Piiklad 8.20. Mé&jme kruh bez hranice { (z,y) € R? | 22 + y? < 1}. Viechny jeho body jsou
vnitini. Jeho hranice je kruznice { (z,y) € R? | 22 + y? = 1}. Podobné pro n-rozmérnou kouli
bez hranice {x € R" | ||x[| < 1}. O

“"Norma v (8.16) mize byt eukleidovskd, ale i libovolna jind vektorovd p-norma (viz §11.5.1). Vnitiek a
hranice mnoziny na vybéru normy nezavisi.
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8.10 Lokalni extrémy funkce na mnoziné

Zopakujme (§1.1.4), ze funkce f: R® — R nabyvd na mnoziné X C R" v bodé x € X svého

e minima, jestlize f(x) < f(x’) pro vSechna x’ € X,

e ostrého minima, jestlize f(x) < f(x') pro viechna x’ € X \ {x}.

Funkce f nabyvd na mnoziné X v bodé x svého [ostrého] lokalniho minima, jestlize existuje
e > 0 tak, ze funkce f nabyva na mnoziné B.(x) svého [ostrého] minima. Maximum, lok4ln{
maximum a jejich ostré verze se definuji obdobné.

Kazdé minimum funkce f je zdroveii lokdln{ minimum funkece f (proc?), naopak to ale obecné
neplati. Mluvime-li o lokalnich extrémech, pro zduraznéni nékdy ‘obycejné’ extrémy nazyvame
globdlni extrémy. Pokud odkaz na mnozinu X chybi, mysli se ji cely definiéni obor funkce f.

Kazdy bod mnoziny X C R" je bud’ vnitini nebo hrani¢ni. Extrém x (globélni ¢i lokélni)
funkce f: R™ — R na mnoziné X je volny kdyz x je vnitini bod mnoziny X, a vazany kdyz
x je hraniéni bod mnoziny X.

Piiklad 8.21. Funkce jedné proménné na obrdzku nabyvé na uzavieném intervalu [a, f] € R
v bodé a globdlniho (a tedy i lokdlnfho) maxima, v bodé b lokdlntho minima, v bodé ¢ lokdlniho
maxima a zdroven lokdlnfho minima, v bodé d lokdlnfho maxima, v bodé e globdlniho (a tedy
i lokdlnfho) minima, v bodé f lokdlnfho maxima. Extrémy v bodech a,b,d, e, f jsou ostré.
Extrémy v bodech a, f jsou vazané, v bodech b, ¢, d, e jsou volné.

a b c d e f O

f

V bodé x* nabyva funkce f na mnozingé X globélniho (a tedy i lokdlniho) minima, protoze
v z&dném bodé na kruznici X nemd funkce mensi hodnotu nez f(x*) = 2. V bodé x nabyva
funkce f na mnoziné X lokdlniho minima, protoze existuje € > 0 tak, ze funkce f nabyva na
¢asti kruznice B (x)NX svého (globélniho) minima. Oba extrémy jsou vdzané, protoze body x*
a x jsou hrani¢ni body mnoziny X (mnozina X vnitini body nemd, viz Piiklad 8.19). g
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Piiklad 8.23. Funkce f(x) = 27 md na mnoziné { x € R" | ||x|| < 1} vdzané globdlni (a tedy
i lokdln{) minimum v bodé (—1,0,...,0). |

Priklad 8.24. Libovolnd funkce f: R — R md na mnoziné Z (mnozina celych ¢isel) v libovol-
ném bodé x € Z lokalni minimum i lokalni maximum. O

8.11 Cviceni

8.1. Najdéte parametrizaci valce. Piesnéji, najdéte zobrazeni f: R? — R3? tak, aby mnozina
£([0,27) x R) byla nekonecny vélec o poloméru r bez podstav.
8.2. Mame mnoziny X = [-1,1] x {0} = {(2,0) | -1 <2 <1} CR?aY =[-1,1] x [-1,1].
Nacrtnéte nasledujici mnoziny:
) {x €R*|1>minyey [|x -yl }
b) {x €R?|2 > maxyex [x—y| }
¢) vrstevnice vysky 1 funkce f(x) = minyey ||x — y]|
d) vrstevnice vysky v/2 funkce f(x) = maxyey [|x — y|

/hiddenTohle cviceni zménit na nakresleni vrstevnic nékolika funkei. Studenti neumi na-
kreslit vrstevnice linedrni funkce!

8.3. Mdme funkci f: R? = R danou vzorcem f(z,y) = In(1 + 2y). Mame bod (zg,v0) = (1,2).

a) Je funkce f v bodé (zg,yo) spojitd?

b) Je funkce f v bodé (z9,yo) spojité diferencovatelna?

¢) Je funkee f v bodé (z¢, o) diferencovatelna?

d) Najdi totalni derivaci (Jacobiho matici) f'(z,y) funkece f v bodé (2o, yo).
e) Najdi gradient V f(z,y) funkce f v bodé (x¢, o).

f) Najdi fez a smérovou derivaci funkce f v bodé (xg,yo) ve sméru (1, —1).
g) Najdi Hessovu matici funkce f v bodé (zg, o).

8.4. Funkce f: R? — R je déna vzorcem f(z,y) = max{z,y}. Ve kterych bodech je tato funkece
spojité diferencovatelna? Odpovéd’ oduvodnéte.
8.5. Najdi totéln{ derivaci (Jacobiho matici) zobrazeni 1, 2, 4, 6, 9, 12, 14, 15 z Prikladu 8.3.
8.6. Necht’ f(z,y) je diferencovateld funkce dvou proménnych.
a) Spocitej derivaci f podle poldrnich soufadnic (¢, ), kde & = rcos @, y = rsin .

b) Bod (z,y) se v ¢ase t pohybuje po kiivce dané rovnicf (x,y) = (¢2 + 2t,log(t? + 1)).

Najdéte derivaci f podle ¢asu.

8.7. Necht’ f(z,y) je diferencovateld funkce dvou proménnych. Spocitej derivaci funkce g(u) =
f(aTu, ||u]) podle vektoru u.
8.8. Odvod’ co nejjednodussi vzorec pro totalni derivaci (Jacobiho matici) téchto zobrazeni.
Kde je to mozné, odvod’ nejdiive piimym vypoctem a pak fetézovym pravidlem.
a) f(x) =x"x = ||x|
b) f(x) = [Ix]| = vxx
¢) f(x) =g(x)Th(x) (kde g,h: R* — R™ jsou dana)
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d) f(x) = llg&)ll
8.9. Odvod’ totalni derivaci (8.10) kvadratické formy, nepouzij ale postup z Prikladu 8.12 ale
pouzij vzorec (g(x)Th(x))" = g(x)Th'(x) + h(x)Tg'(x).

8.10. Nadmotsk4 vyska krajiny je ddna vzorcem h(d, s) = 25+ 3sd — d? +5, kde d je zemépisna
délka (zvétsuje se od zdpadu k vychodu) a s je zemépisnd Sitka (zvétsuje se od jihu k
severu). V bodé (d, s) = (=1, 1) urcete

a) smér nejstrmeéjsiho stoupdni terénu
b) strmost terénu v jihovychodnim sméru.
V této tloze je logické uvazovat smeér jako normalizovany vektor.

8.11. Spocitejte druhou derivaci f”(x) (Hessovu matici) téchto funkef:

a) f(z,y)=e ¥
b) f(z,y) = log(e” +e)
c¢) f(x) = xTAx (matice A je dédna, nemusi byt symetrickd)
d) f g(x)Tg(x) (zobrazeni g: R* — R™ je ddno)
e) f(x) =[]
8.12. Je déna funkce f(x,y) = 6xy?® — 223 — 3y>. V bodé (zg,yo) =
polynom nultého, prvniho a druhého stupné.

X)
) =

X

AAAA

(1, —2) najdéte Tayloruv

8.13. Metoda konecnyjch diferenci pocité derivaci funkce priblizné jako

pay = LN =1
kde % je malé ¢islo (dobra volba je h = /2, kde € je strojové presnost). Toto jde pouzit i
na parcialni derivace. Vymyslete si dvé zobrazeni f: R* — R™ a g: R™ — R! pro néjaké
navzajem ruzné dimenze n,m,l > 1. Zvolte bod x € R™. Spocitejte piiblizné totalni
derivace (Jacobiho matice) f'(x) a g'(f(x)) v Matlabu metodou koneénych diferenci. Potom
spocitejte derivaci slozeného zobrazeni (g o f)'(x) jednak metodou konecénych diferenci a
jednak vyndsobenim matic f'(x) a g'(f(x)). Porovnejte.

8.14. (%) Necht’ zobrazeni f: R* — R™ je definovédno vyrazem f(x) obsahujicim vektor x, kon-
stantn{ matice a vektory, a operace soucet matic, maticovy soucin a transpozice (napf.
f(x) = Ax + xb"x). Lze vidy derivaci f'(x) vyjadiit vyrazem obsahujicim vektor x, ty
samé konstantni matice a vektory, a operace soucet matic, maticovy sou¢in a transpozice?

8.15. Nacrtnéte ndsledujici podmnoziny R? (proménné z,y patif do R):
a) [—1,0] x {1}
b) Z xZ
c) RxZ
d) (RxZ)U(Z xR)
{(y) |2 +y* =1} xR
{(z,y) |2>0,y>0,2y=1}
{(z,y) [ min{z,y} =1}

f

)
)
)
)
)
g)

8.16. Co je vnittek a hranice téchto mnozin?
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a) Mnozina redlnych c¢isel R

b) Uzavteny interval [a,b] = {z € R|a <z < b}

¢) Mnozina raciondlnich ¢isel Q

d) Mnozina (8.16)

) {(@y) eR? |22 +y? =1,y >0}

f) {(z,y) eR? |y=2% —1<2<1}

g) {(z,y) eR?* |zy <1, 2>0,y>0}

h) {xeR" | max]";z; <1}

i) {xeR"|alx =10}, kde a € R", b € R (nadrovina)
J{xeR*|b<aTx <c} kdeac R bceR (panel)

k) {x € R"| Ax = b} (afinni podprostor R")

@

J

8.17. Kazd4 z nésledujicich mnozin je sjednocenim konecného poctu (otevienych, uzavienych ¢i
polouzavienych) intervalii. Najdéte tyto intervaly. Piklad: {2% |z € R} = [0, +00).

a) {1/z|z>1}

b) {1/ ||zl =1}

) {e‘””2|x€R}

d) {z+yla®+y* <1}

) {z+yla®+y* =1}

£) {z—yl2®>+y* =1}

g) {lz[+ 1yl 2> +y* =1}

h) {1+ +a, | xeR, 23+ +22=1}
i) {lz—yllzel0,1], ye(1,2]}
DAz+yllzl 21, |yl =1}

o

@

8.18. Najdi (tivahou, bez pouziti derivaci) vsechny extrémy funkce

a) f(x) =a’x (vektor a € R" je dan)
b) f(x) =xTx

na mnozineé

a) R*

b) {xeR"| x| =1}

o) {xeR"| x| <1}

d) {x e’ |[x] <1}

e) dany linedrni podprostor prostoru R™
f) dany afinni podprostor prostoru R"

g) {xeR" | -1<1Tx <1}

U kazdého extrému uréi, zda je lokdlni/globalni, ostry/neostry, volny/vizany.
8.19. Necht’ f: R" - R ax € X' C X CR" Uvazujme dva vyroky:

1. Funkce f ma v bodé x lokdlni minimum na mnoziné X.
2. Funkce f mé v bodé x lokdln{ minimum na mnoziné X'
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Vyplyva druhy vyrok z prvntho? Vyplyva prvni vyrok z druhého? Odpovedi dokazte.

8.20. Muze se stat, ze funkce ma na mnoziné lokdlni minimum ale nem4 na ni globalni minimum?
Odpoved’ dokazte.

Napovéda a feSeni
8.3.a) Ano, dle Veéty 8.1.

8.3.b) Ano, protoze jeji parcidlni derivace df (z,y)/0z = y/(1 + zy) a df (x,y)/0y = z/(1 + zy) jsou
(dle Veéty 8.1) spojité funkce.

8.3.c) Ano, dle Véty 8.2.
83.d) F/(@.y) = [u/(+ay) /(1 +ay)] € RV, tedy f(zo.0) = [2 1] /3.

836) V) = el = 10T 0] B ey Vtaon) = 2.0/ = ] 5

8.3.f) Rez je p(a) = In[1 4 (1 + a)(2 — @)]. Smérova derivace je 1/3.

8.4. Je spoj. diferencovatelnd na mnoziné R?\ { (z,9) |z =y }.

8.6:0) fole,y) = —ful@y)rsing + (@, 9)r cos g, fol, ) = folw,y) cos g + fy(z,y) sin g
8.6b) fula,y) = 2ol )t + 1) + 24, (0,9)/( + 1)

8.9. Dosad g(x) =x a h(x) = Ax.

8.10.a) (5,1)/v/26

8.10.b) (5, 1)T(1,-1)/v/2 = 2v/2

222 -1 2xy }

71273/2
8.11.a) 2 { ooy 24 o1

(e"+ev)? | 1 1

8.11.c) f"(x)=A+ AT

8.11.b) &{ ! _1}

m
8.11.d) f"(x) = 2¢'(x)Tg/(x) + QZgi(x)ggl(x) (vyraz nejde napsat Cisté v maticové forme, nutno
i=1

pouzit sumu)
8.12. Ty(z,y) = 46, Ti(z,y) = 18z — 60y — 92, Ty(z,y) = —62% — 24zy — 18z + 24y + 60y + 46
8.16.c) Vnitiek je () a hranice je R.
8.19. Druhy vyrok plyne z prvnfho. Naopak to ale neplati, protipifklad je X =R, X’ = [0,1], f(z) = z.
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Kapitola 9

Volné lokalni extrémy

9.1 Analytické podminky

9.1.1 Pro jednu proménnou
Zopakujme nejdiive z analyzy potiebné pojmy pro funkce jedné proménné.

Funkce f: R — R je rostouci [klesajici] na intervalu [a, b] C R, kdyz pro kazdé =,y € [a, b]
plati, ze x < y implikuje f(z) < f(y) [f(z) > f(y)].

Véta 9.1. Necht’ je funkce f: R — R v bodé x € R diferencovatelnd a necht’ f'(z) > 0
[f'(x) < 0]. Pak existuje 6 > 0 tak, Ze na intervalu [x — 0, x +d] = Bj(x) je f rostouct [klesajici].

Diikaz. Necht’ f'(x) = a. Z definice limity funkce (zopakujte z analyzy!) a definice derivace (8.2)
plyne, ze pro kazdé € > 0 existuje § > 0 tak, ze

fly) = f(x)

yeElx—dr+d =
y—x

€la—e,a+el
Zvolme ¢ = La, tedy [a —&,a + €] = [}a, 3a]. Necht' y — z > 0. Kdyz a > 0 [a < 0], interval
[2a, 3a] obsahuje jen kladna [zdpornd] ¢isla a proto f(y) — f(z) >0 [f(y) — f(z) < 0]. O

Dusledek 9.2 (Fermatova véta). Necht’ funkce f: R — R je v bodé x € R diferencovatelna
a ma v tomto bodé lokdlni extrém. Pak f'(x) = 0.

Jestlize f'(z) = 0, bodu z fikdme staciondrni bod funkce f. Véta 9.2 fikd, ze stacionarni
body jsou body ‘podezielé’ z volného lokdlniho extrému. Véta samoziejmé neiika, ze kazdy
stacionarnf bod je lokdln{ extrém (uvazte napf. funkei f(z) = 23 v bodé z = 0).

Véta 9.2 udava podminku proniho 7ddu na volné extrémy, protoze obsahuje prvni derivace.
Nésledujici podminka druhého Fddu (uvedend bez dukazu) pomuze zjistit, zda je staciondrni
bod lokdlnim extrémem, piipadné jakym.

Véta 9.3. Necht’ funkce f: R — R je v bodé x € R dvakrdt diferencovatelnd a necht’ f'(z) = 0.
o Je-li x lokdlni minimum [maximum] funkce f, pak f"(z) >0 [f"(z) <0].

o Je-li f"(x) > 0 [f"(x) < 0], pak z je ostré lokdlni minimum [maximum] funkce f.

Vsimnéte si, ze je-li f”(z) = 0, funkce v bodé z lokalni extrém mit muze nebo nemusi
(pitkladem jsou funkce f(z) = 2® a f(x) = 2* v bodé z = 0).
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9.1.2 Pro vice proménnych
Véta 9.2 md snadny dusledek pro funkce vice proménnych:

Véta 9.4. Necht’ f: R" — R a X C R". Necht’ x je vnitini bod mnoziny X a zaroven lokalni
extrém funkce f na mnoziné X. Necht’ v € R". Jestlize existuje smérova derivace funkce f v
bodé x ve sméru v, pak je nulova.

Dukaz. Jelikoz x je lokdlni extrém f na X a zdroven vnitini bod X, existuje € > 0 tak, ze
B.(x) C X ax je (globdlni) extrém funkce f na kouli B.(x). Pro fez ¢(«o) = f(x+av) (viz §8.5)
z toho plyne, ze bod 0 je (globélni) extrém funkce ¢ na intervalu [—¢/||v||,&/||v||] = Be/jv) (0)-
Tedy funkce ¢ ma v bodé av = 0 lokaln{ extrém. Dle Véty 9.2 je tedy ¢'(0) = 0. O

Jestlize je funkce v bodé x diferencovatelna, tak existuji smérové derivace ve vSech smérech
a jsou nulové, tedy specidlné vsechny parcidlni derivace jsou nulové neboli f/(x) = 0. V tom
pripadé bod x opét nazyvame stacionarni bod funkce f.

Véta 9.4 svadi k tomu, aby se pouzila v situacich, kdy nejsou splnény jeji predpoklady.
Uved'me piiklady tohoto chybého pouziti (jeden uz jsme uvedli v §9.1.1 pro n = 1).

Priklad 9.1. V Priikladu 8.21 jsou ptredpoklady Véty 9.4 splnény pouze pro body b, ¢, které
jsou staciondrni a vnitini. Body a, f jsou hrani¢ni (tedy ne vnitin{) body intervalu [a, f] a v
bodech d, e neni funkce diferencovatelna.

Piiklad 9.2. Funkce f(x) = [|x|| md na hyperkrychli X = {x e R" | -1 < x <1} v
bodé 0 volné lokdlni minimum (nakreslete si mnozinu X a vrstevnice funkce f pron =1 a pro
n = 2!). Nemd tam ale staciondrni bod, protoze tam neni diferencovatelnd. Dédle m4 funkce na
mnoziné X vézand lokdln{ maxima ve vsech jejich rozich (napf. v bodé 1), coz jsou jeji hraniéni
body. Bod 1 ovem neni stacionarni bod funkce f. a

A nyni podminky druhého rédu:

Véta 9.5. Necht’ f: R™ — R a X C R". Necht’x je vnitini bod mnoziny X. Necht’ je funkce f
v bodé x dvakrdt diferencovatelnd a plati f'(x) = 0. Pak:
o Je-li x lokdlni minimum [maximum] funkce f na mnoziné X, pak Hessova matice f"(x) je
positivné [negativné] semidefinitni.
o Je-li f"(x) positivné [negativné] definitni, pak x je ostré lokdlni minimum [maximum]|
funkce f na mnoziné X.

e Je-li f"(x) indefinitni, pak x nenf lokdlni extrém funkce f na mnoziné X.

Bod x, ve kterém f’(x) = 0 a matice f”(x) je indefinitni, se nazyva sedlovy bod. Vsimnéte
si, ze je-li matice f”(x) (pozitivné ¢i negativné) semidefinitni, véta nefika nic o tom, zda funkce
v bodé x mé nebo neméd lokdln{ extrém. Priklad jsme uvedli v §9.1.1) pro n = 1.

Vétu 9.5 nebudeme dokazovat, uvedeme jen néznak dukazu. Misto funkce f vySetiujme v
blizkosti bodu x jeji Tayloruv polynom druhého stupné (8.14c)

Ta(y) = f(x) + £/ (x)(y —x) +5(y —=x)"f"(x) (y — ).
0
Protoze f'(x) = 0, linedrni ¢len je nulovy a polynom je tedy kvadratickd forma posunuté do
bodu x. Zda funkce 75 mé ¢ nemé v bodé x extrém bychom tedy mohli dokazat urcit z podle
Véty 6.2 z definitnosti matice f”(x). Zde ovSem vysetiujeme funkci f a ne jeji aproximaci Ty,
proto pro lokdln{ extrém nestaci (positivni ¢ negativni) semidefinitnost f”(x).
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Piiklad 9.3. Extrémy kvadratické funkce (6.12) umime hledat pomoci rozkladu na ctverec.
Ovsem je to také mozné pomoci derivaci. Podminka stacionarity je

di(xTAx +bTx +¢) =2xTAT 4+ b7 = 0.
x

Po transpozici dostaneme rovnici (6.14a). Druh extrému uréime podle druhé derivace (Hessi-
anu), ktery je roven 2A (pfedpokdddme symetrii A). To souhlasi s klasifikaci extrému kvadra-
tické formy z §6. ]

9.2 Sestupné metody

Déle se budeme vénovat numerickym iteracnim algoritmum na nalezeni volného lokélntho mi-
nima diferencovatelnych funkei na mnoziné R™.
Itera¢ni algoritmy na hledani lokalntho minima spojité funkce f: R™ — R maji tvar

Xk+1 = Xk + ARV, (91)

kde vektor v, € R"™ je smér hledani a skaldr a;, > 0 je délka kroku. Ve tiidé algoritmu
zvanych sestupné metody (descent methods) hodnota tcelové funkce monotonné klesal!,
f(Xir1) < f(xk).

Necht’ je funkce f diferencovatelna. Smér vy, se nazyva sestupny v bodé xy, jestlize
f'(xi) vi <0, (9.2)

tedy smérova derivace ve sméru vy je zaporna. Pokud v bodé x;, existuje sestupny smeér, existuje
ag > 0 tak, ze f(xge1) < f(xx). Pokud v bodé x;, sestupny smér neexistuje, vektor f'(x) je
nutné nulovy (proc?) a tedy xy je staciondrni bod.

Maéme-li sestupny smér, optimalni délku kroku ay, najdeme minimalizaci funkce f na polo-
primce z bodu x;, ve sméru vi. Tedy minimalizujeme funkci jedné proménné

wlar) = f(xk + axvy) (9.3)

pres vsechny ay > 0. Tato uloha je v kontextu vicerozmérné optimalizace nazyvana jednoroz-
mérné hleddni (angl. line search). Tuto ilohu staci fesit priblizné. Takovou pribliznou metodu
neni obtizné vymyslet a proto se ji dale nebudeme zabyvat.

Déle uvedeme nejznaméjsi zastupce sestupnych metod.

9.3 Gradientni metoda

Tato nejjednodussi metoda voli smér sestupu jako zaporny gradient funkce f v bodé x;:
vi = —f'(xi)" = =V [f(xx). (9.4)

Tento smér je sestupny, coz je okamzité vidét dosazenim do (9.2).

Vyhodou gradientni metody je spolehlivost, dand tim, ze smér (9.4) je vzdy sestupny. Ne-
vyhodou gradientni metody je ¢asto pomald konvergence. To se muze stat tehdy, kdyz funkce
v okolf lokdlniho optima je v nékterych smérech mnohem protazenéjsi nez v jinych (presnéji,
kdyz vlastn{ ¢isla Hessidnu f”(x) jsou velmi ruznd).

Existujf totiz i algoritmy, ve kterych hodnota f(x) neklesd monotonné (tj. nékdy stoupne a nékdy klesne)
a presto konverguji k optimu (napf. subgradientni metody).
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Priklad 9.4. Hledejme minimum kvadratické formy f(z,y) = (az? +y?)/2 (kde a > 0) gradi-
entni metodou s poc¢dtecnim bodem (g, o) = (1, a). Minimum se nabyvé v bodé (z,y) = (0,0).
Pri pfesném FeSeni problému (9.3) je k-ta iterace rovna (odvod’te!)

a—1\" a—1\"
e () wee (i)

Vidime, ze konvergence je velmi pomald pro a < 1 nebo a > 1. O

9.3.1 (%) Zavislost na linedrni transformaci soufadnic

Transformujme vektor proménnych x linedrni transformaci x = Ax, kde A je regularni matice.
Je jasné, ze funkce f puvodnich proménnych x bude mit stejné extrémy jako funkce

f(®) = f(Ax) = f(x) = f(A7'%).
Iterace gradientni metody v novych proménnych je

)‘V(]H_l = )‘v(k — Qg fl/(f(k)T (96)

Zkoumejme, jaké iteraci to odpovidda v puvodnich proménnych. K tomu potfebujeme vyjdd-
fit (9.6) v proménnych x. Pouzitim fetézového pravidla odvodime

Dosazenim za X a f'(X) do (9.6) a tipravou dostaneme
X1 = X — ap (ATA) 7/ (x) " (9.7)
To lze napsat ve tvaru (9.1) se smérem hleddn{
Vi =—(ATA) T ()" (9-8)

Tento smér se lis{ od pivodnifho sméru (9.4) vynasobenim matici (ATA)~L. Vidime, Ze gradi-
entni metoda neni invariantni vaéi linearni transformaci souradnic.

Ovsem lze ukdzat, ze novy smeér (9.8) je také sestupny. Dosazenim (9.4) do (9.2) to znamena,
7e —f'(xp)(ATA) L f(x)T < 0. To je ale pravda, nebot’ matice ATA a tedy i jeji inverze je
positivné definitni (viz Cviceni 6.19 a 6.18).

Na vzorec (9.8) se lze divat jesté obecnéji. Je jasné, ze smér vi, = —C; ' f/(x;)T je sestupny,
je-li matice Cy, je positivné definitni. Opacné, kazdy sestupny smér lze napsat takto. Uvidime,
ze algoritmy uvedené déle budou mit vzdy tento tvar sestupného sméru, ovsem matice Cy, bude
jind v kazdém kroku.

9.4 Newtonova metoda

Newtonova metoda (presnéji Newton-Raphsonova) je slavny iteracni algoritmus na feSeni
soustav nelinedrnich rovnic. Lze ho pouzit i na minimalizaci funkce tak, ze hledame jeji bod s
nulovym gradientem. Oba zpusoby pouziti popiSeme.
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9.4.1 Pouziti na soustavy nelinearnich rovnic

Resme rovnici g(x) = 0, kde g: R™ — R" je diferencovatelné zobrazeni, coz je soustava n rovnic
s n neznamymi. Zobrazeni g aproximujeme v okolf bodu x;, afinnim zobrazenim g (viz (8.5))
g(x) ~ &(x) = g(xx) + g'(xx) (x — xx). (9.9)
Dalsi iteraci x4 najdeme FeSenim nehomogenni linedrni soustavy g(xpy1) = 0. Pokud je
Jacobiho matice g'(xy) reguldrni, fesenim je
X1 = X — 8 (x1) 7' g(x%). (9.10)
Viz obrazek:

g(x)/ /8(x) = g(xk) + &' (xx)(x — xx)

0

X' Xpp1 o Xp

Hlavni vyhodou Newtonovy metody je, ze v blizkém okoli feSeni obvykle konverguje velmi
rychle (mnohem rychleji nez gradientni metoda). Nevyhodou je, Ze je nutno zac¢it s pomérné
presnou aproximaci x, skutecného feseni, jinak algoritmus snadno diverguje.

Piiklad 9.5. Babyldénskd metoda na vypocet druhé odmocniny ¢isla a > 0 opakuje iteraci

1 a
Tpy1 = 7(1‘]@ + 7)

2 Tl
To nenf nic jiného nez Newtonova metoda pro rovnici 0 = g(z) = 2 — a. Opravdu,
g(z) 3 —a 1( a) 1( a)
Thtl = Tp — =T — =xp,— |y —— ) ==\ + — ).
o : g'(zy) b 2z, P \UtH Tk o 7k T O

Piiklad 9.6. Hledeme prisecik (z,y) € R? dvou rovinnych kiivek danych rovnicemi
(@ =12 +y*=1,
oyt =1
Mitme (z—-12%+y* -1 20r—1) 2
g(z,y) = { P yto1 } o glry) = { Az 4y3} :
Iterace (9.10) je
{:I?k+1:| _ l:.ijl B {2(:1;1C -1) ka} ! [(Vck — 12+ — 1}
Yha1 Y 4z 4y iyl —1 '
Nacrtneme-li si obé kiivky, vidime, ze maji dva pruseéiky, lisici se znaménkem druhé souradnice.
Zvolme pocétecni odhad pro horni prusecik (xg,vo) = (1,1). Prvn{ iterace bude

] 1] Jo 217" (o] _ [0.75

gl Tl T a4l 1| T
Pro Sestou iteraci (wg,ys) = (0.671859751039018, 0.944629015546222 ) jsou rovnice splnény se
strojovou presnosti. (I
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Priklad 9.7. Funkce g(z) = 22 — 1 m4 dva nulové body = = +1. Pokud v néjaké iteraci bude
xr, = 0, nastane déleni nulou. Pokud bude z;, velmi malé, déleni nulou nenastane, ale iterace
Zr41 se ocitne velmi daleko od korene. d

Piiklad 9.8. Pro funkci g(z) = 2% — 22 + 2 zvolme zy = 0. Dals{ iterace bude z; = 1 a dalsf
29 = 0. Algoritmus bude oscilovat mezi hodnotami 0 a 1, tedy bude divergovat. O

9.4.2 Pouziti na minimalizaci funkce

Newtonovu metodu lze pouzit pro hledani lokalniho extrému dvakrat diferencovatelné funkce
f: R" — R tak, ze v algoritmu (9.10) polozime g(x) = f'(x)T. Tim dostaneme iteraci

X1 =X — (%) " (xn) 7, (9.11)

kde f”(xy) je Hessova matice funkce f v bodé xy.

Vyznam iterace (9.10) byl takovy, Ze se zobrazeni g v bodé x; aproximovalo afinnim zob-
razenim a pak se nagel nulovy bod tohoto zobrazeni. Vyznam iterace (9.11) je takovy, Ze se
funkce f aproximuje Taylorovym polynomem druhého stupné (tedy kvadratickou funkef) a pak
se najde minimum této kvadratické funkce (viz Cviceni 9.8).

F) JF () = f ) + () (x = 33) + 5 = x20) T (%) (x = x)

X" Xg41 Xk
Iteraci (9.11) lze napsat v obecnéjsim tvaru (9.1), kde
Vi = —f”(Xk)_lfl(Xk)T. (912)

Vyhodou tohoto zobecnéni je moznost zvolit optimélni (ne nutné jednotkovou) délku kroku
pomoci jednorozmérné minimalizace (9.3). Algoritmu (9.11) s jednotkovou délkou kroku se pak
iikd €ista Newtonova metoda.

Vektoru (9.12) itkdme Newtontv smér. Vidime, ze se od gradientniho smeéru (9.4) lis
nasobenim Hessovou matici f”(x). Aby to byl sestupny smér, musi byt

F ) vie = — /() £ (%)~ f (%) < 0.

Toto plati, kdyz f'(xx) # O (tj. x; nenf staciondrni bod) a matice f”(xy) je positivné definitni
(nebot’” pak bude positivné definitni i jeji inverze, viz Cviceni 6.18).

V porovnani s gradientni metodou mé Newtonova metoda (pouzitd na minimalizaci funkce)
nevyhodu v tom, Ze musime pocitat Hessidn f”(x;) a fesit soustavu f”(xp)vy = —f'(xx)T
pro velky pocet proménnych je pomalé ¢i nemozné. Vsimnéte si ale, ze na rozdil od §9.4.1 je
zde matice g'(x;) = f”(xx) symetrickd, coz muze feSeni soustavy ulehéit.

, COZ
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9.5 Nelinearni metoda nejmensich ¢tverca

Méjme soustavu rovnic g(x) = 0, kde g: R” — R™ (tedy je to soustava m rovnic s n nezna-
mymi). Soustavu nazveme preurcenou, jestlize nemd zadné feseni. Chceme takovou preurcenou
soustavu Tesit priblizné ve smyslu nejmensich ¢tvercu. Tedy chceme minimalizovat funkci

Fx) =llg®)[* = g(x)"g(x) = Zgi(X)27 (9.13)

kde g; jsou slozky zobrazeni g. Specialnim piipadem je piiblizné feSeni linedarni nehomogenni
soustavy Ax = b, kde g(x) = b — Ax (viz §5.1).

Zatimco v §9.3 a §9.4.2 bylo cilem minimalizovat obecnou funkci, zde chceme minimali-
zovat funkei ve specidlnim tvaru (9.13). Nyni mdme dvé moznosti. Bud’ muzeme nasadit na
funkei (9.13) jednu z metod pro minimalizaci obecné funkce, k ¢emuz se vratime v §9.5.2. Nebo
muzeme byt chytiejsi a vyuzit specidlniho tvaru funkee (9.13), coz popiseme v §9.5.1.

i

9.5.1 Gauss-Newtonova metoda

Aproximujme opét zobrazen{ g afinnim zobrazenim (9.9). Uloha (9.13) pak vyzaduje minima-
lizovat ||g(x)||?. To je tloha linedrnich nejmensich ¢tverct, kterou jiz zndme z §5.1. Normdln{
rovnice (5.3) mé tvar

g (i) g (xe) (x — xi) = —g' () &) (9.14)

Jeji teseni napisme pomoci pseudoinverze:
X1 = Xp, — &' (xk) (%) (9.15)

Algoritmus (9.15) je zndm jako (¢istd) Gauss-Newtonova metoda. Muzeme jej opét napsat
obecnéji ve tvaru (9.1) se smérem hledani (Gauss-Newtonuv smer)

v = —g'(x1) g (xk). (9.16)

1

t=g(x)

Vsmneéte si, ze pokud m = n a Jakobiho matice g'(xy) je reguldrni, je g'(xy)
tedy Gauss-Newtonova metoda (9.15) se redukuje na Newtonovu metodu (9.10).
Pokud mé Jacobiho matice g'(xy) linedrné nezavislé sloupce (viz §5.1), vyraz (9.16) muzeme

napsat jako

vie=—(g'(xi) g (x) '8 (xi) g (x) = —5(8 (1) "8 () 1 ()" (9.17)

kde jsme dosadili derivaci f/(x) = 2g(x)Tg/(x) tcelové funkee (9.13) (viz §8.4.2). Vidime,
ze Gauss-Newtonuv smeér (9.17) se lisi od gradientniho sméru (9.4) pouze ndsobenim matici

L(g/(x)"g (x))~". Aby byl tento smér sestupny, musi byt

F1ek) vie = —5.f(x) (8 () T8 (1))~ (3x) T < 0.

To plati, kdyz f'(xx) # 0 a matice g'(xz)7g/(xx) je positivné definitni (viz Cviteni 6.18).
Matice g'(x;)Tg'(xx) je positivneé definitni, pravé kdyz g'(x;) ma linedrné nezavislé sloupce
(viz Cviceni 6.19), coz ovsem jiz predpokldddme kvili existenci inverze. Tedy vidime, Ze za
prirozenych podminek je Gauss-Newtonuv smér vzdy sestupny.

Cistd Gauss-Newtonova metoda (tj. s jednotkovou délkou kroku) muze divergovat, a to i
kdyz je pocateéni odhad xq libovolné blizko lokdlnimu minimu funkee (9.13). Protoze ale Gauss-
Newtonuv smér je vzdy sestupny, vhodnou volbou délky kroku «y 1ze vzdy zajistit konvergenci.
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Priklad 9.9. Hleddame piiblizné reseni soustavy tii rovnic o dvou neznamych

(r—=1)2+¢y*=1,
./L'4 4 y4 _ 17
4 (y—1)%=1/2.
Oba pruseciky kiivek danych prvnimi dvéma rovnicemi jiz zndme z Piikladu 9.6. Ani jeden z
teéchto pruseciku nelezi na tieti kiivee (i kdyz je ji blizko), tedy soustava je preurcend. Nezbyva
nam tedy, nez ji fesit pfiblizné. Hledame bod (z,y) € R?, ktery minimalizuje ¢islo
flay) =gle,y) gley) = (@ -1 +y = 1)’ + (@ +3* = 1)* + (@° + (y = 1)* — 1/2)°

kde

(x—=1)2+y2 -1 2(x—1) 2y
glz,y) = ot +yt—1 , glry)=| 42° 4y
2+ (y—1)?—=1/2 20 2(y-—1)

Rozumny poéatecni odhad je (xg,y0) = (1,1). Prvni Gauss-Newtonova iterace (9.15) je

N
=14 4 e
h 2 0| |12

Po osmé iteraci (zs, ys) = (0.691002152515578, 0.940548357857245 ) se jiz hodnota f(zs,ys) =

0.0008674592922855055 v ramci strojové presnosti nemeéni. a
Priklad 9.10. V systému GPS mame m satelitu se znamymi soufadnicemi ay,...,a,, € R"
a cheeme spocitat soufadnice pozorovatele x € R™ z nameétenych vzdélenosti y; = |la; — x||

pozorovatele od satelitu. Méren{ jsou zatizena chybou, proto obecné tato soustava rovnic nebude
mit zadné feseni. Resme tuto preurcenou nelinearni soustavu ve smyslu nejmensich ¢tvercu, tedy

minimalizujme funkci
m

£ =3 (Ix —aill —u:)*.

i—1
Mame tedy g = (g1, ..., 9m): R* = R™ kde g;(x) = ||x —a;|| — y;. Derivace slozek g je (pomuze
ndm §8.4.2, ale udélejte sami!) gi(x) = (x —a;)T/||x — a;||. Tedy

(x —ay)"/[x —a
g/(x) — : e R’V’an.

(x = ay)"/[lx — 2|
Pak dosadime do vzorecku (9.15). O
9.5.2 Rozdil oproti Newtonové metodé
Predpokladejme, ze bychom optimalizovali nasi ticelovou funkei (9.13) piimo Newtonovou me-
todou z §9.4.2. Spocitejme (viz Cviceni 8.11.d) Hessidn funkce (9.13):

J'(x) =2¢/(x)"g(x) +2 Z 9:(x)g; (x)- (9.18)
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Hessian je souctem clenu obsahujictho derivace prvniho rdadu a ¢lenu obsahujiciho derivace
druhého fadu. Vidime, ze Gauss-Newtonuv smér (9.17) se lisi od Newtonova smeéru (9.12)
zanedbanim ¢lenu druhého fadu v Hessidnu (9.18). Jinymi slovy, Gauss-Newtonovu metodu je
mozno vinimat jako aproximaci Newtonovy metody na minimalizaci funkece (9.13) spoéivajici v
tom, ze zanedbdme cleny druhého fadu, tedy skuteény Hessidn (9.18) aproximujeme vyrazem
28/ (x)"'g/(x).

To se projevuje tim, ze Gauss-Newtonova metoda obvykle konverguje pomaleji nez plna
Newtonova metoda pouzitd na funkei (9.13). Ovsem vyhnuli jsme se pocitani druhych derivaci
funkce g, coz je hlavni vyhoda Gauss-Newtonovy metody.

9.5.3 Levenberg-Marquardtova metoda

Levenberg-Marquardtova metoda je siroce pouzivané vylepseni Gauss-Newtonovy metody,
které jeji iteraci
X1 = x5, — (8'(x0) "8 (x1)) '8 (k) ()

nahrazuje iteraci

T

Xipr = xx — (8/0x1) "8 (xi) + pud) T8 () T g () (9.19)

kde g > 0. Pridani clenu p I je vlastné regularizace, viz §5.1.5. Potom:
e Pro malé i se (9.19) blizi Gauss-Newtonové iteraci.
o Pro velké py je (g/(xx)7g (xx) + puD)™" & p'1, tedy (9.19) je blizkd iteraci xp.; =
xp, — pp f'(x) 7 gradientni metody s délkou kroku s "
Tim jsou spojeny vyhody Gauss-Newtonovy metody (typicky rychld konvergence v okoli op-
tima) a gradientni metody (spolehlivost i daleko od optima). Volbou parametru py spojité
prechazime mezi obéma metodami.

Parametr j;, ménfme béhem algoritmu. Zaéneme napt. s o = 10® a pak v kazdé iteraci:

e Pokud iterace snizila ucelovou funkei, iteraci pfijmeme a jy, zmensime.

e Pokud iterace nesnizila ti¢elovou funkei, iteraci odmitneme a iy, zvétsime.

Zvétsovani a zmenSovani py délame nasobenim a délenim konstantou, napt. 10. VSimnéte si,
toto nahrazuje optimalizaci délky kroku oy, (line search).

Na algoritmus lze pohliZet i jinak. V iteraci (9.15) se po¢itd inverze matice g'(xx)7g’(xx)-
Tato matice je sice vzdy positivné semidefinitni, ale muze byt blizkd singuldrni (kdy se to
stane?). To neblaze ovlivni stabilitu algoritmu. Matice (9.19) je ale vzdy positivné definitni (viz
Cvicenf 6.16), a tedy reguldrni.

9.6 Cviceni

9.1. Funkee f: R® — R ma stacionarnf bod (2,1,5). Co se d4 o tomto staciondrnim bodé Fici,
kdyz Hessova matice f”(2,1,5) v ném ma vlastni ¢isla

a) {2,3,—1}
b) {2,3,0}
) {2,1,1}

9.2. Pro nasledujici funkce najdéte stacionarni body. Pro kazdy stacionarni bod urcete, zda je
to lokalni minimum, lokalni maximum, ¢i ani jedno. Pokud to uréit neumite, oduvodnéte.
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9.3.

9.4.

9.5.

9.6.

9.7.

9.8.

9.9.

9.10.
9.11.

a) f(z,y) = 2(1- 32 —¢?)
b) f(z,y) =1/z+1/y+xy
c) flz,y) =e'(y* —2?)
d) f(x,y) =3z — 2% — 3ay?
e) f(x,y) = 6ay? — 223 — 3y*
) flo,y) =2*/3+y*/2 — day® + 222 + 292 + 3
g) flz,y,2) =2 + 3+ 2ayz + 22
Najdéte véechna Fesenf rovnice sinz = 3 (sinus je v radidnech) na kalkulacce s nejvetsi

presnosti, jakou dokézete.

Najdéte lokdln{ extrém funkce f(z,y) = 2% —y+sin(y? — 2z) &istou Newtonovou metodou.
Pocétecni odhad zvolte (zg,y0) = (1,1). Muzete pouzit pocitac.

Mame m bodu v roviné o soufadnicich (z;,4;), ¢ = 1,...,m. Tyto body chceme pro-
lozit kruznici ve smyslu nejmensich ¢tvercu — tj. hleddme kruznici se stfedem (u,v) a
polomérem r takovou, aby soucet ¢tvercu kolmych vzdédlenosti bodu ke kruznici byl mini-
malni. Zformulujte pifslusnou optimalizacni ilohu. Napiste iteraci (a) Gauss-Newtonovy,
(b) Levenberg-Marquardtovy metody.

Soustavu dvou rovnic o jedné neznamé

2 rr=1
-z =1
chceme Tesit priblizné ve smyslu nejmensich ¢tvercu. Napiste iteraci

a) Cisté Gauss-Newtonovy metody,
b) ¢isté Newtonovy metody.

Vysledné vzorce co nejvice zjednoduste.
Méme soustavu rovnic

r+y—2zy= 1

—r+y+ ay=-3

r—y+ ay= 1
Je soustava linearni? Kolik ma feseni a proc¢? Chceme soustavu fesit piiblizné ve smyslu
nejmensich ¢tverct, tj. minimalizovat funkci f(z,y) ve tvaru (9.13). Napiste iteraci (a)
gradientni, (b) Newtonovy, (¢) Gauss-Newtonovy, (d) Levenberg-Marquardtovy metody.

Cista Newtonova metoda (9.11) na minimalizaci funkce f: R” — R je Newtonova me-
toda (9.10) na feseni soustavy f'(x)T = 0. Takto jsme ji odvodili. Ukazte, Ze iteraci (9.11)
Ize odvodit také tak, ze funkci f aproximujeme okolo bodu x; Taylorovym polynomem
druhého rddu a najdeme xj,; jako minimum tohoto polynomu.

(%) V §9.3.1 jsme ukdzali, Ze iterace gradientni metody nen{ invariantni vaéi linedrn{ trans-
formaci souradnic x = Ax (pro reguldrni A). Ukazte, ze iterace Newtonovy metody (9.11)
je invariantni vuci této transformaci.

Muze Newtonova metoda (9.10) konvergovat, kdyz soustava g(x) = 0 nemd reseni?

Rovnice 2 + 1 = 0 nem4 iefeni, fesme ji tedy piiblizné Gauss-Newtonovou metodou.
Protoze m = n, cistd Gauss-Newtonova iterace (9.15) je vlastneé Newtonova iterace (9.10).
Bude Newtonova metoda (9.10) konvergovat? Vime, ze Gauss-Newtonoviv smér je se-
stupny, tedy Gauss-Newtonova metoda by konvergovat méla. Vysvétlete zdanlivy rozpor.
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9.12. (%) Gauss-Newtonuv smér (9.16) se ziskd Fesenim normdlni rovnice (9.14). Ukdzali jsme,
ze kdyz Jacobiho matice g'(x)) mé linedrné nezdvislé sloupce, je Gauss-Newtonuv smér
sestupny. Mé-1i g'(xy) linedrné zavislé sloupce, rovnice (9.14) ma nekoneéné mnoho fesen,
tj. sméru hledani je nekoneéné mnoho. Dokazte, ze kazdy takovy smér je sestupny.

Napovéda a reSeni
9.1.a) funkce nemd v tomto bodé lokélni extrém
9.1.b) nemuzeme rozhodnout, zda ma funkce ma v tomto bodé lokdlni extrém
9.1.c) funkce md v tomto bodé lokalni minimum
9.2.d) Staciondrni body jsou 4.
9.2.e) Staciondrni body jsou 3.
9.2.f) Stacionarnich bodu je 5.
9.2.g) Staciondrni body jsou (0,0,0) a (3/2,3/2,—9/4).
9.3.  Jeden kofen je z = 0 a pak dva dalsi lisici se znaménkem. Jeden z nich ziskame Newtonovou

metodou: 41 =z — (2sinzg —xx) /(2 cos x — 1). Nacrtneme si grafy funkef sinz a 1/over2z a z
toho zvolime pocateéni odhad, napt. xg = 2. Po nékolika iteracich mame zj, = 1.895494267033981.

2 _
9.6.a) Minimalizujeme g(z)7g(z) kde g(z) = {iQ i_ i _ ﬂ Méme g'(z) = Bi i_ H Tterace je
P 1] 221
-z —1] 42241
9.6.b) Minimalizujeme f(z) = g(z)Tg(x)) = (22 + 2 — 1) + (22 — 2 — 1)? = 2(2* — 22 + 1). Mdme
fl(z) = 823 — da, f"(z) = 242% — 4. Tterace je = + x — f'(x)/f"(x) = (42®)/(62% — 1). Vidime,

z (g () g (2) g/ (2) gle) = o— (822 +2)~* 2241 2z-1] {

Gauss-Newtonova iterace — obvykle je to ale naopak.

9.7.  Soustava je nelinearni. Nema feseni, protoze po zavedeni proménné zy = z dostaneme linearni
soustavu s feSenim (x,vy, z) = (0.5, —1.5,—1), coz je spor.

9.8.  Po pfejmenovani proménnych xp,Xxy1 na X,y mame ukdzat, ze stacionarni bod y Taylorova
polynomu (8.14c) je pravé bod spliwjici g(x) +g'(x)(y —x) = 0 kde g(x) = f/(x)”. To se snadno
dokaze vypoctem derivace Ty(y) = f'(x) + (y — x)T f"(x) (s uzitim Cviceni 8.11).

1 (pokud existuje) je reguldrni a g(xi) # 0, tedy v (9.10) je vzdy

9.10. Nemuze, protoze g'(xy)~
Xfpt1 F X

9.11. Cist4 (tj. s jednotkovymi délkami kroku aj = 1) Gauss-Newtonova metoda konvergovat nebude.
Ale pokud délky kroku ay v Gauss-Newtonové metodé volime tak, aby funkee f(x) = g(z)? =
(22 +1)? klesala, metoda bude konvergovat k minimu funkce f.

9.12. Pisme normélni rovnici (9.14) jako ATAv = ATbkde A = g'(x), b = —g(x) a v = Xj11— Xy je
smeér hledani. Je-li v feseni normalni rovnice, pak Av = Pb je projekce vektoru b na podprostor
rmg A. Je f'(xx) = —ATb, tedy podminka na sestupnost sméru v zni b” Av = b"Pb > 0. Ale P
je positivné semidefinitn{ (viz Cviceni 6.25), tedy b”Pb > 0. Zde oviem rovnost nastane jen kdyz
b = 0 nebo ATb = 0. Tedy v je sestupny, za piirozenych predpokladi g(x;) # 0 a f/(x) # 0.

Kapitola 10

Lokalni extrémy vazané rovnostmi

Hledejme minimum funkce f: R® — R na mnoziné

X={xeR"|gx)=0}, (10.1)
kde g = (g1, .., 9m): R = R™. To odpovid4 tloze (1.9) s omezenimi typu rovnosti:
min  f(zy,...,2,)
za podminek g;(xq1,...,2,) =0, i=1,...,m. (10.2)

Mluvime o minimu funkce f vdzaném rovnostmi g(x) = 0.

Mnozina X je mnozina feseni soustavy m rovnic (obecné nelinedrnich) o n nezndmych. Tato
mnozina obvykle nema zadné vnitini body, proto nelze pouzit Vétu 9.4. V nékterych piipadech
ale lze vyjadrit vSechna FeSen{ soustavy g(x) = 0 parametricky a tlohu tak prevést na tilohu
bez omezeni. To jsme pouzili v Piikladu 1.2, uved’'me dalsi piiklady.

Priklad 10.1. Minimalizujme funkci f(z,y) = x +y na mnoziné X = { (z,y) € R? | g(z,y) =
22 +y? —1 =0}, mdme tedy m =1 a n = 2. Tj. fesfme tilohu

min x+y
za podminky 2% +1y? =1 (10.3)
Mnozinu X lze parametrizovat jako X = {(cost,sint) | t € [0,27)}. Ulohu tak prevedeme
na hledani lokdlnich extrému funkce jedné proménné f(cost,sint) = cost + sint¢. Podminka
stacionarity df(cost,sint)/dt = —sint +cost = 0 md dveé feseni ¢ = +7. Tedy body podezielé

z lokélniho extrému jsou (z,y) = :I:g(l, 1). O

Piiklad 10.2. Chceme Fesit problém min{ f(x) | x € R”, Ax = b }. Vsechna Feseni soustavy
Ax = b jdou vyjadiit jako x = Cy + x¢, kde x¢ a C jsou libovolné spliujici Axg = b
a rngC = null A. Tedy tloha je ekvivalentni{ minimalizaci funkce f(Cy 4 Xq) bez omezeni.
Nevyhodou je nutnost spocitat matici C (pokud ma C linedrné nezdvislé sloupce, znamend to
najit bzi nulového prostoru matice A). a

Nékdy ovsem mnozinu (10.1) parametrizovat nejde nebo je to slozité. Nyni proto odvodime
obecnéjsi metodu, metodu Lagrangeovijch multiplikatori.
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10.1 Tec¢ny a ortogonalni prostor k povrchu

Zapomenme nejprve na tcelovou funkei f a zkoumejme jen mnozinu (10.1). Nejprve definujme
pojem tecny k mnoziné X v bodé x € X. Tento pojem je intuitivné ziejmy, ale jeho presna
definice neni o¢ividn4.

Uvazujme diferencovatelné zobrazeni

¥ (g, 00) = X (10.4)

na intervalu (ag, az) C R. Vsimnéte si, ze obor hodnot zobrazen{ je mnozina X, tedy (10.4) je
vlastné zobrazeni v: (ay, ag) — R" spliujic

g(v(a)) =0 (10.5)

pro kazdé « € (o, ). Mnozina {vy(«a) | @ € (1, 0) } € X je hladkd krivka na mnoziné X.
Pro kazdé a € (ay, as) je vektor v/(a) € R™ tecny ke kiivee v bodé vy(a) € X. Tento vektor je
zéroven tecny k mnoziné X v bodé v(«).

Tedy: vektor v € R” je tecny k mnoziné X v bodé x € X, existuji-li ¢isla oy < @ < ap a
diferencovatelné zobrazeni (10.4) tak, ze x = y(«) av = v/(«). Mnozina X v daném bodé x € X
muze mit vice tecnych vektoru nebo tam také nemusi mit zaddny — to zdlezi na vlastnostech
zobrazeni g v okoli bodu x.

Tvrzeni 10.1. Necht’ je zobrazeni g spojité diferencovatelné v bodé x € X. Necht’ vektor
v € R" je tecny k mnoziné X v bodé x. Pak g'(x)v = 0.

Diikaz. Derivact rovnice (10.5) v bodé a s pouzitim fetézového pravidla méme

=g'(v(@)7(a) =g'(x)v =0. 0

Podminka g'(x)v = 0 znamend, ze vektor v je kolmy k fadkam Jacobiho matice g'(x),
coz jsou gradienty Vgi(x),..., Vgmn(x) slozek zobrazeni g v bodé x. Pro m = 1 tedy tvrzeni
zobeciiuje skutecnost, kterou jsme bez dukazu uvedli v §8.6, totiz ze gradient funkce je v kazdém
bodé kolmy k jeji vrstevnici.

Nésledujici véta 1ikd, ze za jisté podminky to plati i naopak, tedy ze kaZdy vektor kolmy
ke gradientum Vg;(x), ..., Vgn(x) je tetny k mnozingé X. Dukaz véty neuvddime (plyne z tzv.
véty o implicitni funkci).

Véta 10.2. Necht’ je zobrazeni g spojité diferencovatelné v bodé x € X. Necht’
rank g'(x) = m. (10.6)
Necht’ vektor v € R™ spliuje g'(x)v = 0. Pak vektor v je tecny k mnoziné X v bodé x.

Podminka (10.6) znamend, ze gradienty Vg(x),..., Vgmn(x) musi byt linedrné nezdvislé.
Bodu x € X splitujici podminku (10.6) se nékdy ifké reguldrni bod! mnoziny X.

Véta 10.2 tikd, ze v kazdém reguldrnim bodé x € X je mnozina vsech tecnych vektoru
rovna nulovému prostoru Jacobiho matice g'(x). To zdroven dokazuje, Ze mnozina vsech tecnych

! Jsou-li pro néjaké € > 0 viechny body mnoziny X N B.(x) reguldrni, tato mnozina je ‘hladky povrch’ v R"
dimenze n — m. Studiem ‘hladkych povrchu’ se zabyva zajimava disciplina diferencidlni geometrie.
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vektoru tvori podprostor R"™. Tomuto podprostoru se fikd te¢ny prostor k mnoziné X v bodé x.
Jeho ortogondlni doplnék (viz Véta 4.2)

(mullg'(x))* = mgg'(x)" = span{Vgi(x), ..., Vgu(x)} (10.7)
je ortogondalni prostor k mnoziné X v bodé x. Viz obrazek:

(span{Vgy (%), ..., Vgm(x))* = nullg’(x)

X X={x|gx)=0}={x]|q(x) =" =gm(x)=0}

span{Vg1(x), .., Vgm(x)} = mgg'(x)"

Piiklad 10.3. Necht’ g: R? — R je funkee g(z,y) = 2*>+y?—1. MnoZina X je jednotkova kruz-
nice v R?. Mdme Vg(z,y) = (2z,2y). ProtoZe pro kazdé (z,y) € X je Vg(z,y) # (0,0), predpo-
klady Véty 10.2 jsou splnény a ortogonalni prostor k X v bodé (z,y) je mnozina span{Vg(z,y)},
coz je piimka kolm4 ke kruznici. Teény prostor v bodé (z,y) je ortogondln{ doplnék této primky,
tedy piimka teénd ke kruznici. a

Piiklad 10.4. Necht’ g: R?* — R je funkee g(z,y, z) = x2+y*+22—1. Mnozina X je jednotkovd
sféra v R3. Mdme Vg(z,y, z) = (2, 2y, 22). Ortogonaln{ prostor k X v bodé (z,y, z) je mnozina
span{Vy(z,y, z)}}, coz je piimka kolmd ke sféfe. Tecny prostor v bodé (z,y, z) je ortogonalni
doplnék této primky, tedy rovina tecnd ke sfére. a

Priklad 10.5. Necht’ g = (917 92): R? — R? je zobrazeni
B0y, 2) = (2 4y 12— 1, (o= 14 g+ 2 1),

Nulova vrstevnice funkce g je jednotkova sféra se stredem v bodé (0,0, 0), nulovéd vrstevnice
funkce g9 je jednotkovd sféra se stredem v bodé (1,0,0). Mnozina X je prunik téchto dvou
sfér, je to tedy kruznice v R3. Mdme Vgi(z,y,2) = 2(z,y,2) a Vga(x,y,2) = 2(x — 1,y, 2).
Ortogondlni prostor k mnoziné X v bodé (x, vy, z) je mnozina span{Vg(z,y, z), Vga(z,y, 2) } },
coZ je rovina kolmd ke kruzmici v bodé (z,y,z). Tecny prostor je ortogonalni doplnék této
mnoziny, tedy piimka teénd ke kruznici. |

Piiklad 10.6. Necht’ g: R? — R je funkce g(z,y) = (22 +y* —1)% Mnozina X je tiplné stejnd
kruznice jako v Pifkladé 10.3. Mdme Vg(z,y) = 4(x? 4+ y> — 1)(x,y). Pro kazdy bod (z,y) € X
je Vg(z,y) = (0,0), tedy bod (z,y) neni regularni. Neplati, ze kazdy vektor kolmy ke gradientu
Vg(z,y) (coz je iplné kazdy vektor) je tetny ke kruznici v bodé (z, y). Plat{ pouze Tvrzeni 10.1,
totiz ze kazdy vektor tecny ke kruznici v bodé (x,y) je kolmy ke gradientu (protoze k nulovému
vektoru je kazdy vektor kolmy). O

10.2 Podminky prvniho fadu
Nyni pfidame do nasich dvah i nasi ucelovou funkci f: R” — R.

Tvrzeni 10.3. Necht’ x € X je lokdlni extrém funkce f na mnoziné X. Necht’ f a g jsou v
bodé x spojité diferencovatelné. Necht’v je tecny vektor k mnoziné X v bodéx. Pak f'(x)v = 0.
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Dikaz. Protoze v je tecny vektor k mnoziné X v bodé x, existuji ¢isla oy < a < ay a diferen-
covatelné zobrazeni (10.4) tak, ze x = v(a) a v = ~/(«a). Protoze x je lokdlni extrém funkce f
na mnoziné X, je to lokalni extrém funkce f také na kazdé hladké kiivce na X prochazejici
bodem x (to plyne z definice lokélniho extrému, viz §8.10). Dle Véty 9.2 tedy

df(v(@))

o =@ (@) =y =0 .

Tvrzeni 10.3 tikd, ze je-li x € X lokdlni extrém funkce f na mnoziné X, pak gradient
Vf(x) = f(x)T je kolmy na kazdy vektor tecny k mnoziné X v bodé x. Neboli (dle Véty 8.4)
smérovd derivace f/(x)v = V f(x)Tv je nulovd v kazdém sméru teéném k mnoziné X v bodé x.
Toto tvrzen{ je intuitivné jasné. Pokud je smérova derivace nenulovéd (obrézek dole vlevo), bod x
nenf lokéln{ extrém, protoze bychom bodem x mohli pohnout ve sméru vektoru v (ptip. —v) a
funkei tak zvétsit (piip. zmensit). Aby byla smérova derivace nulovd, musi byt gradient V f(x)
kolmy na tecny vektor v (obrdzek vpravo).

Vi)

Kombinaci Tvrzeni 10.3 a Véty 10.2 uz snadno obdrzime hlavni vysledek této kapitoly:

Véta 10.4. Necht’ x € X je lokdlni extrém funkce f na mnoziné X. Necht’ f a g jsou v
bodé x spojité diferencovatelné. Necht’ plati (10.6). Pak gradient Vf(x) = f'(x)T patif do
ortogonalniho prostoru mnoziny X v bodé x, tj.

Vf(x) € span{Vg(x), ..., Vgn(x)}. (10.8)

Driikaz. Protoze x je lokalni extrém, dle Tvrzeni 10.3 je gradient V f(x) kolmy na kazdy vektor
tetny k mnoziné X v bodé x. Protoze plati (10.6), dle Véty 10.2 je tedy V f(x) kolmy na tecny
prostor null g'(x), neboli patif do ortogonélniho prostoru (10.7). O

Véta 10.4 se k feseni tlohy (10.2) obvykle pouziva nésledujicim zpusobem. Podminka (10.8)
ik, ze existuji éisla (A1, ..., \n) = A € R™ (tzv. Lagrangeovy multiplikatory) takova, ze

F130) + XMgi(x) + -+ Angr (x) = f'(x) + ATg(x) = 0. (10.9)
Zaved'me Lagrangeovu funkci L: R"™™ — R jako
L(x,A) = f(x) + Ag(x) = £(%) + Mgi(x) + -+ + Mg (%) (10.10)

Ocividne je L(x,A) = f(x) pro viechna x € X a A € R™. Déle si vSimneme, ze:
e Podminku (10.9) Ize psit jako? dL(x,A)/dx = 0.

e Rovnost OL(x,A)/OX = g(x)T = 0 je ekvivalentni omezenim.

2Vyraz OL(x, X)/0x oznacuje fadkovy vektor parcidlnich derivaci funkce L podle zy, . .., z,.
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Plati-li prepoklady Véty 10.4, existuje tedy vektor A € R™ takovy, ze L'(x,A) = 0, tj. bod
(x,A) € R™™ je staciondrni bod funkee L.

Pi#iklad 10.7. Resme znovu Pifklad 10.1. Lagrangeova funkce je
L(z,y,\) =2 +y + A1 =2 —¢?).
Jeji staciondrni body (z,y, \) jsou Fesenimi soustavy tif rovnic o tfech nezndmych
OL(z,y,\)/O0x =1—-2\x =0
OL(z,y,\)/oy=1-=2\y =0
OL(2,y,\) /0N =1— 2> —¢y*> = 0.
Prvni dvé rovnice daji © = y = 1/(2)). Dosazenim do tfet{ mdme 2/(2))* = 1, coz dé dva

kofeny A = +1//2. Staciondrni body funkce I jsou dva, (x,y,\) = +(1,1,1)/v/2. Tedy mame
dva kandidéty na lokdln{ extrémy, (z,y) = +(1,1)/V2. O

Piiklad 10.8. Resme Pifklad 10.1, kde ale omezeni zménfme na g(z,y) = (1 — 22 — )2 = 0.
Podle Prikladu 10.6 mame ¢'(z,y) = (0,0) pro kazdé (z,y) € X, ¢ekdme tedy potiz.
Stacionarni body Lagrangeovy funkce L(z,y, \) = z +y + M1 — 22 — y*)? musf{ splitovat

OL(2,y,\)/0x =1 — d)z(1 — 2* — y?)
OL(z,y,\)/0y =1 — 4hy(1 — 2® — o)
OL(2,y,\)/ON = (1 -2 —3%)?

0
0
0.

Tyto rovnice si odporuji. Jelikoz 1 — 2% — ¢ = 0, tak napf. prvni rovnice iiké 1 — 4 \z -0 = 0,
coz neplati pro zadné (z, \). Zéver je, ze lokalni extrémy (z,y) = £(1,1)/v/2 jsme nenasli. [

Pi#iklad 10.9. Vrat'me se k tloze (5.17), tedy k hleddn{ feseni nehomogenn{ linedrni soustavy
s nejmensi normou. Lagrangeova funkce je

L(x,A) = x"x + 2AT(b — Ax),

kde piidand dvojka nemén{ situaci. Je L(x,A)/dx = 2xT — 2ATA (odvod’te!). Staciondrni
body funkce L tedy ziskdme fesenim soustavy (5.19), kterou jsme v 5.2 odvodili avahou. O

Piiklad 10.10. Vratme se k tloze (7.1), kde minimalizujeme kvadratickou formu x7Ax za
podminky x”x = 1. Piedpokldddme, Ze A je symetrickd. Mame

L(x,\) = xTAx + M1 — xTx).

Rovnice L(x,\)/0x = 0 da (po transpozici) Ax = Ax. Tedy (x, A) je staciondrni bod funkce L,
prave kdyz A je vlastni ¢islo matice A a x je normalizovany (kvili podmince x”x = 1) vlastni
vektor piislusny A.

Pouze z podminek prvniho fadu nelze rozhodnout, které stacionarni body funkce L odpo-
vidaj{ minimu dlohy (7.1), které maximu a které ani jednomu. Muzeme to ale udélat dvahou:
kdyz (), x) je staciondrn{ bod L, mdme xT Ax = xT(Ax) = \. Tedy nejmensi [nejvetsi] vlastni
¢islo odpovidd minimu [maximu] a ostatni vlastn{ ¢isla neodpovidaji extrémum tlohy. g
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Piiklad 10.11. Resme tlohu

min ||Ax — b||?

za podminek Cx =d (10.11)

Tedy fesime tlohu (5.2) s linedrnimi omezenimi (angl. linearly constrained least squares.
Mame
L(x,A) = (Ax — b)"(Ax — b) + 22T (Cx — d).

Rovnice L(x,A)/0x = 0 d4 po transpozici AT(Ax — b) + CTX = 0. Tedy fesime soustavu

ATAx+C"AX=A"p
Cx =d.

Napiseme-li tuto soustavu maticové, muzeme vyjadrit
x] [ATA CT]'[ATb
Al | C 0 d |’
Zde piepokldddme, ze invertovand matice je reguldrni (k tomu viz Cviceni 10.23). O

Predchozi piiklady vyzaduji od studenta nejen znalost metody Lagrangeovych multipliké-
tortu, ale i jistou zrucnost v manipulaci s maticovymi vyrazy. Cvicte tuto zrucénost ve Cvice-
nich 10.15-10.18!

Véta 10.4 udévd podminky prvnfho fédu na extrémy vézané rovnostmi. Rikd, ze pokud
(x,A) je staciondrni bod Lagrangeovy funkce, pak bod x je ‘podezrely’ z lokélniho extrému
funkce f na mnoziné X. Jak pozname, zda tento bod je lokdlni extrém, pripadné jaky? Pod-
minky druhého fadu pro vazané extrémy uvadime nepovinné v §10.3. Zde pouze zdiraznime, ze
druh lokélniho extrému nelze zjistit podle definitnosti Hessovy matice L”(x, A), tedy je chybou
pouzit Vétu 9.5 na funkci L.

10.3 (*) Podminky druhého fadu

Rekneme, Ze matice A € R™n je positivné semidefinitni na podprostoru X C R”, jestlize
xTAx > 0 pro kazdé x € X. Jak tuto podminku ovéifme? Najdeme-li matici B, jejiz sloupce
tvoti bazi podprostoru X, pak kazdy prvek y € X lze parametrizovat jako y = Bx. Protoze
yTAy = xTBTABx, pievedli jsme problém na ovéfovani positivni semidefinitnosti matice
BTAB. Podobné definujeme positivni a negativni (semi)definitnost a indefinitnost matice A
na podprostoru X.

Véta 10.5. Necht’ f: R" - R, g: R" - R™, x € R" a A € R™. Necht’
e (x,A) je stacionarni bod Lagrangeovy funkce, neboli L'(x,A) = 0,
e [ ag jsou dvakrat diferencovatelné v bodé x.
Pak plati:
o Je-li x lokdlni minimum [maximum] funkce f vdzané podminkou g(x) = 0, pak matice
D?L(x,X)/0x? je positivné [negativné] semidefinitni na nulovém prostoru matice g'(x).
o Je-li 92L(x, X)/0x? positivné [negativnd] definitni na nulovém prostoru matice g'(x), pak x
je ostré lokdlni minimum [maximum] funkce [ vdzané podminkou g(x) = 0.
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o Je-li 0 L(x, X)/0x? indefinitni na nulovém prostoru matice g'(x), pak x nenf lok4Ini extrém
funkce [ vdzany podminkou g(x) = 0.

Zde
aQL X7 A -1 - "
T )+ 3 Aol )
i=1

znaci druhou derivaci (Hessovu matici) funkce L(x, X) podle x v bodé (x, A).

Priklad 10.12. Najdéme strany kvadru s jednotkovym objem a minimélnim povrchem. Tedy
minimalizujeme zy + zz + yz za podminky zyz = 1. Lagrangeova funkce je

L(z,y,z,\) = ay + a2z +yz + A1 — zyz).

Polozenim derivaci L rovnym nule mame soustavu

Ly(2,y,2,0\) =y +2—Ayz =0
L(z,y,2,\) =2 +2z— Atz =0
L(z,y,z,A) =a+y— Ay =0
(@, y,2,\) =zyz — 1 =0.

Soustava je zjevné splnéna pro (z,y,z,A) = (1,1, 1,2). Mdme ukdzat, ze tento bod odpovida
lokdlnimu minimu. Mame

o 0 1—Xz 1—\y 0 -1 —1
W: 1-X 0 l1-Xx|=|-1 0 —1]. (10.12)
(,9,2) 1=y 1—=Xz 0 -1 -1 0

Ukézeme, ze tato matice je positivné definitni na nulovém prostoru Jacobiho matice
g (x,y,2)=[-yz —xz —ay]=[-1 -1 —1].
Nejdifve zkusme §tésti, zda matice (10.12) nenf positivné definitn{ jiz na R® — v tom pifpadé
by zjevné byla positivné definitni i na nulovém prostoru ¢'(x, y, z) (promyslete, pro¢ to tak je!).

Neni tomu tak, protoze jeji vlastni ¢isla jsou {—2,1,1}, tedy je indefinitni.
Ngjakou bazi nulového prostoru matice ¢'(z,y, z) snadno najdeme ruéné, napf.

Snadno zjistime, Ze matice

BT(?ZL(Ly,z,/\)Bi[l —1 0} 0 -1 -1 bl 7{2 1]

1 0 —1||-1 o0
O,y 2)° L N

ma vlastn{ ¢isla {2, 1}, tedy je positivné definitni. O
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10.4 Cviceni

Naésledujici ulohy vyfeste nejdiive prevodem na hleddni extrému funkei jedné proménné dle
Prikladu 10.1 (je-li to mozné) a potom metodou Lagrangeovych multiplikdtoru. V druhém pri-
padé nemusite ovérovat podminky druhého fadu, staci jen najit stacionarni body Lagrangeovy
funkce (lze-li ale usoudit na druh extrému néjakou snadnou tivahou, udélejte to).

10.1. Na kruznici 2% + y? = 1 najdéte lokaln{ extrémy funkce

a) flz,y) =220~y
b) f(z,y) =z(y—1)
o) flz,y) =+ 2y
d) f(x,y) =2y

) flz,y)=a"+y*
£) f(z,y) = sin(zy)
g) f(z,y) =e"

10.2. Na sféte 22 4+ y? + 22 = 1 najdéte lokdlni extrémy funkce

a) f(z,y,2) = (x+y)(y+2)

b) f(z,y,2) =a/x +b/y+c/z, kde a,b,c > 0 jsou ddny

) fwy,2) =2 +y> +2
) flz,
) (x

o,

y,2) = a3 +y3 + 2% + 20y2
e ) (:vy, )*1’3+y3+23—3xyz
10.3. Najdeéte lokalni extrémy funkce
a) f(z,y,2) = +yz za podminek 22 + y? + 22 = 1 a 22 = 2% + y?
b) f(xz,y,2) = ryz za podminek 22 +y? + 22 =lazy+yz + 20 =1
10.4. Najdéte bod nejblize poc¢atku na kiivce
a) r+y=1
b) z+2y=5
c) 2’y=1
d) 22 +2y2 =1
10.5. Spocitejte rozmery télesa tak, aby meélo pii daném objemu nejmensi povrch:
a) kvadr
) kvadr bez vika (mé jednu dolni sténu a ¢tyii bocnf, horn{ sténa chybi)
) vélec
d) pallitr (vélec bez vika)
) (%) kelimek (komoly kuzel bez vika). Objem komolého kuzele je V = Zh(R*+ Rr+1?)
a povrch plésté (bez podstav) je S = 7(R + r)/(R—r)?+ h% Pouzijte vhodny

numericky algoritmus na feseni vzniklé soustavy rovnic.

10.6. Rozlozte dané kladné realné cislo na souc¢in n kladnych redlnych ¢isel tak, aby jejich soucet
byl co nejmensi.
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10.7.

10.8.

10.9.

10.10.

10.11.

10.12.

10.13.

10.14.

10.15.

Dokazte, ze funkce f(x,y) = x nabyva za podminky 2 = y? minimum pouze v pocatku.
Ukazte, ze metoda Lagrangeovych multiplikdtoru toto minimum nenajde.

Necht’ x* je bod nejblize pocatku na nadplose h(x) = 0. Ukazte metodou Lagrangeovych
multiplikatoru, ze vektor x* je kolmy k tetné nadroviné plochy v bodé x*.

Do elipsy o danych délkach os vepiste obdélnik s maximalnim obsahem. Predpokladejte
pritom, ze strany obdélniku jsou rovnobézné s osami elipsy.

Fermatuv princip v paprskové optice iika, ze cesta mezi libovolnymi dvéma body na pa-
prsku ma takovy tvar, aby ji svétlo probéhlo za ¢as kratsi nez ji blizké drahy. Pozdéji
se zjistilo, ze spravnym kritériem neni nejkratsi ale extrémni ¢as. Tedy skutecna draha
paprsku musi mit ¢as vétsi nebo mensi nez ji blizké drahy. Z tohoto principu odvod’te:

a) Zékon odrazu od zrcadla: tihel dopadu se rovna dhlu odrazu.
b) Snellav zdkon lomu: na rozhrani dvou prostiedi se svétlo lomi tak, ze

o sin ap
¢y sinas’
kde «; je thel paprsku od normaély rozhrani a ¢; je rychlost svétla v prostiedi .
Odvozeni udélejte:

(i) Pro rovinné zrcadlo a rovinné rozhrani (coz vede na minimalizaci bez omezeni).
(if) Pro zrcadlo a rozhrani tvaru obecné plochy s rovnici g(x) = 0. Dokdzete najit situaci,
kdy skuteénd draha paprsku mé ¢as vétsi nez ji blizké drahy?
Rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni ndhodné promeénné je funkce p: {1,...,n} — Ry
(tj. soubor nezépornych éisel p(1),. .., p(n)) splaujict Y 0_, p(z) = 1.
a) Entropie ndhodné proménné s rozdélenim p je rovna — Y »_, p(z)log p(x), kde log je
prirozeny logaritmus. Najdéte rozdéleni s maximalni entropii.
b) Dokazte Gibbsovu nerovnost (téz zvanou informacni nerovnost): pro kazdé dvé roz-

déleni p, g plati
> p(x)logg(x Zp ) log p(x
=1

pricemz rovnost nastava jen tehdy, kdyz p = q.

(¥) Mdme trojihelnik se stranami délek a, b, ¢. Uvazujme bod, ktery mé takovou polohu,
ze soucet Ctvercu jeho vzdélenosti od stran trojihelniku je nejmensi mozny. Jaké budou
vzdélenosti z, ¥y, z tohoto bodu od stran trojihelniku?

(x) Mdme krychli s délkou hrany 2. Do stény krychle je vepsdna kruznice (kterd mé tedy
polomér 1) a okolo sousedni stény je opsana kruznice (kterd mé tedy polomér v/2). Najdéte
nejmensi a nejveétsi vzddlenost mezi body na kruznicich.

(x) Najdéte extrémy funkce

[y, zu,0,0) =1 +z+u) ' + 1 +y+o) " + 1 +z2+w)™"

3

za podminek zyz = a®, vow = b* a z,y, z, u,v,w > 0.

Minimalizujte xTx za podminky a’x = 1. Jaky je geometricky vyznam dlohy?
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10.16.
10.17.
10.18.

10.19.
10.20.
10.21.
10.22.

10.23.

Maximalizujte a’x za podminky x"x = 1. Jaky je geometricky vyznam tlohy?
Minimalizujte x” Ax za podminky b”x = 1, kde A je symetrickd positivné definitni.

Minimalizujte x”Cx za podminky Ax = b, kde A m4 linedrné nezavislé fadky a C je
symetricka positivné definitni.

(x) Minimalizujte xT Ax za podminek Bx = 0 a xTx = 1, kde A je positivné definitnf.
(x) Minimalizujte xT Ax za podminky x’Bx = 1, kde A a B jsou positivné definitni.
(x) Minimalizujte aT (x — b) za podminky x?Cx = 1, kde C je positivné definitni.

(x) Jaké musi byt vlastnosti matice A a vektoru b, aby max{ [|Ax| | bTx =0} = 0?

. TA CT7. PP A
() Dokazte, ze matice je regularni prave tehdy, kdyz matice ma4 linedrné

cC o C
nezavislé sloupce a matice C mé linedrné nezavislé rédky (viz Priklad 10.11).

Napovéda a feSeni

10.1. Neékdy je mozné tcelovou funkci zjednodusit. Napt. extrémy funkce €™ se nabyvaji ve stejnych

bodech jako extrémy funkce zy, protoze funkce e je rostouc.

10.4.c) Jsou dva body nejblize pocdtku: x = +21/6 4 = 9-1/3,

10.10.a) Udeéldme jen pro obecny piipad (ii). Mdme dva body a,b a hleddme bod x spliujici g(x) = 0

pro ktery je celkova drdha ||x — al| 4 [|x — b|| extremalni. Staciondrni body Lagrangeovy funkce
spliuji (x —a)? + (x — b)? = AVg(x), kde y° = y/||y||. Ale to ks, ze vektor Vg(x) lezi v jedné
roviné s jednotkovymi vektory (x —a)? a (x — b)? a pilf dhel mezi nimi. Pro diikaz druhého
tvrzeni nésobte rovnici vektory (x —a)? a (x — b)? a porovnejte.

10.11.b) Maximalizujte levou stranu pres ¢ za podminky »__ ¢(z) = 1. (Podminka g(z) > 0 je implicitné

zajisténa tim, ze kdyz se néktera slozka ¢ blizi shora nule, ticelova funkee se zhorsuje nade vsechny
meze.)

10.17. x = A~'b/(bTA~'b)
10.18. x = C'AT(AC'AT) b,

Cast III

Linearni programovani
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Kapitola 11

Linearni programovani

Uloha linearntho programovani' (LP, také zvané linedrni optimalizace) je definovdna jako
minimalizace nebo maximalizace linedrni funkce za omezujicich podminek ve tvaru linearnich
rovnic a nerovnic. Zde linedarni rovnici rozumime vyrok
a1xy + -+ apr, = b,
neboli kratce a’x = b. Linearni nerovnici rozumime jeden z vyroki
a1xy + -+ apr, < b, a1x1 + -+ apr, > b,

neboli a’x < b & alx > b. Linedrn{ program je tedy tloha (1.9) ve které je funkce f linedrnf
(tj. tvaru (3.6)) a funkce g;, h; jsou afinni (tj. tvaru (3.17)).
Linearni programy s jednou nebo dvéma proménnymi lze fesit graficky.

Priklad 11.1. Prikladem linearniho programu je optimalizaéni iloha

max I+ y

za podminek z + 2y < 14 (11.1)
3v — y> 0
r— y< 2

Mnozina X = {(x,y) € R? | 2+ 2y < 14, 3z —y > 0, 2 —y < 2} pifpustnych Feseni této
tlohy je prunik ti{ polorovin:

31 —y=0 (1,2
(1,1)

° T—y=2 : F

4 4

] ¥ F r+2y =14 ) X z+2y=14
0 z+y=10 0 r+2y=10

2 4 6 2 4 6
_2/ c4y=8 _2/ z+2y=26
r+y==6

LSlovo programovdni zde mé trochu jiny vyznam nez znate: misto tvofeni sekvenéniho pocitacového kédu,
ktery fesi dany problém, to znamend hledani vhodné ti¢elové funkce a omezujicich podminek tak, aby optimaln{
resen{ bylo Fesenim daného problému. Optimalizaci obecné se také nekdy iikd matematické programovdnd.
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Ucelové funkee z + y, neboli ¢"x pro x = (z,9) a ¢ = (1, 1), ma vrstevnice kolmé k vektoru ¢
a roste ve sméru c. Proto (viz obrazek vlevo) tcelovéd funkce na mnoziné X nabyva maxima v
bodé (z,y) = (6,4). Uloha ma tedy jediné optimalni Feseni.

Pokud bychom tcelovou funkei tlohy zménili na = + 2y, mnozina optiméalnich feseni lohy
by byla tsecka spojujici body (2,6) a (6,4) (viz obrdzek vpravo), tloha by tedy méla neko-
neéné mnoho optimélnich reseni. Pokud by tcelovd funkee byla nulova (tj. 0z + Oy), mnozina
optimélnich feSeni dlohy by byla cely trojihelnik X. g

Z mnasich tvah je patrno (ptresné ukdzeme pozdéji), ze pro ulohu linedrniho programovani
mohou nastat t¥i pripady:

e tloha m4 (alespon jedno) optimalni Fesent,

e tloha je nepripustnd (mnozina pripustnych reseni je prazdnd, omezen{ si odporuji),

e tloha je neomezend (i¢elovou funkci lze bez poruseni omezeni libovolné zlepsovat).

Jestlize tloha méa optimalni feSeni, pak mnozina optimélnich feseni je bud’ vrchol mnohothel-
niku nebo jeho hrana nebo cely mnohothelnik.

11.1 Transformace uloh LP

Casto je uzitecné formulovat linedrni program v né&jakém specilnim tvaru, kdy jsou dovoleny
jen urcité typy omezeni. To obvykle vyzaduji napt. algoritmy na feseni LP.

Jeden specidlni tvar je tvar, kdy minimalizujeme (ne tedy maximalizujeme) a dovolime pouze
omezeni typu > (vétsi nebo rovno):

min ¢z +--+ cpxy,

za podminek apzy +-- 4 ayma, > b, i=1,...,m (11.2a)

To se pohodlnéji napiSe v maticovém tvaru
min{c’x | x € R", Ax > b}, (11.2b)

kde A € R™" b € R™, c € R". Zapis Ax > b znadi, ze i-ta slozka vektoru Ax neni mensi nez
-t slozka vektoru b, pro vSechna i = 1,...,m. Jakykoliv linearni program snadno prevedeme
na tvar (11.2) témito ipravami:

e Maximalizaci funkce ¢’x nahradime minimalizaci funkce —c’x.
e Nerovnost a’x < 0 nahradime nerovnosti —a’x > 0.
e Rovnost a”x = b nahradime dvéma nerovnostmi a’x > b, —a’x > —b.
Jiny ¢asto uzivany specialni tvar je rovnicovy tvar?, ve kterém vsechna omezeni jsou
rovnosti a vSechny proménné jsou nezéporné, tedy
min ¢z +--+ C,Ty,
za podminek a;ry +- -+ @, =b;, i=1,...,m (11.3a)
z; >0, j=1,....n
neboli
min{c’x [ x €R", Ax=b, x>0}. (11.3b)

Tvar (11.2) lze pfevést na tvar (11.3) dvéma vupravami, ve kterych zavedeme nové proménné:

2Tomuto tvaru se nékdy iikd standardni. Bohuzel nizvoslovi rtiznych tvartit LP neni jednotné, nizvy jako
‘standardni tvar’, ‘zdkladni tvar’ ¢i ‘kanonicky tvar’ tedy mohou znamenat v ruznych knihdch néco jiného.
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e Nerovnost a’x < b nahradime dvéma omezenimi a’x+u = b, u > 0. Pomocné proménné u
se ifka slackova proménna®. Podobné pievedeme nerovnost a’x > b na rovnost.

e Neomezenou proménnou = € R rozdélime na dvé nezdporné proménné x+ > 0, z= > 0
priddnim podminky z = 2™ — ™.
Uloha ziskan4 z puvodni tlohy pomoci téchto iprav je ekvivalentni puvodni iloze v tom smyslu,
7e hodnota jejich optima je stejnd a argument optima pitvodni tilohy lze ‘snadno a rychle’™ ziskat
z argumentu optima nové tlohy.
Piiklad 11.2. Ulohu (11.1) preved'me na tvar, ve kterém minimalizujeme (misto maximalizu-

jeme) a omezeni jsou rovnosti, pficemz nékteré proménné mohou byt nezaporné. To udélame
zavedenim slackovych proménnych. Nova uloha je

min —r — y
za podminek  x + 2y + u = 14
v — y—v= 0
r— y+w 2

w,v,w > 0

Zde proménné x,y mohou mit libovolné znaménko. Preved'me tlohu na tvar (11.3), kde
vSechny proménné jsou nezaporné. Dosadime x = v, —v_ay =y, —y_,kde v, z_,y;,y_ > 0.
Vyslednd uloha je

min -z, + - — yp + y-

za podminek  xy — - 4+ 2y, —2y_ + u =14
vy — 32 — yr + y——v= 0
Ty — To— Y+ y- +tw= 2

Th, T, Yr, Yy, v, w > 0 O

11.1.1 Po castech afinni funkce
Meéjme funkei f: R™ — R danou vzorcem
f(x) = mfalX(ciTx +dy), (11.4)

kde ¢; € R™ a d; € R jsou dany. Tato funkce neni linedrni ani afinni, je po ¢dstech afinni. Na
obrazku jsou piiklady (vlevo pron=1a k =3, vpravo pron =2 a k = 4):

f(z) = max{—z — 2, 0, %(1— 1)} flzy) = %max{w-i—y— 1, 24y, z—y, —z—y—1}

3Slack znamend anglicky napf. mezeru mezi zdi a skifni, kterd neni zcela pfirazend ke zdi. Termin slack
variable nemé ustdleny cesky ekvivalent, nékdy se prekldda jako skluzovd proménnd.
4Pfesnéji v linedrnim case, ve smyslu teorie algoritmii.
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Minimalizujme funkei (11.4) za podminek Ax > b. To neni tiloha LP, nebot’ jeji ucelova
funkce neni linedrni. Ovsem lze ji prevést na LP zavedenim pomocné proménné:

min{ f(x) | x €R", Ax > b} =min{ 2| (x,2) € R"™, f(x) <z, Ax>b} (11.5a)
=min{ z | (x,2) € R""! max(c!x +d;) <z, Ax>b} (11.5b)
=min{ z | (x,2) € R" (Vi)(c]x+d; < 2), Ax>b} (11.5¢)
kde (11.5¢) je jiz tiloha LP. Rovnost (11.5a) plati proto, ze v optimu pravé tlohy je f(x) = z.

Kdyby totiz bylo f(x) < z, mohli bychom z zmensit bez poruseni omezeni a tedy (x,z) by
nebylo optimum. Rovnost (11.5¢) plati proto, ze pro libovolnd ¢isla a;, b plati (samozrejmé!)

maxa; <b <= (Vi)(a; <b). (11.6)

Piiklad 11.3. Uloha
min max{3z+4y+1, 2z — 3y}
za podm. 1z + 2y < 14
3r — y>0
r— y<2

neni LP, protoze tcelova funkce f(z,y) = max{3z + 4y + 1, 2z — 3y } nenf linedrni ani afinn{
(nacrtnéte si na papir nékolik jejich vrstevnic!). Ulohu lze ale pievést na LP

min 2
zapodm. 3z +4y —z < -1
20 =3y —2z <0
T+ 2y < 14
3v — y >0
T =y < 2 O

Tento pievod lze uzit i pro funkce obsahujici absolutni hodnoty, nebot’ |z| = max{—z, 2},
a na ruzné jiné pripady (trénujte to ve Cvicenf 11.4!). Bud’te ale opatrni: neplati nic takového
jako (min; a; < b) < (Vi)(a; < b), tedy mame-li Spatnou kombinaci minim/maxim a nerovnosti,
prevod na LP neni mozny.

Ve zbytku této kapitoly uvedeme nékterd z mnoha pouziti linearntho programovéni.

11.2 Optimalni vyrobni program

Z m druhu surovin vyrabime n druhu vyrobku.

e a;; = mnozstvi suroviny druhu 4 potiebné na vyrobu vyrobku druhu j
e b, = mnozstvi suroviny druhu ¢, které méame k dispozici
e ¢; = zisk z vyrobeni jednoho vyrobku druhu j

e 1; = pocet vyrobenych vyrobki druhu j
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Chceeme zjistit, kolik jakych vyrobku méme vyrobit, aby zisk byl nejvétsi. Tuto tlohu lze for-
malizovat linedrnim programem

max cha:j (11.7a)
j=1

za podm. Zai]-x]- < b, i=1,...,m (11.7b)
=1

x; >0, j=1,....n (11.7¢)

co7 jde kratéeji napsat v maticové formé jako max{c’x|x € R", Ax<b, x >0}.

Piiklad 11.4. Pan u stdnku proddvé lupinky za 120 Ké/kg a hranolky za 76 K¢/kg. Na vyrobu
1kg lupinku se spotiebuje 2kg brambor a 0.4 kg oleje. Na vyrobu 1kg hranolku se spotiebuje
1.5kg brambor a 0.2kg oleje. Je nakoupeno 100kg brambor a 16kg oleje. Brambory staly
12 K¢ /kg, olej 40 K¢ /kg. Kolik mé pén vyrobit lupinku a kolik hranolku, aby co nejvice vydélal?
To lze vyjadrit jako LP
max 1200 + 76h
20 + 1.5h < 100
0.4l + 0.2h < 16
Ibh > 0
Pritom predpoklddame, ze zbytky surovin se po pracovni dobé vyhodi. Pokud se zbytky vyuziji,
tak maximalizujeme (120 — 24 — 16)] + (76 — 18 — 8)h = 801 + 50h.
V obou piipadech je optimalni feseni [ = 20 kg lupinku a h = 40 kg hranolku. O

za podminek

11.3 SméSovaci (vyzivova) tloha
Z n druhu surovin, z nichz kazda je smési m druhu latek, mame namichat kone¢ny produkt o
pozadovaném slozeni tak, aby cena surovin byla minimalni.

e a;; = mnozstvi latky druhu 7 obsazené v jednotkovém mnozstvi suroviny druhu j

e b, = nejmensi pozadované mnozstvi latky druhu ¢ v konetném produktu

e ¢; = jednotkové cena suroviny druhu j

e 1; = mnozstvi suroviny druhu j

Tuto ulohu lze formalizovat linedrnim programem

n

min chxj (11.8a)
j=1

za podm. Zaijxj > b, i=1,....m (11.8b)
j=1

x; >0, j=1,....n (11.8c)

neboli min{c’x|x€R", Ax>b, x>0}.

Piiklad 11.5. Jste kuchaika v menze a chcete uvatit pro studenty co nejlevnéjsi obéd, ve
kterém ovsem kvuli predpisim musi byt dané minimalni mnozstvi zivin (cukru, bilkovin a
vitamint). Obéd varite ze ti{ surovin: brambor, masa a zeleniny. Jsou ddny hodnoty v tabulce:
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na jednotku | na jednotku | na jednotku | min. pozadavek
brambor masa zeleniny na jeden obéd
obsah cukru 2 1 1 8
obsah bilkovin 2 6 1 16
obsah vitaminu 1 3 6 8
cena 25 50 80
Kolik je treba kazdé suroviny na jeden obéd?
Resfme LP
min 250 4+ 50m + 80z
za podminek 2b4+ m+ 2> 8
2b+ 6m+ z>16
b+ 3m+ 62> 8
bym,z > 0
Optimalni feseni je b = 3.2, m = 1.6, z = 0 s hodnotou 160. O

11.4 Dopravni tloha

Mame m skladu a n spotiebitelu.
e a; = mnozstvi ve sklade 7
e b; = mnozstvi zbozi pozadované spotiebitelem j
e ¢;; = cena dopravy jednotky zbozi ze skladu i ke spotfebiteli j
e 1;; = mnozstvi zbozi vezené ze skladu i ke spottebiteli j

Chceme co nejlevnéji rozvézt zbozi ze skladi ke spotiebiteliim. Resenim je linedrni program

min i i CijTij (11.9a)

i=1 j=1
za podm. zn:a:ij = a;, i=1,....m (11.9b)
j=1
ilﬁj:bp ji=1....n (11.9¢)
a0, i=l...mj=1,...n (11.9d)
Ten jde také napsat jako (rozmyslete!)
min{C-X | X e R™" X1=a, XT1=b, X >0}, (11.10)

kde a = (a1,...,am), b = (b1,...,b,), C = [¢;;], C- X znadci skaldrni soucin matic (4.25) a
optimalizujeme pfes matice X = [z;;].

Zadan{ musf{ spliovat Y " a; = Z;L:1 b; (nabidka je rovna poptévce), jinak je tloha ne-
piipustnd. To snadno vidime: soucet levych stran rovnic (11.9b) je roven souctu levych stran
rovnic (11.9¢). Uloha jde modifikovat tak, ze dovolime 7", a; > 351 bj, tedy zbozi na skladech
muze byt vice nez zadaji spotiebitelé. Pak by se omezeni (11.9b) muselo zménit na Z?:l i < ay
(promyslete!).
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11.5 Preurcené linearni soustavy

11.5.1 Vektorové normy

Norma formalizuje pojem ‘délky’ vektoru x. Zname jiz eukleidovskou normu, ale existuji i jiné
normy. Obecné pojem norma definujeme takto: funkee || - [|: R — R se nazyva vektorovd
norma, jestlize splnuje tyto axiomy:
1. Jestlize ||x|| = 0 pak x = 0.
2. |lax|| = |a| [|x]| pro kazdé o € R a x € R™ (norma je kladné homogenni).
3. |Ix+yll <|Ix[| + |lyll pro kazdé x,y € R" (trojihelnikovd nerovnost).
Z axiomu plynou tyto dalsi vlastnosti normy:
e [|0]| = 0, coz plyne z homogenity pro o = 0
e [|x|| > 0 pro kazdé x € R™. To jde odvodit tak, ze v trojihelnikové nerovnosti polozime
y = —Xx, coz da
[[x = x[| = [[0] = 0 < [jx]| + [|=x]| = 2[|x],
kde na pravé strané jsme pouzili homogenitu.

Jednotkova sféra normy je mnozina { x € R" | ||x|| = 1}, tedy vrstevnice normy vysky 1.
Diky homogenité je jednotkova sféra stredové symetrickd a jeji tvar zcela uréuje normu.
Uved'me piiklady norem. Dulezitou skupinou norem jsou p-normy

%[, = (lza]? + -+ + |zn‘p)1/p~

Musi byt p > 1, jinak neplati trojuhelnikova nerovnost. Nejcastéji narazite na:
e |x|l; = |x1| + - - + |z,|. Nekdy se ji tiké manhattanskd norma, protoze v systému pravo-
thlych ulic je vzdalenost mezi body x a y rovna ||x — y||1.

o |Ix[l2 = /22 + -+ 22 = VxTx. Je to eukleidovskd norma.

o [|X|l0o = lim, o0 ||X|l, = max{|a1], ..., |x,|} (spoctéte limitu ve Cviceni 11.12!). Nekdy se
ji 1ik& CebySevova norma nebo max-norma.

Jednotkové sféry téchto norem v R? vypadaji takto:

S O
N

fIx[loc =1

[[x[lh =1 [[x/l2 =1

Vsimnéte si, Ze pro n = 1 se p-norma pro libovolné p > 1 redukuje na absolutni hodnotu |x|.
Existuji ovSem i normy, které nejsou p-normy, napft.

o [|x|| = 2|z1| + /73 + 23 + max{]|xy|,

e Je-li ||x[| norma a A matice s linedrné nezavislyi sloupci, je také ||Ax|| norma.

} je norma na R5.

Ts5
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11.5.2 Prtiblizné feSeni pieurcenych linedrnich soustav

Meéjme preurcenou linedrni soustavu Ax = b, kde A € R™*™ a 0 # b € R™. Nalezeni jejiho
priblizného feseni formulujme jako ilohu

in ||[Ax — b||,. 11.11
min [Ax — b, (11.11)
Uvazujme tii piipady:
e Pro p = oo hledame takové x, které minimalizuje vyraz

[Ax — b||s :Ir_lmalx|aiTx—bi|, (11.12)
i

tedy minimalizuje maximalni residuum. Toto feseni je zndmé pod nédzvem minimazni nebo
Cebysevovo. Podle §11.1.1 je tato tloha ekvivalentni linedrnimu programu

min z
. 11.13¢
zapodm. —z<alx—b<z i=1,...,m ( 2)

coz lze napsat kratéeji v maticové forme

min{z|xeR", zeR, —21 <Ax—b<:z1}. (11.13b)

e Pro p = 2 dostaneme feSeni ve smyslu nejmensich ¢tvercu, které jsme odvodili v §5.1.

e Pro p = 1 hleddame takové x, které minimalizuje vyraz

m
A% ~ by = Jalx ~ b, (11.14)
i=1
kde ay,...,a, jsou radky matice A. Uloha je ekvivalentni linedrnimu programu
min 2y + -+ 2
] (11.15a)
zapodm. —z <alx —b <z, i=1,...,m
neboli
min{17z [x eR", z€ R™, -z< Ax—-b <z} (11.15Db)

11.5.3 Linearni regrese
Vrat'me se k linedrni regresi z §5.1.3 (znovu prectéte!). Funkéni zavislost ptiblizné popsanou
namérenymi dvojicemi (z;,y;), i = 1,...,m, jsme aproximovali regresn{ funkef

f(@,0) = 01p1(2) + - + Onpn(2) = (2)"0,

kde parametry 6 jsou takové, aby y; ~ f(x;, @) pro véechna i. Pfiblizné rovnosti ~ jsme chépali
ve smyslu nejmensich ¢tvercu, tedy hledali jsme takové @ které minimalizovalo funkci

m

> i — f(2:1,0))* = |ly — A8, (11.16)

i=1
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kde y = (y1,...,Ym) a prvky matice A jsou a;; = @;(x;). Tedy Fesime tlohu (11.11) pro p = 2.
Muzeme ale pouzit i jiné normy nez eukleidovskou. Pro p = 1 minimalizujeme

D lyi— fx:,0)] = [y — A6, (11.17)
i=1

a pro p = oo minimalizujeme
wiax [y — f(2:,0)| = [y — A6 . (11.18)

Déle ukdzeme, k ¢emu to muze byt dobré.
Regrese ve smyslu oco-normy je vhodna napf. pii aproximaci funkei.

Piiklad 11.6. Na pocitaci bez matematického koprocesoru pottebujeme mnohokrat vyhodno-
covat funkei sinus na intervalu [0, 7]. Protoze vipocet hodnot této funkee by trval piilis dlouho,
chceme ji aproximovat polynomem tietiho stupné 6, + fsz + 032 + 042>, jehoz hodnoty se spo-
¢itaji rychleji. Spocitejme hodnoty y; = sinz; funkce v dostatecném poctu bodu z; = % pro
i=1,...,m. Koeficienty polynomu hleddme minimalizaci Cebysevova kritéria (11.18), nebot’
to nam da zaruku, ze chyba aproximace nikde nepfesahne hodnotu, ktera je nejmensi mozna
pro dany stupen polynomu. O

Regrese ve smyslu 1-normy je uzitecna tehdy, kdyz je mala ¢ast hodnot y; naméfena uplné
chybné (napf. se nékdo pii zapisovani vysledku métent spletl v desetinné ¢drce). Takovym hod-
notdm se 1iké vychylené hodnoty (outliers). Disciplina zabyvajici se modelovdnim funkénich
zavislost{ za pritomnosti vychylenych hodnot se nazyva robustni regrese. V tomto piipadé
feSen{ ve smyslu nejmensich ¢tverci nenf vhodné (nenf robustn{’), protoze i jediny vychyleny
bod velmi ovlivni feseni. Regrese ve smyslu 1-normy je vuci vychylenym bodum odolnéjsi.

Ukéazeme to na velmi jednoduchém piipadu regrese: odhadu hodnoty jediného ¢isla ze sou-
boru jeho neptesnych méteni. To je vlastné polynomidlni regrese polynomem nultého stupné
f(x,0) = 0, tj. konstantni funkei (viz Priklad 5.4). Pro dand ¢isla y = (y1,...,yn) € R™
hleddme 6 € R minimalizujici vyraz

Iy = 10, = 192 = 0. - s — )l (11.19)

e Pro p = co minimalizujeme max [y; — 6. Resenim je § = 1 (min}", y; + max, y;), tedy
bod v poloviné mezi krajnimi body.

e Pro p = 2 minimalizujeme
(viz Priklad 5.4).

e Pro p = 1 minimalizujeme S°7, |y; — 6]|. Refenim je medidn z cisel yi, ..., ym (viz Cvi-
¢eni 11.7). Medidn se vypocte tak, ze sefadime ¢isla yy, . . ., ¥, podle velikosti a vezmeme
prostredni z nich. Pokud je m sudé, mame dva ‘prostiedni prvky’ a v tom piipadé funkce f
nabyvéa minima v jejich libovolné konvexni kombinaci. Je pak tizus definovat medidn jako
aritmeticky prumeér prostiednich prvku.

S (y; — 0)2. Resenfm je aritmeticky primér, 6 = LS i

Predpokladejme nyni, ze jedno z &isel, napft. yi, se zvétsuje. V tom piipadé se feSeni 6
pro ruzna p budou chovat ruzné. Napr. aritmeticky prumeér se bude zvétSovat, a to tak, ze
zvetsovanim hodnoty y; dosahneme [libovolné velké hodnoty 6. Pro medidn to ovSem neplati
— zvétsovanim jediného bodu y; ovlivnime € jen natolik, nakolik to zméni poradi bodu. Jeho
libovolnym zvétsovanim nedosdhneme libovolné velké hodnoty 6.
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Piiklad 11.7. Suplérou zméifme primér ocelové kulicky v nékolika mistech, dostaneme hod-
noty y; = 1.02, yo = 1.04, y3 = 0.99, y4 = 2.03 (cm). Pti poslednim méfeni jsme se na stupnici
prehlédli, proto je posledni hodnota tiplné spatné. Z téchto méfeni chceme odhadnout skutecny
prumér. Mame

m

1, m m 1 m
5( nin y; +I£1:alxyz) = 1.51, - ;yi =1.27, m(?g%anzi = 1.03.

Je zjevné, ze median je neovlivnén vychylenym bodem, zatimco ostatni odhady ano. |

bustnost reseni ve smyslu 1-normy takto jednoduse formélné ukdzat a analyza je obtiznéjsi.
Vysledek ale bude podobny: feSeni ve smyslu 1-normy je méné citlivé na vychylené body nez
feSeni ve smyslu 2-normy.

11.6 Celociselné linearni programovani, LP relaxace

Celociselné linedrni programovani (angl. integer linear programming, ILP) se lis{ od line-
arntho programovani dodatetnym omezenim, ze proménné musi nabyvat pouze celo¢iselnych
hodnot. Nejcastéji pouzivané jsou bindrni proménné, které mohou nabyvat jen dvou hodnot 0
a 1. ILP s bindrnimi proménnymi je tedy uloha

min{ ¢"x | x € {0,1}", Ax>b}. (11.20)

Mnozina ptipustnych feseni této tilohy obsahuje konecény (avsak obvykle obrovsky) pocet izolo-
vanych bodu, jednd se o typickou dlohu kombinatorické optimalizace (viz §1.2). Zatimco vyfesit
oby¢ejny linedrni program je relativné snadné (LP je feSitelné v polynomidlnim case), vyTesit
ILP je obecné nesmirné obt{zné (ILP je tzv. NP-té#ké?).

Mohli bychom zkusit tlohu (11.20) jednoduse nahradit linedrnim programem

min{ ¢’x | x € [0,1]", Ax >b}. (11.21)

To je opravdu linedrni program, protoze omezeni x € [0,1]" lze napsat jako 0 < z; < 1
(i=1,...,n), coz jsou linearni nerovnosti. Uloze (11.21) se fiké LP relaxace (angl. relazation
znamend uvolnéni, mysleno jako ‘uvolnéni’ omezeni) tlohy (11.20). LP relaxace je tedy nahra-
zeni (tézké) dlohy ILP (snadnou) dlohou LP, ve které jsme vypustili omezeni na celociselnost
proménnych.

Mohli bychom si myslet, ze kdyz optimdlni feseni x € [0, 1]" LP relaxace (11.21) néjak 8i-
kovné zaokrouhlime na celociselny vektor x” € {0, 1}", dostaneme TeSeni (nebo aspoi piiblizné
feseni) ulohy (11.20). To ale bohuzel obecné neplati. Zaokrouhleni totiz muze znicit pripust-
nost, tedy zaokrouhlené proménné x’ nemusi splnovat podminky Ax’ > b. I to nejsikovnéjsi
zaokrouhleni ndm nepomuze, nebot’ uz jen odpovédét na otdzku, zda tloha (11.20) je piipustna
(tedy zda existuje alespon jedno x € {0,1}" spliujici Ax > b), je obecné stejné tézké jako

5Tento pojem patif do teorie sloZitosti algoritmai, kterou jste jesté nebrali. Zde jen Fekneme, Ze pro NP-tézkou
tlohu je velmi mald nadéje, ze bude nékdy nalezen algoritmus, ktery by ji Fesil v polynomidlnim ¢ase. Algoritmus
fesi tlohu (11.20) v polynomidlnim case, jestlize existuje polynom p takovy, ze algoritmus pro kazdou trojici
(A, b, c) vyresi tlohu v ¢ase mensim nez p(L), kde L je pocet bitu potiebnych k zdpisu vSech prvku matic
A, b, c v bindrnim kédu.
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najit optimalni feseni tlohy (11.20). I kdybychom vsak méli stésti a zaokrouhleny vektor x’
byl pifpustny, hodnota ¢’x’ ticelové funkce mize byt obecné libovolné daleko od optimdlni
hodnoty tlohy (11.20).

Jediny vztah, ktery obecné plati mezi optiméalnim feSenim puvodni a relaxované ulohy, je
tento: optimalni hodnota relaxované tilohy neni vétsi nez optimélni hodnota puvodni tlohy,

min{c’x | x € [0,1]", Ax >b} < min{c’x|x€{0,1}", Ax>b}. (11.22)
To proto, ze v relaxované tiloze minimalizujeme ptes véts7 mnozinu nez v puvodni tloze:
{xe€[0,1]]"|Ax>Db} D {xe€{0,1}"|Ax>Db}.

Pro nékteré konkrétni kombinatorické problémy vsak je situace ptiznivéjsi, napi. LP relaxace
fesf puvodni dlohu vzdy presné (tedy nerovnost (11.22) plati s rovnost{), nebo dovoluje sestrojit
jejl piiblizné teseni se zérukou presnosti (ddle uvedeme piiklady). I kdyz toto Stésti nemédme,
dolni mez je ¢asto velmi uzitecna pii hledani presného nebo piiblizného feseni 1lohy néjakym
jinym zpusobem (napf. metodou vétvi a mezi nebo metodou seéngch nadrovin).

11.6.1 Nejlepsi ptrirazeni

V ptifazovaci dloze (assignment problem, téz zndm jako bipartitni pdrovdni) jsou dana ¢isla ¢;;
pro i,j € {1,...,n} a cilem je najit bijektivni zobrazeni m: {1,...,n} — {1,...,n} (tedy
permutaci mnoziny {1,...,n}), kterd maximalizuje soucet Y 1" | ¢; »(7)-

Kazdé dvojici 4,5 € {1,...,n} prifad'me bindrni proménnou z;; € {0,1}. Tyto proménné
reprezentuji permutaci 7 tak, ze z;; = 1 prave kdyz (i) = j. Protoze 7 prifazuje kazdému i
pravé jedno j, musi byt mezi proménnymi x;q, ..., Z;, pravé jedna rovna 1. To zapiSeme jako
Z;;l z;; = 1. Protoze m je bijekce, kazdy obraz m m4 prave jeden vzor, tedy > i, z;; = 1. Nyn{
tlohu muzeme psat jako ILP

n n
min E E CijTij

(11.23a)
i=1 j=1
za podm. injzl, i=1,...,n (11.23b)
j=1
n
dowy =1, J=1...n (11.23c)
=1
v €{0,1},  ij=1,....n (11.23d)

LP relaxaci ulohy (11.23) ziskdme nahrazenim omezeni z;; € {0,1} omezenimi 0 < z;; < 1.
Vlastné staci jen x;; > 0, nebot’ (11.23b) a x;; > 0 implikuje z;; < 1. Takze LP relaxace je
specidlni piipad dopravniho problému (11.9).

Pro tuto ilohu mame stésti, protoze plati toto (dukaz neuvadime, neni kratky):

Véta 11.1. Uloha (11.23) m4 stejnou optimalni hodnotu jako jeji LP relaxace a mezi optimal-
nimi fesenimi LP relaxace je aspoii jedno celociselné.

Vyslovme tuto vétu trochu jinak. Zapisme vSechny proménné xz;; do matice X velikosti n x n.
Ucelova funkce (11.23a) je linedrni funkce matice X (jde psat jako C - X, viz §4.7). Pripustna
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fesen{ tlohy (11.23) jsou vSechny matice, které maji v kazdém réddku a kazdém sloupci prave
jednu jednicku. To jsou permutacni matice (viz Ptiklad 4.6). Piipustnd feSeni LP relaxace jsou
matice s nezdpornymi prvky, ve kterych soucet prvku v kazdém fddku a v kazdém sloupci
je roven 1. Takové matice se nazyvaji dvojité stochastické matice. Takze Véta 11.1 1ika, ze
minimum linedrni funkce na mnoziné permutacnich matic je rovno minimu této linedrni funkce
na mnoziné dvojité stochastickych matic. To je klasicky vysledek Birkhoffa a von Neumanna.

11.6.2 Nejmensi vrcholové pokryti

Vrcholové pokryti neorientovaného grafu (V. E) je podmnozina X C V' vrcholu takovd, ze
kazda hrana mé alespon jeden vrchol v X. V tiloze na nejmensi vcholové pokryti hleddme pro
dany graf vrcholové pokryti s nejmensim poctem vrcholu. Je to jedna z klasickych NP-tézkych
tloh kombinatorické optimalizace.

Kazdému vrcholu ¢ € V prifad'me proménnou z; € {0,1} s timto vyznamem: x; = 1 kdyz
ieXax;=0kdyzi¢ X. Ulohu miizeme formulovat jako ILP

min le (11.24a)

i€V
za podm. x; +x; > 1, {i,j} e E (11.24Db)
x; € {0,1}, eV (11.24c)

Oznacime-li incidencni matici grafu (V, E) jako A € {0,1}*™ kde n = |V| je pocet vrcholu a
m = |E| je pocet hran, tilohu (11.24) muzeme zapsat také jako

min{1”7x | x € {0,1}", ATx >1}. (11.25)
LP relaxace ulohy je linedrni program
min Z 7 (11.26a)
eV
za podm. x; +x; > 1, {i,j} e E (11.26Db)
0<z <1, eV (11.26¢)

tedy v tloze (11.24) jsme nahradili omezeni z; € {0, 1} omezenimi x; € [0, 1] neboli 0 < z; < 1.
Necht’ x je optimdlni fesen{ relaxované tilohy (11.26). Zaokrouhleme to Feseni nahoru, tedy
polozme T; = [z;]. Vektor X je o¢ividné piipustny pro tlohu (11.24). Plat{ toto:

Véta 11.2. Pro kazdy problém minimalniho vrcholového pokryti je hodnota ).\, T; nejvyse
dvakrét vétsi nez optimdlni hodnota puvodni tilohy (11.24).

Diikaz. Pro kazdé ¢islo x > 0 plati [2] < 2z. Tedy &; < 2z;. Dle (11.22) je OPTpp < OPTyp,
kde OPTLp a OPTypp oznacuje optimalni hodnotu tlohy (11.26) a (11.24). Dédno dohromady,

> &<y 22;,=2-OPTyp <2 OPTyp.
ieV i€V |

Piiklad 11.8. Necht' V = {1,2,3} a F = {{1,2},{1,3},{2,3}}, tedy (V. E) je tplny graf se
tiemi vrcholy. Uloha (11.24) m4 tfi optiméln{ feseni x = (1,1,0), x = (1,0,1) a x = (0,1, 1),
odpovidajici minimdlnim pokrytim X = {1,2}, X = {1,3} a X = {2,3}. Optiméln{ hodnota
ulohy je 2. LP relaxace (11.26) m4 jediné optimdaln{ feseni x = (%, %, 3) s optimalni hodnotou %,
coz je ve shodé s nerovnosti (11.22). Nahoru zaokrouhlené feseni je X = (1,1,1) s optimdln{
hodnotou 3, coz je ve shodé s Vétou 11.2. O

-
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11.6.3 Nejvétsi nezavisla mnozina

Podmnozina vrcholi X C V neorientovaného grafu (V, E) se nazyva nezavisld, kdyz zadné
dva vrcholy z X nejsou spojeny hranou. V tloze na nejvétsi nezavislou mnozinu hleddme
pro dany graf nezavislou mnozinu s nejvétsim poétem vrcholu.

Formulace této tdlohy pomoci ILP je velmi podobné (11.24):

max Zml (11.27a)

iV
za podm. x; +x; <1, {i.j}tel (11.27Db)
2, €{0,1}, i€V (11.27¢)

V LP relaxaci opét nahradime podminky z; € {0, 1} nerovnostmi 0 < z; < 1.

Ukazeme, ze tato LP relaxace neni ptilis uzitecna. LP relaxace mé vzdy piipustné fesSeni,
ve kterém z; = § pro vechna i € V. Tomu odpovidd hodnota ucelové funkce Y, z; = |V|/2.
Tedy optimdln{ hodnota LP relaxace nemuze byt mensi nez |V|/2. Bohuzel, optiméln{ hodnota
puvodni tlohy (11.27) muze libovolné krat mensi nez |V|/2. Napt. pro kazdy uplny graf je
velikost nejvétsi nezdvislé mnoziny 1 (protoze kazdé dva vrcholy jsou spojeny hranou).

Mohli bychom doufat, ze sikovnym zaokrouhlenim optimalniho feSeni relaxované tlohy zis-
kame analogii Véty 11.2. To je ale nemozné: je znamo, ze problém nejvétsi nezavislé mnoziny
nelze aproximovat s jakoukoliv konstantni (tj. nezdvislou na velikosti grafu) zarukou (je tzv.
APX-tezky).

11.7 Cviceni

11.1. Najdéte graficky mnozinu optimalnich feseni tlohy

min ¢z + oy + c3x3

za podm. z1 + x5 >1
xry + 21‘2 S 3
Ty + X9 S 10
Ty, 29,23 > 0

pro ndsledujici piipady: (a) ¢ = (—1,0,1), (b) ¢ =(0,1,0), (¢) ¢ = (0,0, —1).

11.2. Nésledujici tlohy nejprve preved'te na rovnicovy tvar (tj. tvar s nezdpornymi promén-
nymi a omezenimi typu linedrni rovnice, viz §11.1). Potom je preved’te do maticové formy
min{rfu |Pu=q, u> 0} (vysledkem tedy budou u, P,q,r).

a) min 21 —3x3 + x4
za podminek  x; — 2z — 13 >0
—x1 + 239 — 323 <5
2$1—I2—I3+21‘4:6

T1,To, 3,4 > 0
b) linedrni program (11.9)
¢) linedrni program (11.13)
d) linedrni program (11.15)
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11.3. Vyfeste uvahou tyto jednoduché linedrni programy a napiste (jednoduchy) vyraz pro op-

timdln{ hodnotu. Odpovédi dokazte. Vektor ¢ € R™ a ¢islo k € {1,...,n} jsou dédny.
a) max{c/x|[xeR", 0<x<1}

) max{c'x|x€R", -1 <x<1}

) max{c’x|x€R", x>0, 17x=1}

) max{cx|xeR", x>0, 1Tx<1}

) max{c"x|x€eR", -1 <17x <1}

f) max{c’x |x€R", x>0, 1Tx=Fk}

) max{cTx |[xeR*, 0<x<1, 1Tx=Fk}

) max{cTx |x€eR", 0<x<1, 1Tx <k}

) max{cIx |[xeR", 0<z3 <ay<---<z2,<1}

J) () max{c™x |x,y eR", —y<x<y, 1Ty =k y<1}

11.4. Pokuste se tlohy transformovat na LP. Pokud to nedokédzete, vysvétlete proc.

a) min{ |z1| + |zo| | x1,220 ER, 227 — w9 > 1, —z1 + 229 > 1}
) max{ |z1 — |+ +|xn — el |21, 20 ER, gy + -+ apxy, 2 b}
) max{cTx |x € R", Ax=b, [dTx| <1, x>0}

d) mingegn S, maxi (ehx + dy)
) mingern Y1y f(alx — b;), kde funkee f je definovana obrdzkem

- 1 3
f) min{ |[Ax —b||; | x € R", ||x|lcc <1}
) min{ [|x|; [ x € R", Ax=b}

) min{[[x[l; [ x € R", [[AXx —b[[oc <1}
Ax — b1 + [x[|)

g
h

1) mingegn(

11.5. Mame algoritmus (Cernou skifitku) na reseni LP, kterou muzeme zavolat i vicekrat. S
pomoci tohoto algoritmu vyteste tlohu max{ |cfx| | Ax =b, x > 0}.

11.6. Dokazte nebo vyvrat'te nésledujici rovnosti. Zde ¢ € R™ a A € R™*" jsou dany, | - || je
libovolna norma, a optimalizuje se pfes proménné x € R™.
a) max{cTx | x € R", ||x|| =1} =max{cTx|xeR", |x]| <1}
b) min{cTx |x € R, ||x||=1} =min{cTx |x e R", |x|| <1}
c) max{ |Ax| |x € R", [x|| =1} = max{|Ax|| |x € R", ||x[| < 1}
11.7. Dokazte, ze minimum funkee f(z) = >, |z — y;| se nabyvd v medidnu &fsel yy, ..., Y.

11.8. Uvazujme Piiklad 11.4 takto pozménény: pan ma pomocnika, kterému plati 10 Ké za
kazdy kg vyrobeného zbozi (je jedno, zda to jsou lupinky nebo hranolky). Ovsem pokud
se toho vyrobi hodné, chce pomocnik vétsi plat, protoze musi zustat prescas. Tak za kazdy
kg nad 20kg vyrobeného zbozi si neché priplatit dalsich 10 K¢, a za kazdy kg nad 30kg

130



11.9.

11.10.

11.11.

vyrobeného zbozi si nechd priplatit dalsich 20 K¢ (tedy za kazdy kg nad 30kg vyrobeného
zbozi dostane 10 + 10 4+ 20 = 40 K¢). Kolik md pdn vyrobit lupinku a hranolku, aby mél
co nejvetsi denni zisk (tj. trzbu z prodeje minus plat pomocnikovi)? Zformulujte jako LP.

Armédda mé ve dvou skladech uskladnéno 6 a 5 tun stfeliva. Stfelivo je nutno ptrepravit
ke ttem stielnicim s pozadavky 3, 2 a 2 tuny streliva. Kvuli minimalizaci rizika je nutné
minimalizovat maximalni mnozstvi streliva, které se veze po kterékoliv cesté od skladu ke
stfelnici. Formulujte jako linearni program.

Mame kladku s provazem, jehoz oba konce
kon¢i hakem. Na levém hdéku visi n zdvazi na
provéazcich, pficemz i-té zavazi ma tthu m; a
jeho vyska nad zemi je d;, pro i = 1,...,n.
Na pravém héku visi n’ zdvazi na provazcich,
pricemz i-té zédvazi ma tihu m} a jeho vyska
nad zemfi je dj, proi =1,...,n". Vysky d; a d;
se méri v poloze, kdy jsou oba hdky ve stejné
vysce nad zemi. Kladka se pohybuje bez tfeni,
provéazky a haky maji nulovou hmotnost. Ob-
réazek ukazuje priklad pron =3, n’ = 2.

Soustava ma jediny stupen volnosti dany ota-
cenim kladky. Ozna¢me jako z vysku levého
haku nad bodem, kdy jsou oba haky ve stejné

vysce — tedy pro x = 0 jsou oba haky ve stejné m}

vysce a pro z > 0 bude levy hék o 2z vySe nez s mh
pravy hak. V zavislosti na x kazdé zavazi bud’ ’

visi nad zemi (pak je jeho potencidlni energie a

rovna m; krat vyska nad zemi) nebo lez na
zemi (pak je jeho potencidlni energie nulova).
Soustava bude v rovnovaze pii minimdlni cel-
kové potencialni energii.

d Mo ds3 A

a) Napiste vzorec pro celkovou potencidlni energii soustavy jako funkei .
b) Formulujte hleddn{ minima potencidlni energie soustavy jako linedrn{ program.

Veverka pred zimou potiebuje prerovnat zasoby orisku. Stavajici zasoby ma v m jamkach,
pficemz i-t4 jamka mé soufadnice p; € R? a je v ni a; ofiski. Potiebuje je pienosit do
n novych pripravenych jamek, piicemz j-td4 jamka mé soufadnice q; € R? a na konci v
ni bude y; ofiskii. Veverka unese najednou jen jeden ofisek. Necht’ z;; oznacuje celkovy
pocet offskl prenesenych ze staré jamky ¢ do nové jamky j. Uvazujte dveé tlohy:

a) Cisla y; jsou ddna. Hledaji se takova cisla x;;, aby veverka vykonala co nejméné préce,
kde prace na preneseni jednoho ofisku je piimo imérnd vzdélenosti (vzdusnou ¢arou).
Béh bez orisku se za praci nepovazuje.

b) Hledajf se ¢isla x;; a y; tak, aby veverka vykonala co nejméné prace a navic byly v
novych jamkach ofisky rozlozeny co nejrovnomeérnéji, ¢imz minimalizuje skodu zpu-
sobenou pifpadnou krddezi. Presnéji, aby rozdil mezi nejvétsim a nejmensim z cisel y;
byl mensi nez dané ¢éislo ¢ .
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Formulujte obé tlohy jako LP. Predpoklddejte, ze pocty ofisku jsou nezdpornd realna éisla,
ac ve skutecnosti mohou byt pouze nezapornd celd cisla.

11.12.
11.13.

Spoététe limitu limy, oo %[, = My oo (|72]? + - - - + [2,[7) V7.
S a,} a{by,...,b,} bodi z RY Najdéte

a) nadrovinu prochézejici poc¢dtkem (tj. linedrni podprostor dimenze d — 1),

Mdme dvé konetné mnoziny {ay, ..

b) nadrovinu (tj. afinni podprostor dimenze d — 1),
kterd mnoziny oddéluje (tedy vSechny body z prvni mnoziny jsou na jeji jedné strané a
vdechny body z druhé mnoziny jsou na jeji druhé strané).

11.14. Rozhodnéte (a odpoved’ dokazte), pro jakd n je nésledujici funkce f: R™ — R norma:

a) f(x)=|max{z,...,x,}|

b) f(x) = lIx[ls + [Ix]l2
(x) Najdéte co nejjednodussi algoritmus, ktery spocte minimum funkce a?’ Xb na mnoziné
dvojité stochastickych matic X, kde a, b jsou dané vektory.

11.15.

Napovéda a reSeni

11.2.b) Uloha u# je v rovnicovém tvaru, takze v prvnim kroku nemusime délat nic. Uloha jde napsat
v maticovém tvaru (11.10), to ale neni pozadovany tvar, protoze proménné jsou soustiedéné do
matice X a nikoliv do vektoru. Pozadovany tvar ziskdme volbou

L, - I
X1 rTTL‘ " C1
lm a
u=|: | eR™, P= € RUmtm)x(mn) g — b ER™", r= cRrR™
Xn 1T Cp
m,
kde x1, ..., %, jsou sloupce matice X = [z;] a c1,..., ¢, jsou sloupce matice C = [¢;;].

11.3.2) max{c’x|0<x <1} =" max{0,¢}, tedy optimaln{ hodnota je soucet kladnych é&isel c;.
Pro dukaz si sta¢i uvédomit, ze optimum se nabyva pro vektor x takovy, ze z; = 0 pro ¢; < 0 a
x; = 1 pro ¢; > 0 (pro ¢; = 0 je x; libovolné). Kdyby to tak totiz nebylo, mohli bychom ¢islo ¢”'x
zvetsit zmensenim néjakého x; pro ¢; < 0 nebo zvétsenim pro ¢; > 0.

11.3.b) >, |ci|l. Dokéze se podobné.

11.3.c) max} , ¢;

11.3.d) max?; max{0,¢;} = max{0, max!_; ¢; }

11.3.e) Kdyz ¢; = a pro kazdé i (tj. vSechna ¢; jsou stejnd), tak optiméln{ hodnota je |a|. Jinak je tdloha
neomezena.

11.3.i) Népovéda: substituujte y; = z; — x;-1

11.4.a) min{z + 22 | ®1,22,21,22 € R, 201 — 29 > 1, —x1 + 229 > 1, 21 < 21, 22 < 29, —21 <
21, —r2 < 29}

11.4.b) Nejde.

11.4.c) max{c’x|Ax=b, dTx <1, -dTx<1, x>0}

11.4.d) min{ 17z | ¢}y x+dy < 2 (Vk,1), —chx—dy < 2z (Vk,1), x € R", z € R} (analogické §11.1.1)
11.4.1) min{sz|X€]R", zeR", —z<Ax-b<z -1<x<1}

11.44) min{1Ty +2 | x€R", y € R™ 2 €R, —z2< Ax—-b<z —21<x<z21}
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11.5. Postupem uvedenym v §11.1 nedokazeme pievést na jedinou tilohu LP. Ale lze vyfesit vypoctenim
dvou tloh LP: optimdlni hodnota je max{A, —B}, kde A = max{c’x | Ax =b, x > 0} a
B=min{c'x|Ax=b, x>0}.

11.6. Inspirujte se ivahou v §11.1.1.

11.7. Funkce f je po ¢astech afinni, je tedy diferencovatelnd vsude kromé bodu y;. Serad’te si ¢isla
Y1, - -+, Ym a najdéte hodnotu derivace funkce f pro kazdy interval (y;—1,y;). Z toho usud’te, kde
je funkee klesajici/rostouci/konstantni a kde nabyvé minimum.

11.8. Stejnd tloha jako v Pifkladu 11.4, jen tcelovd funkce se zméni na 1200 + 761 — f(I + h) kde
f(t) = max{ 10¢, 200 4 20(¢ — 20), 400 + 40(¢ — 30) }. To prevedeme na LP dle §11.1.1.

11.9. Necht’ x;; oznacuje mnozstvi stfeliva vezeného od skladu 7 do stfelnice j. Minimalizujeme funkci
max{x11, 12, T13, T21, T22, T23 } za podminek z11+x12+213 < 6, vo1 + T2+ x93 < 5, 211 +21 = 3,
T19 + Too = 2, 113 + To3 = 2, a x11, X192, 13, Ta1, T2, T3 > 0. To prevedeme na LP dle §11.1.1.

11.10.a) E(x) =", m; max(d; + z,0) + Z:il m); max(d; — z,0)

11.10.b) min{ Y7 | m;z; + 21";1 mizl | @, 2,2 €R, 2 >di+x, 2L >d—x, % >0, 2. >0}

11.12. Staéf spocitat limy,_,eo(zh 4 - + 2P pro xy,..., &, > 0. Oznacte a = max{xy,...,z,} a piste
limy oo (2] + -+ + 2P)VP = alimy oo ((21/a)P + - - + (2n/a)P)/P. Zbytek je snad jasny.

11.13.a) Viz Priklad ?7?.

11.15. Dle Véty 11.1 se optimélni hodnota tlohy nezméni, kdyz budeme minimalizovat pfes permutacni
matice. Tedy hleddme minimum funkce ), a;b. ;) pres véechny permutace .

133

Kapitola 12

Konvexni mnoziny a mnohostény

12.1 Konvexni mnoziny
Mnozina X C R" se nazyva konvexni, jestlize
xeX,yeX, 0<a<l = (I-a)x+ayeclX. (12.1)

Mnozina { (1 —a)x+ay | 0 < a < 1} je usecka spojujici body x a y (viz Piiklad 3.6). Definice
tedy ik, ze mnozina je konvexni, jestlize s kazdymi dvéma body obsahuje i tsecku, ktera je
spojuje. Obrazek ukazuje pifklad konvexni a nekonvexnf mnoziny v R2:

Konvexni kombinace vektoru xi,...,x; € R” je jejich linedrni kombinace ayx; + - -+ +
apXy takova, ze ag + -+ o =1laaq,...,a, > 0. Lze dokdzat, ze mnozina je konvexni prave
tehdy, kdyz je uzaviend vuci konvexnim kombinacim (neboli kazd4 konvexni kombinace vektoru
z mnoziny lezi v mnozing). Vsimnéte si, ze (1 — a)x +ay pro 0 < a < 1 je konvexn{ kombinaci
dvou vektoru x,y, nebot’ (1 —a)+a=1,1—a>0,a > 0.

Konvexni obal vektoru xy, ..., x; je mnozina vsech jejich konvexnich kombinaci, zna¢ime

conv{xy, ..., x5t ={ouxi + - +auxp |lar+-+ap=1, a,...,a, >0} (12.2)

Jak ale definovat konvexni{ obal mnoziny s nekonecngm poctem prvkia (napf. na pravém ob-
rdzku vyse)? Nelze pouzit definice (12.2), nebot’ nen{ jasné, co znamend soucet ayxy+- - -+ Xy
pro nekonecny pocet vektoru. Konvexni obal mnoziny X C R™ (konetné ¢i nekonecné) defi-
nujeme jako prunik vSech konvexnich mnozin, které mnozinu X obsahuji. Znac¢ime jej conv X.

Obrazek ukazuje konvexni obal kone¢né (vlevo) a nekoneéné (vpravo) mnoziny pro n = 2:

X2

X1
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Véta 12.1. Prunik (konecné ¢i nekonecné mnoha) konvexnich mnozin je konvexni mnozina.

Dikaz. Staci dokdzat pro dvé mnoziny, pro vice mnozin véta plyne z asociativity operace prunik.
Necht” X, Y C R" jsou konvexni. Necht’ x,y € X NY, tedy x,y € X ax,y € Y. Proto pro
0<a<ljebod (1—-a)x+aytaké v X 1Y, tedy jev X NY. O

Sjednoceni konvexnich mnozin ale nemusi byt konvexni mnozina.

12.2 Cty#i druhy kombinace vektorii

Konvexni kombinace je linedrni kombinace, jejiz koeficienty spliuji omezeni oy + -+ 4+ ap = 1
aaq,...,ax > 0. Vsimnéte si, ze kdyz vynechame druhé omezeni, dostaneme afinni kombinaci
(viz §3.3). Podle toho, které ze dvou omezeni vyzadujeme, dostaneme ¢tytri druhy kombinaci.
Udélejme si v nich nyni poradek.

Viézeny soucet ayx; + - -+ + agx; vektoru xy, ..., X, € R” se nazyva jejich
linedrni kombinace, jestlize «y,...,a € R.
afinni kombinace, jestlize ai,...,ap €R, a;+---+ap=1.
nezaporna kombinace, jestlize «y,...,a; € R, g,y .., 0 > 0.
konvexni kombinace, jestlize aq,...,0, €R, oy +---+ar=1, ai, ..., >0.

Mnozina, kterd je uzaviena vuci

linedrnim kombinacim, se nazyva linedrni podprostor.
afinnim kombinacim, se nazyva afinni podprostor.
nezapornym kombinacim, se nazyvd konvexni kuzel.
konvexnim kombinacim, se nazyva konvexni mnozina.

K tomu, co jiz znate, ptibyl pojem nezaporné kombinace a konvexniho kuzelu.

Linedrni [afinni, nezdporny, konvexni] obal vektoru xy,...,x; je mnozina vsech jejich li-
nedrnich [afinnich, nezdpornych, konvexnich] kombinaci. Obecnéji, linedrn{ [afinni, nezdporny,
konvexni] obal (konecné ¢i nekoneéné) mnoziny X C R™ je prunik vSech linedrnich podprostora
[afinnich podprostortu, konvexnich kuzelu, konvexnich mnozin] obsahujici mnozinu X.

Piiklad 12.1. Méjme tii body v R?, které nelez{ v jedné roviné s pocatkem. Jejich linedrn{
obal je celé R3. Jejich afinni obal je rovina jimi prochdzejici. Jejich nezaporny obal je nekoneény
trojboky hranol, jehoz vrchol je v pocatku a jehoz hrany jsou tii polopiimky uréené pocatkem
a danymi body. Jejich konvexni obal je trojihelnik jimi urceny. O

12.3 Konvexni mnohostény

Zopakujme (viz §3.3), ze nadrovina v R™ je afinni podprostor dimenze n—1. Je to tedy mnozina
{xecR"|aTx =1}, (12.3)

kde a € R" (a # 0) je normdla nadroviny a b € R. Uzavieny' poloprostor (ddle jen
poloprostor) je mnozina
{xeR"|a"x>b}. (12.4)

Hranice (viz §8.9) poloprostoru je nadrovina (12.3). Obrazek ilustruje tyto pojmy pro n = 2:

1Otevieny poloprostor je mnozina {x € R" [a’x > b}.
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Konvexni mnohostén (kritce jen mnohostén, angl. polyhedron) je prunik koneéné mnoha
uzavienych poloprostoru. Je to tedy mnozina

X={xeR"|a/x>b Vi=1,....m}={x€R" | Ax>b}, (12.5)
kde al,... al € R"jsou fddky matice A € R™"™ a by, ..., b,, € R jsou slozky vektoru b € R™.

Obrézek ukazuje piiklad pron = 2 am = 7 (vSimnéte si, ze poloprostory 6 a 7 jsou nadbytecné,
jejich vynechénim se mnohostén nezmén):

Poloprostor je oc¢ividné konvexni mnozina, proto dle Véty 12.1 je konvexni mnohostén kon-
vexni mnozina. Vsimnéte si, ze konvexni mnohostén nemusi byt omezeny.

Dimenze mnohosténu je dimenze jeho afinnfho obalu, dim X = dimaff X (afinni obal
viz §12.2, dimenze afinntho podprostoru viz §3.3). Jinymi slovy, je to nejvétsi pocet afinné
nezavislych bodu, které 1ze do mnohosténu umistit, minus jedna.

Priklad 12.2. Mnozina X z Piikladu 11.1 je konvexni mnohostén. O

Priklad 12.3. Priklady ‘jednoduchych’ konvexnich mnohosténu v R™:
e prazdnd mnozina ()
e cely prostor R"™
e intervaly typu (—oo, a], [a,o0) (tj. poloprostory v R) a jejich pruniky [a, b]
e kazdy afinni podprostor (napt. bod, piimka, rovina, nadrovina)
e polopiimka {x+av |a >0}
e poloprostor
e mnozina R} (kde R, znaéi mnozinu nezdpornych redlnych cisel)

o panel {x e R" | b <aTx < by}
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e hyperkrychle [-1,1]"={x e R" | -1 <z, <1Vi=1,...,n}={xeR" | |x||lo <1}
X [an, by ={xeR" |a; <a; <bp;Vi=1,...,n}

e simplex, coz je konvexni obal n + 1 afinné nezavislych bodu

o standardn{ simplex {x € R" | z; > 0, Y. j2; <1}

e pravdépodobnostni simplex {x € R™ | 2; > 0, >, 2; = 1} (mnozina viech rozdélent
pravdépodobnosti diskrétn{ ndhodné proménné)

e hyperkvadr (‘box’) [ay,by] x ---

e hyper-osmisten (také zvany kifzovy polytop) {x € R | ||x[ly = > 0, |z < 1} O

Priklad 12.4. Priklady konvexnich mnozin, které nejsou mnohostény:

e Koule v R" pro n > 2 je priinikem nekone¢né mnoha poloprostorii { x € R* | al’x < 1}
pro viechna a € R™ spliwjici ||alls = 1 (nakreslete a promyslete!). Neni to mnohostén,
protoze pocet poloprostoru neni konecny.

e otevieny poloprostor {x € R" | aTx > b}

e interval [0,1) O

12.3.1 (x) Extrémni body

Bod x € X se nazyva extrémni bod konvexni mnoziny X, jestlize neexistuji dva ruzné body
z X takové, ze x je stied usecky spojujici tyto dva body, tj. jestlize plati implikace

X1, Xo € X, X = %(xl +X3) = X; =Xy (12.6)

Pro mnohostén (12.5) a pro mnozinu I C {1,...,m} budeme symbolem A; oznatovat?
matici tvofenou fadky matice A s indexy I a b; bude oznacovat vektor tvoreny slozkami
vektoru b s indexy I. Tedy Arx = by je jen jiné oznaceni soustavy alx = b;, i € I.

Véta 12.2. Pro kazdy bod x mnohosténu (12.5) jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:
e Bod x je extrémni bod mnohosténu.

e Existuje I C{1,...,m} tak, ze A;x = by a sloupce matice A jsou linedrné nezavislé.

Diikaz. (x) Necht' X oznacuje mnohostén (12.5) a x € X je jeho extrémni bod. Oznaéme
jako I = {i | alx = b; } mnozinu indexii nerovnost{ v definici (12.5), které jsou v bodé x
aktivni. Dokézeme, ze sloupce A jsou linedrné nezavislé. Kdyby totiz nebyly, méla by matice A
netrividln{ nulovy prostor (dle Véty 3.7), tedy A;v = 0 pro néjaké v # 0. Pro kazdé i ¢ I je
al'x > b;, tedy al'x 4+ > b; pro néjaké ¢ > 0. Tedy by bylo A(x4ev) > b neboli x +ev € X.
Dle (12.6) by proto x nebyl extrémni bod.

Necht’ [ je takova, ze sloupce A jsou linearné nezavislé. Necht’ x = %(Xl + x3) pro néjaké
x1,Xy € X. Pak

Ax; > by,
Axy > by,
A[X = %(A[Xl + A]Xg) = b].

2K tomu pfedpokldddme, Ze mnozina I je uspofadand.
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Z toho plyne A;x; > %(Alxl +A x2) < Ajxsy. Ale pro libovolnd éisla ay, as € R plati implikace
ap > %(061 + 062) <oy = o] =aqs. (127)

Tedy plati A;x; = Ajxs. Protoze A ma linedrné nezévislé sloupce, plyne z toho x; = x5 (dle
Véty 3.1). Tedy x je extrémni bod. O

Pripomenme, zZe linedrni soustava ma prave jedno feseni praveé tehdy, kdyz m4 aspon jedno
reseni a jeji matice ma linedrné nezavislé sloupce. Véta tedy vlastné ik, ze x € R™ je extrémni
bod mnohosténu, pravé kdyz soustava A;x = b; ma prave jedno feseni x a toto feSeni navic
spliuje Ax > b. Geometricky to znamend, ze hranice poloprostoru s indexy I se protinaji
v pravé jednom bodé a ten bod lezi v mnohosténu. To nam déva navod, jak vypsat vSechny
extrémn{ body mnohosténu. Prochdzime vsechny podmnoziny I C {1,...,m}. Jestlize soustava
A x = b; ma praveé jedno reSeni x a to navic spliuje Ax > b, pak x je extrémni bod.

Protoze podmnozin [ je kone¢né mnoho, mé kazdy konvexn{ mnohostén koneéné mnoho
extrémnich bodu. Mnohostén popsany malym mnozstvim linearnich nerovnic ovéem muze mit
extrémnich bodu velmi mnoho. Tomu se neni co divit, protoze pocet vsech podmnozin mnoziny
{1,...,m} je 2™ Naprt. hyperkrychle {x € R" | —1 < x < 1} je popsand 2n linedrnimi
nerovnicemi ale méd 2" extrémnich bodu. Nen{ tomu tak vzdy, napt. simplex (viz Priklad 12.3)
je popsany n + 1 linedrnimi nerovnicemi a ma n + 1 extrémnich bodu.

12.3.2 (x) Extrémy linearni funkce na mnohosténu

Opérnd nadrovina konvexni mnoziny X C R" je nadrovina H = {x € R" | a’x = b} (kde
a # 0) takovd, ze X N H # () a pro viechna x € X platf a’x > b. Neboli je to nadrovina,
ktera obsahuje mnozinu X v jednom ze svych dvou poloprostoru a ma s mnozinou X neprazdny
prunik. Obréazky ukazuji dvé ruzné opérné nadroviny mnohosténu:

H

XNH

Je-li H opérné rovina mnohosténu X, pak mnozina X N H se nazyva sténa mnohosténu.
Dle Veéty 12.1 je kazdd sténa konvexniho mnohosténu sama o sobé konvexni mnohostén. Stény
nékterych dimenzi maji jméno:

e Sténa dimenze 0 se nazyva vrchol (na obrazku vlevo).

e Sténa dimenze 1 se nazyva hrana (na obrazku vpravo).

e Sténa dimenze dim X — 1 se nazyva faseta (pro mnozinu X dimenze 2 na obrézku je tedy

faseta totéz co hrana).
Lze dokdzat (dukaz neuvddime), Ze bod mnohosténu je vrchol, pravé kdyz je to extrémni bod.

Kazdym hraniénim bodem (viz §8.9) konvexniho mnohosténu prochéz{ alespori jedna opérna
rovina. To snadno dokézeme: Mnohostén je prunik koneéné mnoha poloprostoru. Hranice kaz-
dého z téchto poloprostorti je opérna nadrovina mnohosténu. Zaroven kazdy hraniéni hod mno-
hosténu lezi na hranici aspon jednoho poloprostoru.
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Véta 12.3. Je-li H opérna nadrovina konvexniho mnohosténu X, pak kazdy extrémni bod
mnohosténu X N H je extrémni bod mnohosténu X .

Veéta tedy k4, ze extrémni bod stény mnohosténu je zaroven extrémni bod mnohosténu.

Diikaz. (%) Necht' H = {x | aTx = b}, tedy a’x > b pro vSechna x € X. Necht' x € X N H
neni extrémni bod mnohosténu X, takze x = %(xl + X2) pro néjaké x;,xs € X kde x; # Xo.
Plati

alx, > b,

aTX22b7

ax = Lalx; +alxy) =0
=3 1 2 .

Diky (12.7) z toho plyne a’x; = alxy, = b, tedy x;,x, € H. Tedy x neni extrémni bod
mnohosténu X N H. ]

Ne kazdy mnohostén m4 extrémni bod, napt. poloprostor nebo afinni podprostor (coz je
konvexni mnohostén) nemd zadny. Pro ndsledujici vétu pfipomenme, ze primka je afinni pod-
prostor dimenze 1, tedy mnozina { x + av | @ € R} pro néjaké x € R" a 0 #v € R".

Véta 12.4. Pro kazdy neprazdny konvexni mnohostén jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:
e Mnohostén ma aspori jeden extrémni bod.

e Mnohostén neobsahuje primku.

Diikaz. (x) Nejdiive dokdzeme, ze kdyz mnohostén X obsahuje pifmku, tak nemd ani jeden
extrémni bod. Vime, zZe existuji x € X a v # 0 takové, ze x + av € X pro vsechna o € R.
Je-li X ve tvaru (12.5), plati Ax > b a tedy A(x + av) > b pro vSechna o € R. Z toho plyne
aAv > 0 pro o € R, z ¢ehoz plyne Av = 0. To ale znamend, ze pro kazdé x € X a kazdé
a € R plati A(x + av) > b neboli x + av € X. Tedy kaZdym bodem mnohosténu prochdzi
primka, kterd lezi v mnohosténu. Proto zadny bod mnohosténu nemuze byt extrémni bod.
Nyni dokazeme, ze jestlize mnohostén neobsahuje primku, pak ma aspon jeden extrémni
bod. Dokézeme to indukei podle dimenze mnohosténu. Tvrzeni trividlné plati pro mnohostény
dimenze 0, coz jsou pouhé body. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vsechny mmnohostény
dimenze mensi nez n. Pokud nepréazdny mnohostén X dimenze n neobsahuje piimku, pak
mé aspon jeden hraniéni bod (protoze kazdd piimka narazi na hranici). V kazdém hrani¢nim
bodé mnohosténu X existuje opérnd nadrovina H, kterd mnohostén neobsahuje (tj. X € H).
Mnohostén X NH mé proto dimenzi mensi nez n a neobsahuje piimku (protoze X ji neobsahuje),
tedy podle indukéniho predpokladu ma aspon jeden extrémni bod. Ten je dle Véty 12.3 extrémni
bod mnohosténu X. O

Véta 12.5. Méjme konvexni mnohostén, ktery neobsahuje primku. Jestlize linedrni funkce ma
na tomto mnohosténu minimum, pak tato funkce nabyvd na mnohosténu minima aspor v
jednom z jeho extrémnich bodii.

Tx nabyva

Diikaz. Necht’ x* € X je bod mnohosténu X, ve kterém linearni funkce f(x) = ¢

minima, tedy ¢”x* < ¢Tx pro viechna x € X. To znamena, ze H = {x € R" | ¢Tx = CTX*}
je opérnd rovina mnohosténu X v bodé x* (H je vlastné vrstevnice funkce f vysky e¢!x*).
Tedy f nabyvd na X minima ve vSech bodech mnoziny X N H (coz je sténa mnohosténu X).
Mnohostén X N H neobsahuje pifmku (protoze X ji neobsahuje), tedy dle Véty 12.4 mé aspon

jeden extrémni bod. Dle Véty 12.3 je tento bod extrémni bod mnohosténu X. ]
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Hledejme nyni minimum linedrni funkce na mnohosténu, neboli fesme linearni program
min{c’x | x € R", Ax >b}.

Jestlize mnohostén neobsahuje primku a funkce na ném ma minimum, pak dle Véty 12.5 staci
jednoduse projit vSechny extrémni body mnohosténu a vybrat z nich ten, ve kterém ma funkce
nejmensi hodnotu. Tento algoritmus mé nékolik zadrhelu. Nevime, co délat s mnohostény, které
obsahuji ptimku. Nevime, jak poznat, ze ic¢elova funkce ma na mnohosténu minimum. Zdaleka
nejvétsi zadrhel je ovsem to, Ze prakticky neni mozné projit vSechny extrémni body, nebot’ jich
je prilis mnoho. V piisti kapitole popiseme algoritmus, ktery témét vsechny tyto potize fesi.

12.4 Cviceni

12.1. Odpovézte, zda nésledujici mnoziny jsou konvexni a odpovéd’ dokazte z definice konvexni
mnoziny:
a) interval [a,b] C R, kde a < b

b) {(z,y) eR?* |y =2?}
) {(z.y) eR? [y >2a”}
d) {(z,y) eR?|y* > 2%}
e) {xeR"| Ax<b, Cx=d}
)
) Z
h)

o

f) {xeR"|xTx<1}
g) Z (mnozina celych ¢isel)

{xeR" | max{zy,,...,,2,} >0}

12.2. Jsou nésledujici mnoziny konvexni? Odpovéd’ nemusite dokazovat z definice kovexni mno-
ziny, sta¢i uvést presvédcéivy argument. Jestlize mnozina neni konvexni, napiste jeji kon-
vexni obal jako mnozinu FeSeni soustavy (co moznd nejjednodussi) rovnic a nerovnic.

2) {x€R" x>0, Y0 2= 1)

b) {x eR" [|[x[l2 =1}

o) {xeR"| x> <1}

)

)

d) {(z,y) eR? |y =2?}

e) {(z,y) eR?|2>0,y>0, 2y =1}

f) {y) eR |2 +y* <2}n{(z,y) eR*[(z - 1)* +y* < 2}
g) {(v,y) eR? |22 +y2=1,2>0,y>0}

h) {-1,0,1}

i) {(1,1),(2,2)}

)AL, (1,2),3,1)}

12.3. (x) Operace konvexniho obalu je specidlni piipad operace zvané uzdver, coz je kazdd ope-
race spliiujici tyto axiomy:

e X C conv X (extensivita)
e convconv X = conv X (idempotence)
e XCY = convX CconvY (monotonicita)
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12.4.

12.5.

12.6.

12.7.

12.8.

12.9.

12.10.

12.11.

12.12.

Dokazte tyto vztahy.

(x) Navrhnéte algoritmus na nalezeni konvexniho obalu konetné mnoziny bodu v rovineé.
Vystupem bude uspofadny seznam bodu, které tvoii vrcholy konvexniho obalu.
Nakreslete linedrni, afinni, nezdporny a konvexni obal ndhodné zvolenych k vektoru v R"
pro vsech devét pifpadu k,n € {1,2,3}.

Bude Véta 12.1 platit, pokud v ni vyraz ‘konvexni mnozina’ nahradime vyrazem ‘linearni
podprostor’ (ptip. ‘afinni podprostor’, ‘konvexni kuzel’)? Odpoved’ dokazte.

Jsou nésledujici mnoziny konvexni mnohostény? Zapornou odpovéd’ oduvodnéte presved-
¢ivym argumentem. Kladnou odpovéd’ dokazte tak, ze mnozinu napiSete jako mnozinu
feseni soustavy linedrnich nerovnic (tj. jako prunik poloprostoru).

a) {xeR"|xTCx <1}, kde C je pozitivné definitn{

b) {av|a eR}, kde ve R
) {Cx|x €R" |x]2 <1}, kde C € R™*"
d) {xeR"|||x—alls < |x—Dbl2}, kde a, b jsou dany

o

(x) Které z nasledujicich mnohosténu maji aspori jeden extrémn{ bod? Pokud mnohostén
nema extrémni bod, najdéte piimku, kterd v ném lezi.

a) vsechny mnohostény z Pifkladu 12.3
b) {(z,9,2) ER* [z +y <1, 2>0,y>0}
o) {(yeR|-1<z+y<1}

(x) Checeme vypsat vSechny extrémni{ body mnohosténu {x € R" | Ax > b }.

a) Vypiste extrémni body pro

-1 -2 —14

3 -1 0

A= -1 1|’ b= —2
2 1 4

b) Napiste program v Matlabu, ktery vypiSe vSechny extrémni body pro libovolné A, b.
(%) Pro mnohostén {x € R* | Ax > b } dokazte:

a) Mé-li A linedrné zévislé sloupce (tj. rank A < n), mnohostén nem4 extrémni bod.
b) MA4-li mnohostén aspon jeden extrémni bod, je rank A = n.

Méjme vektory ay, ..., a,, € R". Pro kazdé i = 1,...,m definujeme mnozinu

Xi={xeR"||x—alz <[x—allaVj #i}.

Ukazte, Ze mnoziny Xy, ..., X,, jsou konvexni mnohostény. Ukazte, Ze tyto mnoziny tvori
rozklad (zopakujte si, co je to rozklad mnoziny) mnoziny R". Sjednoceni hranic téchto
mnozin se nazyva Voronoituv diagram. Nakreslete si ho pro n = 2 a m = 4 pro ruzné
konfigurace bodu ay, ..., ay.

Hleddme nejvétsi (hyper)kouli {x € R" | |[x — alls < r}, kterd se vejde do mnohosténu
{x € R" | Ax < b}. Zformulujte dlohu jako linedrn{ program. Optimalizujeme pres
proménné a € R™ a r > 0.
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Napovéda a teSeni

12.1.a) Konvexni, protoze pro libovolné o € [0,1] je (1 — a)a + ab € [a, b].

12.1.b) Nenf konvexni. Napf. x = (1,1) a y = (-1, 1) patif do mnoziny, ale x/2+y/2 = (0, 1) nepatii.

12.1.c) Je konvexni.

12.1.e) Konvexni.

12.1.f) Konvexni.

12.1.g) Nekonvexni. Napf. proz =1,y =2, a = % ¢éislo (1 — a)x + ay = 1.5 neni celé.

12.1.h) Nekonvexni.

12.2.a) prunik poloprostoru a nadroviny, konvexn{ mnohostén

12.2.b) Sféra, nekonvexni. Konve. obal je koule {x € R” | ||x[2 < 1}.

12.2.c) koule bez hranice, konvexni

12.2.d) Graf paraboly, nekonvexni. Konvexnf obal je { (z,y) € R? | y > 22 }.

12.2.¢) Jedna vétev grafu hyperboly, nenf konvexni. Konv. obal je { (z,y) € R? |2 >0, y >0, 2y > 1}.

12.2.f) prunik dvou koulf, konvexn{

12.2.¢) Ctvrt kruznice, nekonvexni. Konv. obal je { (z,y) € R? | #2 + 4> <1, o 4+y>1}.

12.2.h) Tri body v R, nekonvexni protoze napt. (—1 + 0)/2 nepati{ do mnoziny. Konv. obal je interval
[—1,1].

12.2.i) Dva body v R?, nekonvexni. Konv. obal je isecka spojujici ty dva body. Tuto tisecka mame napsat
jako mnozinu fegenf rovnic a nerovnic, coz jde napf. takto: { (z,y) €R? |1 <2 <2, 2=y}

12.2.j) Tii body v R2, nekonvexni. Konv. obal je trojithelnik { (z,y) € R? |2 > 1, y>1, 2 +2y <5}.

12.7.a) Je to elipsoid, tedy je to konvexni mnozina. Mnohostén je to jen pro n = 1 (v tom piipadé je
to tsecka).

12.7.b) Piimka jdouci pocdtkem (tj. linedrni podprostor dimenze 1) se smérovym vektorem v. V uve-
deném tvaru neni vyjadiena jako prunik poloprostoru. Je-li ale A € RO=DX7 matice takova, ze
{av | a € R} =span{v} = null A, pfimku jsme vyjadrili jako mnozinou feseni linedrni soustavy
Ax = 0, coz uz je prunik poloprostoru.

12.8.b) nemd extrémni bod

12.8.c) nem4 extrémni bod

T1{L2} (L3} {24 (3.4

x[(26) 64 (5.7 (20

12.10.a) Je-lirank A < n, je Av = 0 pro né¢jaké v # 0. Tedy pro kazdé x spliujici Ax > b, mnohostén
obsahuje piimku {x + av | @ € R}. Tedy kazdym bodem mnohosténu prochdzi primka, kterd
celd lezi v mnohosténu. Tedy zddny bod mnohosténu neni extrémni bod. Srov. Véta 12.4.

12.9.a) Extrémni body a odpovidajici mnoziny I C {1,...,4}:
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Kapitola 13

Simplexova metoda

V této kapitole popiSeme slavny algoritmus na feseni linearnich programu zvany simplexova
metoda. Pro zacatek zapomenme na tcelovou funkei a zkoumejme pouze mnohostén piipust-
nych fesen{ LP. Misto mnohosténu v obecném tvaru (12.5) algoritmus pracuje s mnohosténem
v rovnicovém tvaru (11.3)

X={xeR"|Ax=b, x>0}, (13.1)
kde navic matice A € R™™ m4 linedrné nezavislé fadky (tj. rank A = m). Mnozina feseni
soustavy Ax = b je tedy afinni podprostor dimenze nejvyse n — m. Definujme tyto pojmy:

e Mnozina J C {1,2,...,n} se nazyvd baze mnohosténu (13.1), pokud |J| = m a sloupce

matice A s indexy J jsou linedrné nezavislé. Tedy sloupce J tvoii regularni matici m x m.

e Vektor x je bazové FeSeni piislusné bézi J, pokud Ax =b axz; =0 pro j ¢ J.

e Bazové Teseni x je pripustné, pokud x > 0.

e Bizové feseni x je degenerované, pokud ma méné nez m nenulovych slozek.

e Dveé béze jsou sousedni, pokud maji m — 1 spole¢nych prvku.

Protoze matice A ma hodnost m, existuje aspon jedna baze a kazdé bézi prislusi praveé jedno
bazové feseni. Bazové teseni vSak muze prisluset vice nez jedné bazi, coz se stane pravé tehdy,
kdyz je toto bazové feSeni degenerované.

Piiklad 13.1. Necht’ je soustava Ax = b dédna tabulkou (blokovou matici)
-113 10 21
[A bj=| 10401 4[4]. (13.2)
-1 0411 42

e J ={2,3,5} neni béze, protoze sloupce 2, 3,5 matice A jsou linedrné zavislé.

o J = {1,4,5} je baze, protoze tyto sloupce jsou linedrné nezavislé. Bazové Tfeseni x =

(1,22, ...,x6) prislusné bazi J se najde fesenim soustavy
-1 1 0| [x1 1
1 0 1| |zy| = |4 (13.3)
-1 1 1] |zs 2

a polozenim z9 = w3 = xg = 0. Soustava (13.3) md praveé jedno FeSeni, nebot’ jeji ma-
tice je reguldrni. Dostaneme x = (3,0,0,4,1,0). Toto bézové feseni je piipustné. Neni
degenerované, protoze ma m = 3 nenulovych slozek.
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J ={1,2,4} je bdze. Bazové feseni je x = (4, —1,0,6,0,0). Je nepfipustné, protoze zo < 0.

J ={3,4,5} je baze. Bazové feseni x = (0,0, 1, —2, 0, 0) je degenerované, protoze ma méné
nez m = 3 nenulovych slozek.

Stejné bazové feseni x = (0,0,1,—2,0,0) dostaneme volbou baze J = {3,4,6}. Vidime,
ze degenerované bazové feseni odpovidd vice nez jedné bézi.

Béaze {1,4,5} a {2,4,5} jsou sousedni, protoze maji spoletné dva prvky {4,5}. Béze
{1,4,5} a {2,4, 6} nejsou sousedni. O

Mnohostén (13.1) neobsahuje pifmku, protoze kazda pifmka ‘naraz{’ na omezeni x > 0
(dokazte presneé!). Tedy jestlize je neprazdny, mé dle Véty 12.4 aspon jeden extrémni bod.
Véta 12.2 mé jednoduchy dusledek:

Dusledek 13.1. Bod mnohosténu (13.1) je extrémni bod (tj. vrchol), pravé kdyz je to pri-
pustné bazové reseni.

Diikaz. (x) Mnohostén (13.1) lze napsat ve tvaru (12.5) jako X = {x € R" | A’x > b’ }, kde
b

A
A= |—A c R(2m+71)xn7 b =|-b
I, 0

c R2m+n

Dle Véty 12.2 je x € R" extrémni bod mnohosténu X pravé tehdy, kdyz existuje mnozina
I C{1,....2m+ n} tak, ze soustava A’x = b} ma pravé jedno feeni x a toto FeSeni navic
spliiuje A’x > b’. Mnozina I musi obsahovat indexy 1,...,2m, protoze jinak by neplatilo
Ax = b. Vybér z poslednich n fddku matice A’ (tedy z rédku matice I,,) odpovidd rovnicim
xz; = 0. Podmnoziny fddku matice I, pro které soustava Ajx = b} md pravé jedno resent,
odpovidaji bazim J. g

Déle 1ze ukdzat (dukaz vynechdme), ze dvojice sousednich bazi odpovidaji bud’ jedinému
(degenerovanému) vrcholu nebo dvojici vrcholu spojenych hranou. Simplexové metoda prechdzi
mezi sousednimi bézemi tak, ze bazové feseni jsou stdle piipustnd (tedy prechdz{ po hrandch
mnohosténu) a tcelovd funkce se zlepsuje nebo aspon nezhorsuje.

V §13.1 popiseme stavebni kameny metody, které pak v §13.2 spojime do celého algoritmu.

13.1 Stavebni kameny algoritmu

13.1.1 Prechod k sousedni standardni bazi

Simplexova metoda pracuje pouze se standardnimi bézemi, tj. sloupce J jsou vektory standardni
béze. To ma vyhodu v tom, ze (i) nemusime kontrolovat, zda jsou sloupce J linedrné nezdvislé
a (ii) nenulové slozky bédzového feSeni x jsou rovny pifmo slozkdm vektoru b. Na pocatku
algoritmu se predpokladd, ze matice A obsahuje standardni bazi.

Z linearni algebry zname ekvivalentni rddkové upravy soustavy Ax = b: libovolny radek ta-
bulky [A b] muzeme vynasobit nenulovym éislem a muzeme k nému pticist linedrni kombinaci
ostatnich fadku. Tyto tpravy neméni mnozinu reseni soustavy.

Ukéazeme, jak prejit od aktualni standardni baze J k sousedni standardni bazi, tedy néjaky
sloupec j’ € J bézi opust{ a néjaky sloupec j ¢ J do béze vstoupi. Necht’ i je radek, ve kterém
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je a;j = 1. Prvek (4, j) matice se nazyva pivot (angl. znamend cep). Necht’ a;; # 0. Chceme
nastavit pivot a;; na jednicku, vynulovat prvky nad i pod pivotem, a nezménit pritom sloupce
J\ {j'}. Toho se dosdhne témito ekvivalentnimi fadkovymi ipravami:

1. Vydel tddek i cislem a;;.

2. Pro kazdé i’ # i odecti ayj-ndsobek radku i od radku '.

Rikdme, ze jsme provedli ekvivalentni dpravu kolem pivotu s indexy (i, 7).

Priklad 13.2. Méjme soustavu

0 610 4[4
[A bl =1 300 23 (13.4)
0 101 2[1

L

se (standardni) bazi J = {1,4,5}. Vidime ihned odpovidajic{ bdzové feseni, x = (3,0,0,4,1,0).

Chceme nahradit bazovy sloupec j° = 1 nebdzovym sloupcem j = 2, tedy prejit k sousedn{
bézi {2,4,5}. Mdme ¢ = 2, tedy pivot je prvek age (v tabulce ordmovén). Ekvivalentnimi
tfadkovymi dpravami musime docilit, aby pivot byl roven jedné a prvky nad nim a pod nim
byly nulové. Pfi tom smime zménit sloupec 1, ale sloupce 4 a 5 se zménit nesméji. Toho se
docili vydélenim rddku 2 ¢islem agy (coz zde nemd zddny efekt, protoze ndhodou agy = 1) a pak
prictenim vhodnych ndsobku fadku 2 k ostatnim fadkum. Vysledek:

-2 0010 0|-2
[A bj=| 11300 2| 3
10401 4| 4
Nyni sloupce {2, 4,5} tvoii standardni bazi. O

13.1.2 Kdy je sousedni bazové reSeni piipustné?

Uvedenym zpusobem muzeme od aktualni baze prejit k libovolné sousedni bazi. Pfitom nové
béazové feseni muze nebo nemusi byt pripustné. Je-li aktudlni bézové feSeni piipustné, jak
pozname, zda i nové bazové feseni bude pripustné?

Protoze nenulové slozky bazového feseni x jsou rovny slozkdm vektoru b, bazové feseni je
pripustné praveé tehdy, kdyz b > 0. Necht’ v aktualni tabulce je b > 0. Proved'me ekvivalentni
tpravu kolem pivotu (¢, 7). Hleddme podminky na (i, ), za kterych bude i po tpravé b > 0.

Po ekvivalentni tprave kolem pivotu (7, ) se vektor b zmeénf takto (viz §13.1.1):

e b; se zmeéni na b;/a,;,

e pro kazdé ¢’ # i se by zmeéni na by — ay;b;/a;;.

Tato cisla museji zustat nezapornd. To nastane pravé tehdy, kdyz plati nasledujici podminky:

a;; >0, (13.5a)
b; by

pro kazdé i’ # ¢ plati a;;; < 0 nebo o < P (13.5b)
ij i j

kde 'nebo’ je uzito v nevylucovacim smyslu. Podminka (13.5a) je ziejmé. Podminka (13.5b) je
ekvivalentni podmince by — a;;b;/a;; > 0, nebot’ a;; > 0, b; > 0, by > 0 (rozmyslete!).

Piiklad 13.3. V tabulce (13.4):

e Ekvivalentni dprava okolo pivotu (7, 7) = (3, 2) nepovede k pfipustnému bdzovému fesent,
nebot’ a;; = —1 < 0, coz porusuje podminku (13.5a).

e Ekvivalentn{ dprava okolo pivotu (i, j) = (2, 2) nepovede k piipustnému bazovému Fesent,
nebot’ pro 7 =1je ay; >0 a % > %, tedy podminka (13.5b) je porusena.

e Ekvivalentni tprava okolo pivotu (i, j) = (3,6) povede k pripustnému bézovému Feseni.
Podminky (13.5) jsou splnény, nebot’ a;; =2 >0 a % < %, % < % a

13.1.3 Co kdyz je cely sloupec nekladny?

Jestlize jsou vsechny prvky v néjakém nebdzovém sloupci j nekladné, vime z podminky (13.5a),
ze tento sloupec se nemuze stat bazovym. Plati ale navic, Ze soufadnice z; bodu x se muze libo-
volné zvétsovat a bod x presto zustane v mnohosténu X . Tedy existuje polopiimka s pocatkem
v x lezici celd v mnohosténu X. Tedy mnohostén X je neomezeny.

Priiklad 13.4. Necht’ [A b] je tabulka

0 -2 610 4[4
1 1300 2|3
0 -1 10121
x=3 004 10|

s bazl {1,4,5}. Pod tabulkou je napsdno bézové feseni{ x. Kdyz se xy bude libovolné zvét-
Sovat, zménu lze kompenzovat soucasnym zvétSovanim bazovych proménnych xi, x4, x5 tak,
ze vektor Ax zustane nezménén a tedy roven b. Konkrétné, pro kazdé o > 0 bude vektor
x = (3,0,0,4,1,0) + «(1,1,0,2,1,0) spliovat Ax =b a x > 0. O
13.1.4 Ekvivalentni tpravy tucelového radku

Dosud jsme provadeéli ekvivalentni fadkové dpravy pouze na soustavé Ax = b a tcelové funkce
si nevsimali. Tyto dpravy lze rozsitit na icelovou funkci. Nebudeme tcelovou funkei uvazovat
ve tvaru ¢’'x, ale v mirné obecnéjsim tvaru c’x — d. Tedy fesime LP

min{c’x—d|Ax=b, x>0} (13.6)
Ulohu budeme reprezentovat simplexovou tabulkou
cr d
. s
Prictéme k tucelovému tadku [CT d] libovolnou linedrni kombinaci y” [A b] ostatnich

fadki [A b], kde y jsou koeficienty linedrni kombinace. Ukazeme, Ze tato tiprava zachova
hodnotu téelové funkce ¢?x — d pro kazdé x spliujici Ax = b. Novy tcelovy fadek bude

[ d]+y"[A b]=[c"+y"A d+y'b].
Nova ucelova funkce bude tedy
(c +yTA)x — (d+y™b) = c"x — d +y"(Ax — b).

Ale to je rovno ¢”x — d pro kazdé x spliujici Ax = b.
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13.1.5 Co udéla piechod k sousedni bazi s ticelovou funkci?

Necht’ J je standardni baze. Pri¢téme k ucelovému fadku takovou linedrni kombinaci ostatnich
fadku, aby pro vsechna j € J bylo ¢; = 0 (novému vektoru c se pak tikd redukované ceny).
Protoize bazové feseni x je v nebazovych sloupcich nulové, znamend to ¢'x = 0. Tedy hodnota
icelové funkce ¢’x — d v bazovém feseni x je rovna jednoduse —d.

Navic je snadno vidét, co udéla prechod k nové bdzi s tcelovou funkei. Necht’ 5 je sloupec
opoustéjici bazi a j je sloupec vstupujici do baze. Pii prechodu k nové bdzi se ¢islo z; stane
nulovym a &islo x; se zvétsi z nuly na kladné (nebo se nezméni). Protoze c; = 0, &fslo ¢7x — d
pii ¢; > 0 stoupne (nebo se nezméni) a pii ¢; < 0 klesne (nebo se nezmén).

Priklad 13.5. Mgjme tlohu se simplexovou tabulkou

1 2 -3 -1 2 1[4
<" dl |0 2 6 10 4[4
{Ab}_1130023’

0 -1 1 01 2|1

kde J = {1,4,5}. Slozky vektoru ¢ v bazovych sloupcich vynulujeme tak, ze k dc¢elovému rddku
pricteme prvni fadek, ode¢teme druhy radek, a odecteme dvojnasobek tretiho radku:

3

4
3
1

= O O O
= = O Oolo
O NN |

Pod tabulku jsme napsali bazové feseni x. Nyni je c’x = 0, a tedy hodnota tcelové funkce v
bézovém feseni je ¢'x —d = —d = —3.

Dejme tomu, ze chceme pridat do béze nebazovy sloupec 2 a vylouéit z ni néktery z bazovych
sloupcu {1,4,5}. Po tomto pfechodu se x4 stane kladné nebo zustane nulové a jedna ze slozek
T1, T4, 5 se vynuluje. Protoze ¢; = ¢4 = ¢5 = 0, zména x1, x4, x5 se na ucelové funkei neprojevi
a ta se zmeéni o coxo. Kritérium tedy stoupne nebo zustane stejné, protoze co = 1 > 0. O

Jestlize v nékterém sloupci j je ¢; < 0 a a;; < 0 pro vSechna 4, proménnou z; muzeme libo-
volné zvétsovat (viz §13.1.3) a tcelovou funkei libovolné zmensovat. Uloha je tedy neomezend.

13.2 Zakladni algoritmus

Spojenim popsanych stavebnich kamenu dostaneme iteraci simplexového algoritmu na fesent
ulohy (13.6). Iterace piejde k sousedni standardni bézi takové, ze bazové feseni zustane pii-
pustné a ucelovd funkce se zmensi nebo alespon nezméni. Vstupem i vystupem iterace je sim-
plexovd tabulka (13.7) s témito vlastnostmi:

e podmnozina sloupcu A tvoii standardni bazi J,

e bazové teSeni odpovidajici této bézi je pripustné, b > 0,

e slozky vektoru ¢ v bazovych sloupcich jsou nulové, ¢; = 0 pro j € J.

Iterace se provede v téchto krocich:
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1. Vyber index j pivotu tak, aby ¢; < 0 (§13.1.5).
2. Vyber index 7 pivotu podle podminek (13.5). Z téchto podminek plyne (promyslete!)

. by
i € argmin (13.8)

i lay ;>0 Qg5

kde argmin oznacuje, ze se minimalizuje pres vSechna 4 spliujici a;; > 0.
i"|a; ;>0

3. Udelej ekvivalentni ipravu okolo pivotu (4, j) (§13.1.1).

4. Udeélej ekvivalentni ipravu ticelového radku, kterd vynuluje ¢; v novém bazovém sloupci j
(§13.1.5).

Algoritmus, ktery opakuje uvedenou iteraci, nazveme zakladni simplexovy algoritmus.
Algoritmus konéi, kdyz uz nelze vybrat pivot (7, ) spliujici podminky 1 a 2 vyse. To nastane
z jednoho z téchto duvodu:

e Vsechny koeficienty c¢; jsou nezaporné. Utelovou funkei nelze zlepsit a jsme v optimu.

e V kazdém sloupci j, kde ¢; < 0, mdme a;; < 0 pro vechna 4. Uloha je neomezena.

Vybér indexu (i,7) pivotu v krocich 1 a 2 nemusi byt jednoznacny, tedy muze byt vice
sloupct j s vhodnym znaménkem c; a vice fadku ¢ muze spliovat podminky (13.5) (tedy muze
byt vice argumentu minima v podmince (13.8)). Algoritmus, ktery vybird jediny pivot z téchto
moznosti, se nazyva pivotové pravidlo.

Zridka se algoritmus muze dostat do stavu, kdy cyklicky prochazi stéle stejnou mnozinu bazi,
které odpovidaji jedinému degenerovanému bazovému feseni a tedy icelova funkce se nemeéni.
Tomuto problému cykleni se dd zabranit pouzitim vhodného pivotového pravidla (nejzndmé;jsi
je Blandovo anticyklict pravidlo), které ale popisovat nebudeme.

Priklad 13.6. Vyfeste linedrni program (13.6) simplexovou metodou, kdyz vychozi simplexova
tabulka (13.7) je

0 -2 100 =3[0
0 2610 44
1 1300 23"
0 -1 101 [2]1

Baze je J = {1,4,5} a bazové feseni x = (3,0,0,4,1,0).
Ucelovy fadek budeme nazyvat nulty, ostatni pak prvy, druhy atd. Prvni iterace simplexo-
vého algoritmu se provede v téchto krocich:

1. Vybereme sloupec j, ktery vstoupi do béze. To muze byt libovolny sloupec, ktery ma v
nultém tadku zaporné ¢islo. Muzeme vzit napt. nejmensi takové ¢islo, zde —3, tedy j = 6.

2. Vybereme fadek ¢ pivotu dle (13.8) nalezenim argumentu minima z ¢isel %, %, % Bude tedy
i = 3. Vysledny pivot je oznacen rameckem. VSimnéte si, ze fadek ¢ = 3 ma v aktudlni

bézi jednicku ve sloupci 5, sloupec 5 tedy bazi opusti.

3,4. Udéldme ekvivalentni dpravu okolo pivotu (i,j) a zaroven vynulujeme ¢&islo ¢;. Neboli
chceme, aby se z pivotu a;; stala jednicka a nad i pod pivotem byly nuly, a to véetné nul-
tého fadku. Tedy nejprve tieti fadek vydélime dvéma a potom k nultému fadku pricteme
trojnasobek tietiho rddku, od prvniho fadku odecteme ¢tyindsobek tiettho fadku, a od
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druhého fadku odec¢teme dvojnasobek tfetiho fadku. Vsimnéte si: k zddnému radku nikdy
nepri¢itame nasobky jiného fadku nez pivotového. Vysledek:

0 =35 25 0 15 0|15
0 41 -2 0| 2
12 20 -10 2
0 —05 05 0 05 1|05

Na konci prvnf iterace mame bézi J = {1,4, 6}, bdzové feseni x = (2,0,0,2,0,0.5), a hodnotu
ucelové funkce —d = —1.5.

Druh4d iterace: pivot je ve sloupci j = 2. Jeho fddek najdeme dle (13.8) porovnanim ¢isel
%, %, tedy 7 = 1. Vysledek druhé iterace:

0 0 6 0875 —0.25 0]3.25
01 1 025 —05 0] 05
100 -05 00| 1
00 1 0125 1]0.75
Vysledek treti iterace:
007 1014
013 050 2|2
100 -050 01

004 05143

Protoze vsechna ¢isla v ucelovém radku jsou nezéapornd, algoritmus konci. Uloha mé optimalni
feseni s hodnotou —4 v bodeé (x1, z2, x3, T4, T5, ) = (1,2,0,0,3,0). O

Piiklad 13.7. Necht’ simplexovd tabulka (13.7) je

-2 6 100]0
—1 -1 -1 1 0]2
2] -1 -2 0 11

Tabulka po prvni iteraci je
0 5 -1 0 1] 1
0 —15 =2 1 05|25
1 =05 -1 0 0505

Podle nultého Fadku by dalsi pivot mél byt ve tietim sloupci. Ale ¢isla a;3 jsou vSechna zaporna
(viz §13.1.3). Tedy tloha je neomezend. V nové tabulce je vidét, ze muzeme zvétSovat xg
libovolné a kompenzovat to vhodnym ndrustem z; a z4. Jelikoz ¢, = ¢4 = 0, zmény z; a
x4 se na ucelové funkei neprojevi a jediny vliv na ni bude mit x3, které ho bude libovolné
zmensovat. (]

13.3 Inicializace algoritmu
Na zacatku zédkladniho simplexového algoritmu musi byt iloha zaddna ve tvaru
min{c’x | Ax =b, x>0}, (13.9)
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kde matice A obsahuje standardni bazi a b > 0. Ukazeme, jak lze obecnou ilohu LP ptrevést
na tento tvar.
Nékdy je prevod snadny. Pokud m4 tloha tvar min{ ¢fx | x € R*, Ax < b, x > 0} a plat{
b > 0, pridanim slacki dlohu pievedeme na min{c’u | Ax +u=b, x > 0, u > 0}. Tato
tloha méa simplexovou tabulkou
c" 0o
{A 1 b} ’

ve které sloupce prislusné proménnym u tvoii standardni bazi.

Priklad 13.8. Vyfeste simplexovym algoritmem:

min —3z; — Ty — 33
za podminek  2x; + x9 + 13 <2
Ty + 2x9 + 323 <5
2wy + 229 + 23 <6
X1, o2, 23 2 0

Priddme slackové proménné uy, us, ug > 0, abychom omezeni uvedli do tvaru rovnosti:

min —3x; — 9 — 313
za podminek 2z + a9 + a3 + Uy =2
T1 + 229 + 313 + Uus =5

201 + 2w + a3
X1, T, T3, Ur, U, uz > 0

+ ug = 6

Zde je vychozi simplexové tabulka:

-3 -1 -3 0 0 010
2 1 1100]|2
12 301015
2 2 100116 |

13.3.1 Dvoufazova simplexova metoda

Pokud je dloha zaddna v obecném tvaru, operacemi z §11.1 ji lze vzdy prevést do tvaru (13.9).
Vynasobenim vhodnych fadku zdpornym cislem vzdy zajistime b > 0, matice A ale nemusi
je piipustnd. V tomto piipadé nejdiive vytesime pomocnou dlohu LP, kterd najde néjaké (ne
nutné optimdaln{) piipustné reseni. Z néj pak ziskdme standardni bazi. Pomocnd tloha je

min{17u | Ax+u=b, x>0, u>0} (13.10)

0 17 0

A I b|’
Pro libovolné u > 0 je 1Tu > 0, pticemz 1Tu = 0 pravé kdyz u = 0. Tedy tloha (13.9) je
pripustnd, prave kdyz je optimélni hodnota dlohy (13.10) rovna 0. Na pocatku tvoii sloupce

piislusné proménnym u standardni bazi, lze tedy na ni pustit zdkladni simplexovy algoritmus.
Ten muze skon¢it dvéma zpusoby:

a ma simplexovou tabulku



e Pokud je optimum vétsi nez 0, pak tloha (13.9) je nepfipustnd.

e Pokud je optimum rovno 0, pak tloha (13.9) je piipustnd. Pokud neni optimdlni fe-
Sen{ (x,u) ulohy (13.10) degenerované, po skonéeni simplexového algoritmu jsou vSechny
bazové proménné kladné. Protoze u = 0, proménné u budou tedy nebédzové. Proto mezi
sloupci prislusnymi proménnym x existuje standardni baze.

Pokud je optimdlni feseni (x,u) tlohy (13.10) degenerované, nékteré proménné u mohou
byt na konci algoritmu bézové. Pak je nutno udélat dodatecné tipravy kolem pivotu ve
sloupcich prislusnych bazovym proménnym u, abychom tyto sloupce dostali z baze ven.
Toto podrobné popisovat nebudeme.
Nalezen{ néjakého piipustného reseni v pomocné tloze (13.10) se nazyva prvni fize a feSeni
puvodni tlohy pak druhd faze algoritmu, mluvime tedy o dvoufdzové simplexové metodé.

Priklad 13.9. Reste

min —20z; — 30z — 4023

31’1 + 2.’172 + T3 = 10
r1 + 229 + 223 =15
Ty, 22,73 > 0

za podminek

Maéame sice b > 0, ale neni jasné, zda existuje pripustné x, tim méné neni vidét standardni
baze. Provedeme prvni fazi algoritmu. Pomocna tloha bude

min Uy + Uz

za podminek 3z7 + 2x9 + 3 4+ ug =10

T1 + 229 + 223 + us = 15

T1, T2, T3, U, Uy > 0

s tabulkou

00O0T171 | 0
32 1 1 0/10
1 2 2 0 1|15

Sloupce nad pridanymi proménnymi tvori standardni bdzi, muzeme tedy na pomocnou ilohu
pustit zakladni simplexovy algoritmus. Po vynulovani ceny nad bézovymi proménnymi budou
kroky algoritmu vypadat takto:

-4 -4 -3 0 01]—25

3 2] 10

1 2 15

N =
—_
—_

15 1 05 05 0] 5
-2 —1 1] 5
0 0 1 1|l 0
25 1 0 —0.5] 25
-2 1 - 1l 5

Optimum je rovno 0, tedy puvodni iloha je pripustnd. Proménné uy, us jsou nebazové a tedy
rovny nule, bdzové proménné jsou xq, x3. Ted’ tedy muzeme zacit druhou fézi (feseni puvodni
tlohy) s pocdtecni tabulkou

—20 —30 —40| ©
25 1 025
-2 0 1| 5 0

13.4 Cviceni

13.1. Najdéte vSechny bdze a bazova feseni mnohosténu {x € R" | Ax =b, x > 0} pro

av=ly 3]

Ktera z nich jsou pripustna? Kterd z nich jsou degenerovana?

13.2. Protoze rank A = m, dimenze mnohosténu (13.1) je dim X < n — m. Muze byt dim X
libovolné ¢islo mezi 0 a n —m? Jestlize ano, dokazte to tak, ze pro kazdou dvojici (n, k),
kde n € Nak = 0,...,n —m, najdete matici A € R™" a vektor b € R™ tak, aby
rank A =m adim X = k.

13.3. V tabulce zakrouzkujte vsechny pivoty takové, ze ekvivalentni iprava kolem nich povede
k pripustnému bazovému feseni:

0 2 610 -4 304
1 1 -3 00 2 3 0|3
[A b] 0 -1 101 -2 =3 0|1
0 -2 200 2 -11]1
13.4. Zapiste linearni program
min —x; — x4 — 3x5
za podminek 2 4+ x4+ w5+ g =2
—T] + Ty + 21’4 + 31’5 =4
21"1 + x3 + 21‘4 — I5 =6

L1, X2, T3, T4, Ts5,T6 > 0

do simplexové tabulky. Predpokladejte, ze aktudlni béze je {2, 3, 6}. Jaké je aktudlni bazové
feseni? Je toto bazové feseni pripustné. Je degenerované? Pokud je to mozné, udélejte jeden
krok simplexového algoritmu. Pokud to mozné neni, vysvétlete proc.

13.5. Vyfeste simplexovou metodou:

max 2x1 — w9 — 313

za podminek —2x; — x9 + 3 <2
—x1 + 239 — 323 <5

—2r1 —4x9 + 23 <6

T1,%9,T3 Z 0



13.6. Vyfeste simplexovou metodou (i kdyz lze fesit ivahou): 13.9. Optimum je (z1,22) = (25, —36)/13.

max 6z + 9o + 53 + 914 13.10. Uloha je neomezena. Mohlo by se zdat, 7e tiloha je omezena, protoZe neexistuje sloupec j takovy,

, ze ajj < 0acj > 0. Ale po jedné ¢i nékolika iteracich simplexové metody se takovy sloupec objevi.
za podminek x; + 2o+ 23+ 24 =1 i

Ty, T2, T3, Ty > 0

13.7. Necht’ tloha (13.6) md vice optimélnich feseni. Jak se to poznd v simplexové tabulce?
Navrhnéte algoritmus, ktery vypiSe vSechna optimélni bézova feseni.

13.8. Méjme linearni program

min 21 — 313 + 14
za podminek  x; — 1z — a3 >0
—x1 + 2x9 — 313 <5
200 — T9 — X3+ 214 =06

X1, T2, 23,T4 2 0

Inicializujte co nejjednodussim zpusobem zdkladni simplexovy algoritmus. Vyfeste timto
algoritmem. Nepouzivejte dvoufdzovou metodu.

13.9. Vyfeste dvoufazovou simplexovou metodou:

max  3x; — 4o

za podminek —2x; — 5o < 10

31+ @ <3

72$1 + X S —2

I Z 0

To S -1

13.10. Necht’ tiloha (13.6) ma simplexovou tabulku

300 1 -30]/0
ch d] 700 -3 321
{A b} N 110 0 —-10|3
-1 02 1 -1 0|1

Je tato iloha omezena?

Napovéda a fesSeni
Joo {2 {13} {14} {23} {3,4}
X (1771) (071) (172) (071) (170)
prip. ne ano ano ano ano
degen. ne ano ne ano ano

13.1.

13.5. Uloha je neomezend kvuli prvnimu sloupci.

13.8. Napf. otoc¢ime znaménko prvniho omezeni, tieti omezeni vydélime dvéma, pridame slackové pro-
ménné pro prvni a druhé omezeni. Pak vynulujeme ceny nad bazovymi sloupci. Iterace algoritmu:

1 05 -25 00 0]-3 -15 3 0 0 25 0]-3 0 30340]|G6
—1 1 [1Jo1o] o -1 110 10]0 0112206
-1 2 =300 1| 5 4500 31| 5 05087 1[29

1 —05 —05 10 0] 3 [05] 0 01 05 0| 3 1002106

Vysledek: (z1,x2,23,24) = (6,0,6,0), hodnota optima —6.
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Rejstrik

iloha
dopravni, 122
linedrniho programovani, 117
na nejvetsi nezdavislou mnozinu, 129
na nejmensi vrcholové pokryti, 128
na optimalni vyrobni program, 120
prifazovaci, 127
smeésovaci, 121
spojité optimalizace, 9
reseni
béazové, 143
degenerované, 143
optimalni, 10
pripustné, 10, 143
rez zobrazeni, 84

afinni
funkce, 29
kombinace, 27, 135
nezavislost, 28
obal, 27, 135
podprostor, 27, 135
zobrazeni, 29

baze
linearniho podprostoru, 22
mnohosténu, 143
sousedni, 143
standardni, 17
bod, 29
extrémni, 137
hranicni, 89
regularni, 107
sedlovy, 96
stacionarni, 95, 96
vnitini, 89

cykleni simplexového algoritmu, 148

derivace
funkce jedné promeénné, 80

parcidlni, 80
smérova, 85
totalni, 81
determinant, 15
dimenze
afinntho podprostoru, 29
linedrniho podprostoru, 23
mnohosténu, 136
stény mnohosténu, 138
doplnéni na ¢tverec, 61
dyéada, 17

elipsoid, 62
extrém, 8
globalni, 90
lokalni, 90
vazany, 10
vazany rovnostmi, 106
volny, 10
extrémni bod, 137

faseta mnohosténu, 138
forma
kvadratickd, 58
linedrni, 24
Frobeniova
norma, 41
funkce, 7
tcelova, 10
afinni, 29
klesajici, 95
kvadratickd, 61
Lagrangeova, 109
po ¢éastech afinni, 119
rostouci, 95

gradient, 86
graf funkce, 78
Gramm-Schmidtova ortonormalizace, 39

hodnost

ot

matice, 25

plna, 14
hodnost matice, 14
hrana mnohosténu, 138
hrani¢ni bod mnoziny, 89
hranice mnoziny, 89

inverze matice, 15
isometrie, 36

jednotkova sféra, 123

klesajici funkce, 95
kombinace

afinni, 27, 135

konvexni, 134, 135

linedrni, 22, 135

nezapornd, 135
konvexni{

kombinace, 135

kuzel, 135

mnozina, 134, 135

mnohostén, 136

obal, 134, 135
kuzelosecka, 62
kvadratickd

forma, 58

funkce, 61
kvadrika, 62

Lagrangeuv multiplikator, 109
Lagrangeova funkce, 109
Laplacian grafu, 64
linearni
program v rovnicovém tvaru, 118
forma, 24
kombinace, 22, 135
nerovnice, 117
nezavislost, 22
obal, 22, 135
optimalizace, 117
podprostor, 22, 135
program, 117
rovnice, 117
soustava, 45
soustava nehomogenni nedourcena, 45
soustava homogenni, 45
soustava homogenni preurcena, 71

soustava nehomogenni, 45
soustava nehomogenni preurcend, 45
zobrazeni, 23

LP relaxace, 126

matice, 13

uzka, 13

ctvercovd, 13

sirokd, 13
antisymetrickd, 14
blokova, 17
diagondlni, 13
diagonalizovatelna, 58
Hessova, 87
indefinitni, 59
inverzni, 15

Jacobiho, 81
jednotkovd, 13
nulové, 13
obdélnikova, 13
ortogonalni, 36
permutaéni, 37
positivné/negativné (semi)definitni, 59
regularni, 15

rotacni, 36
singularni, 15
specialni ortogonalni, 36
symetricka, 14
transponovana, 14
trojuhelnikova, 13

metoda

Gauss-Newtonova, 101
Levenberg-Marquardtova, 103
nejmensich ¢tvercu, 45
Newtonova, 98

sestupna, 97

simplexova, 143

simplexova dvoufizova, 151
simplexova zékladni, 148

metrika eukleidovska, 33
minimé&ln{

argument funkce na mnozine, 8
hodnota funkce na mnozine, 8
prvek mnoziny, 8

minimum

6

funkce na mnoziné, 8, 90
funkce na mnoziné ostré, 8



globélni, 90

lokalni, 90

lokalni ostré, 90

ostré, 90
mnozina

Ciselnd, 6

konvexni, 134, 135
mnohostén konvexni, 136
monom, 56

nadrovina, 29, 135
opérna, 138
nejmensi
Ctverce, 45
norma, 50
prvek mnoziny, 8
nerovnost
Cauchy-Schwarzova, 33
trojihelnikova, 33
nezavislost
afinni, 28
linearni, 22
norma
p-norma, 123
eukleidovska, 33
Frobeniova, 41
matice, 40
vektorova, 123

obal
afinni, 27, 135
konvexni, 135
linearni, 22, 135
nezaporny, 135

omezeni, 10

opérna nadrovina, 138

optimalni
reseni, 10
argument, 10
hodnota, 10

ortogonalni
doplnék, 34
matice, 36
podprostory, 34
projekce, 37
projektor, 38
vektory, 33

ortonorméalni mnozina vektoru, 35

piimka, 29, 139
pivot, 145
pivotové pravidlo, 148
podprostor, 22
afinni, 27, 135
linearni, 22, 135
podprostory
ortogonalni, 34
poloprostor, 135
polynom, 56
charakteristicky, 57
homogenni, 56
Tayloruv, 87
projekce ortogonalni, 37
projektor ortogonalni, 38
prostor
linedrni, 22
nulovy, 26
obrazu, 25
pseudoinverze
matice s L.n. fadky, 51
matice s l.n. sloupci, 47
obecné matice, 52

regrese, 48
linearni, 48
robustni, 125
regularni
bod, 107
matice, 15
regularizace, 50
rostouci funkce, 95
rovina, 29
rovnice
linearni, 117
normalni, 46
rozklad matice
podle hodnosti, 31
podle vlastnich ¢isel, 58
QR, 40
spektralni, 58

simplexova
metoda, 143
tabulka, 146

singularni
matice, 15

skalar, 13

7

skalarni soucin
matic, 40
vektort, 33
slackova proménnd, 119
Smer
Gauss-Newtonovuv, 101
Newtonuv, 100
sestupny, 97
soucin
maticovy, 14
skaldarni s. matic, 40
skalarni s. vektoru, 33
skalaru a matice, 13

vnéjsi, 17
soutadnice, 23
spektralni

rozklad, 58
spektrum matice, 57
stacionarni bod, 96
stacionarni bod, 95
stopa matice, 16

na podprostoru, 68

transpozice, 14

veta
Fermatova, 95
Frobeniova, 45
spektrélni, 58
vektor, 8, 16
radkovy, 16
normalizovany, 35
sloupcovy, 16
vektory
afinné nezavislé, 28
kolmé, 33
linearné nezavislé, 22
ortogonalni, 33
ortonormélni, 35
vlastni
¢islo, 56
vektor, 56
vnitfek mnoziny, 89
vnitini bod mnoziny, 89
vrchol, 138
vrstevnice funkce, 78
vychylena hodnota, 125

zobrazeni, 7

8

fez z., 84

afinni, 29

diferencovatelné, 81
linearni, 23

spojité, 79

spojité diferencovatelné, 81



	Značení a základní pojmy
	Matematické značení
	Množiny
	Zobrazení
	Funkce a zobrazení více reálných proměnných
	Extrémy funkce na množině

	Úloha spojité optimalizace
	Cvičení

	I Použití lineární algebry v optimalizaci
	Maticová algebra
	Binární operace s maticemi
	Transpozice a symetrie
	Hodnost
	Inverze
	Determinant
	Stopa
	Matice s jedním sloupcem nebo jedním řádkem
	Matice sestavené z bloků
	Zločiny při práci s maticemi
	Cvičení

	Linearita
	Lineární podprostory
	Lineární zobrazení
	Prostor obrazů
	Nulový prostor

	Afinní podprostor a zobrazení
	Cvičení

	Ortogonalita
	Standardní skalární součin
	Ortogonální podprostory
	Ortonormální množina vektorů
	Matice s ortonormálními sloupci
	Ortogonální projekce
	Projekce na ortogonální doplněk
	Vzdálenost bodu od podprostoru

	Gram-Schmidtova ortonormalizace
	QR rozklad

	Skalární součin a norma matic
	Cvičení

	Nehomogenní lineární soustavy
	Přibližné řešení ve smyslu nejmenších čtverců
	Ortogonální projekce na podprostor daný obecnou bází
	Řešení pomocí QR rozkladu
	Lineární regrese
	Statistické odůvodnění kritéria nejmenších čtverců
	Vícekriteriální nejmenší čtverce, regularizace

	Řešení s nejmenší normou
	() Pseudoinverze obecné matice
	Cvičení

	Spektrální rozklad a kvadratické funkce
	Vlastní čísla a vektory
	Spektrální rozklad

	Kvadratická forma
	Kvadratická funkce
	Kvadrika

	Cvičení

	Proložení bodů podprostorem
	Problém nejmenší stopy
	Proložení bodů podprostorem
	Nejbližší matice nižší hodnosti
	Co když prokládáme afinním podprostorem?

	Přeurčené homogenní lineární soustavy
	Singulární rozklad
	Nejbližší matice nižší hodnosti

	Cvičení


	II Nelineární optimalizace
	Nelineární funkce a zobrazení
	Spojitost
	Derivace funkce jedné proměnné
	Parciální derivace
	Derivace zobrazení
	Derivace složeného zobrazení
	Derivace maticových výrazů

	Směrová derivace
	Gradient
	Parciální derivace druhého řádu
	Taylorův polynom
	Vniřek a hranice množiny
	Lokální extrémy funkce na množině
	Cvičení

	Volné lokální extrémy
	Analytické podmínky
	Pro jednu proměnnou
	Pro více proměnných

	Sestupné metody
	Gradientní metoda
	() Závislost na lineární transformaci souřadnic

	Newtonova metoda
	Použití na soustavy nelineárních rovnic
	Použití na minimalizaci funkce

	Nelineární metoda nejmenších čtverců
	Gauss-Newtonova metoda
	Rozdíl oproti Newtonově metodě
	Levenberg-Marquardtova metoda

	Cvičení

	Lokální extrémy vázané rovnostmi
	Tečný a ortogonální prostor k povrchu
	Podmínky prvního řádu
	() Podmínky druhého řádu
	Cvičení


	III Lineární programování
	Lineární programování
	Transformace úloh LP
	Po částech afinní funkce

	Optimální výrobní program
	Směšovací (výživová) úloha
	Dopravní úloha
	Přeurčené lineární soustavy
	Vektorové normy
	Přibližné řešení přeurčených lineárních soustav
	Lineární regrese

	Celočíselné lineární programování, LP relaxace
	Nejlepší přiřazení
	Nejmenší vrcholové pokrytí
	Největší nezávislá množina

	Cvičení

	Konvexní množiny a mnohostěny
	Konvexní množiny
	Čtyři druhy kombinace vektorů
	Konvexní mnohostěny
	() Extrémní body
	() Extrémy lineární funkce na mnohostěnu

	Cvičení

	Simplexová metoda
	Stavební kameny algoritmu
	Přechod k sousední standardní bázi
	Kdy je sousední bázové řešení přípustné?
	Co když je celý sloupec nekladný?
	Ekvivalentní úpravy účelového řádku
	Co udělá přechod k sousední bázi s účelovou funkcí?

	Základní algoritmus
	Inicializace algoritmu
	Dvoufázová simplexová metoda

	Cvičení



