Dynamické programovani 1/1

Vojtéch Franc

Czech Technical University, Faculty of Electrical Engineering
Department of Cybernetics, Center for Machine Perception
121 35 Praha 2, Karlovo nam. 13, Czech Republic

xfrancv@cmp.felk.cvut.cz, http://cmp.felk.cvut.cz



http://cmp.felk.cvut.cz
http://cmp.felk.cvut.cz

&
Dynamické programovani C

2/1

® F: X" — R ... kriteridlni funkce prifazuje readlné Cislo kazdé posloupnosti
(T1,...,Tpn) EX XX X X X.

¢ X ={1,...,K} ... kone¢nd mnozina s K prvky. Tudiz pocet vsech posloupnosti
(1,...,x,) € X" je roven K",

¢ Nasim cilem je vyresit minimalizacni tlohu

* .
F* = min =~ F(z1,...,2,)
(X1,y...,xn)EXT

¢ Uloha je polynomialné resitelnd pomoci dynamického programovani pokud

n—1
F('rh S 73:71) — Zfi(xhxi—f-l)
1=1

kde f;: X x X — R, 7=1,...,n—1 je mnozina n — 1 funkci arity 2.

¢ Nekonvexni problém, protoze X" neni konvexni mnozina. Uloha je instanci celociselného
programovani (integer programing).
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¢ Priklad: X = {1,2,3}, n =4

F* = min [f1(£81,372) + fo(z2, x3) + f3(5173>374)}

(z1,x2,73,74)EX?

coz je ekvivalentni hledani nejkratsi cesty v orientovaném acyklickém grafu na jehoz
hranach jsou hodnoty funkci fi(x1,22), ..., fn_1(Tn_1,25)
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n—2
F* = min [Z fi(zi, xip1) + fn_1(513n—1,33n)]
i=1

Fn(x) — min [Z fz mzaxz—l—l) + fn l(xn 1737)]

— min [Fn_l(a:’) + (@, x)]
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Algoritmus dynamické programovani

Inicializace: Fi(z)=0,Vre X

for:=2,....,ndo
FZ(:C) — min [Fi_l@fl) -+ fi_1<$/,$)} rEeEX
x'e
end for

F* = mingcx Fp(x)

. e : 1
¢ Algoritmus nalezne globalni minimum F* = min,, . yexn y .y fi(Ti, Tig1) -

¢ Slozitost algoritmu je O(nK?), kde n je polet proménnych a K je polet moznych
hodnot jedné proménné.
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¢ Priklad: X = {1,2,3}, n =4

P = min f1(z1, 22) + falwo, x3) + f3(ws, x4)| =1

(z1,72,73,04)EX?

F;(x) je cena nejkratsi cesty z uzlu A do uzlu (7, x).

Fl(l’)
0
r=1 1
O.
r =2 0 ‘
‘ 3
=3 1

L1
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¢ Co kdyz chceme znat optimalni hodnoty proménnych, t;.

*

(x],...,x )= argmin F(x1,...,T,)
(a:l,...,:cn)EX”

Algoritmus dynamické programovani

Inicializace: Fi(z)=0,Vre X
for:=2,....ndo

Fi(x) = mir)é [Fi_l(l‘/) + fq;_l(a:/,:zt)} reX

x'e
ind;(x) = argmin [Fi_l(x’) + fi1(2, x)} reX
x'eXx

end for
F* = mingcx Fp(x)

r; = argmin, y F,(7)
for i=n,....,2 do
r;_y = ind;(x7)

end for
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¢ Ptiklad: X = {1,2,3}, n =4

(7, 21) = min fr(21,29) + fawa, x3) + fa(xz, 24)] = (3,1,2,2)

(z1,72,73,04)EX?

(1 — 1,2nd;(x)) je uzel, kterym prochazi nejkratsi cesta z uzlu A do uzlu (i, ).

r=1
r =2
=3



http://cmp.felk.cvut.cz

Dynamické programovani @

9/1

Dynamické programovani poprvé pouzito Richardem Bellmanem pro feSeni problémi z
teorii fizeni (1953). Pozdéji nalezlo aplikace v mnoha oborech.

Dynamické programovani je optimalizacni strategie pro reseni slozitych problémi na
zakladé jejich postupné dekompozice na mnozinu jednodusSich problémdi.

VVVVVV

LA&4

podproblémil, jejichz reSeni je potreba k jeho vyreseni.

Dynamické programovani implicitné definuje orientovany acyklicky graf jehoz uzly jsou
jednotlivé podproblémy a hrany urcuji poradi reSeni téchto podproblému.
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Cilem je spoditat vzdalenost mezi dvéma retezci + € A™ a y € A" nad abecedou A.

Editovaci operace:

Operace Ekvivalentni operace (klavesa) v editoru
DELETE DEL

INSERT (Insert mode) | A | --| Z
SUBSTITUTE | (Overwrite mode) | A | --| Z

Operace jdi na dalsi znak

—>

se nepocitd mezi editovacich operace, ale Ize pouzit.

Levenstainova vzdalenost d(z, ) je minimalni pocet editovacich operaci, které prevedou

fetézec = na retézec y

Levenstainova vzdalenost je metrika:

e d(x,y) > 0 (nezapornost)

o (

d(x, z

=0 <= = =1y (0 pouze kdyZ z a jsou shodné y )

(2, y) =
o d(x,y) =d(y,x) (symetricka)
(,2) =d(x,y) + d(y, z) (trojahelnikovad nerovnost)
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Priklad: = =" DWARF", y =" WORM"

"DWARF" = "WORM" "WORM" = "DWARF"
retézec operace penalta retézec operace penalta

D WARF | DELETE W |ORM INSERT D

W |ARF | jdi na dalSi znak D| W |[ORM | jdi na dalsi znak
W A RF SUBST A= O DW| O RM | SUBST O= A
WO| R [F | jdi na dalsi znak DWA| R |M | jdi na dalsi znak

WOR F SUBST F= M 1 DWAR M SUBST M= F |1
WORM pocet edit. operaci je 3 DWARF pocet edit. operaci je 3

OO = O =
S = O =
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¢ Abychom mohli pouzit dynamické programovani, musime problém prevést na reSeni o
néco jednodussich problémi.

¢ Necht F'(i,7) je Levensteinova vzdalenost mezi z[1 : i| a y[1 : j], tj. d(x,y) = F(n,m).
¢ Levensteinova vzdalenost F'(i,7) mlze byt rovna jen jednomu ze Ctyf Cisel
F(i—1,7)+ 1 pokud posledni operace je DELETE
F(i,j7 — 1)+ 1 pokud posledni operace je INSERT y|/]
F(i—1,7—1)+ 1 pokud posledni operace je SUBSTITUTE z[i| = y|i]
F(i— 1,7 —1) pokud posledni operace je prejdi na dalsi znak.

a tudiz musi platit

F(i,j) = min {F(z -L,H)+1L,FG,j—1)+1,F@i—1,7—1)+ diff(x[z’],y[j])}
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¢ Priklad 1: x ="DWARF”, y ="WORM"

vzdalenost | mezi retézci zbyva vyresit
F(4,4) =3 | "DWAR" a "WORM" | WORM F
F(5,3) =3 | "DWARF” a "WOR"” | WOR
F(4,3) =2 | "DWAR" a "WOR" WOR| F

d(xz,y) = F(5,4) = min {3 + 1,3+ 1,2+ diff ("F")” M”)} =3

¢ Priklad 2: z ="DWAR", y ="WOR"

vzdalenost | mezi retézci zbyva vyresit
F(3,3)=3 | "DWA" a “WOR" | WOR R
F(4,2) =3 | "DWAR" a "WQO" | WO

F(3,2) =2 | "DWA" a "WQ" WQO| R

d(x,y) = F(4,3) = min {3 +1,3+ 1,2+ diff("R",” R”)} — 9



http://cmp.felk.cvut.cz

Levensteinova vzdalenost

14/1

Algoritmus s vypocetni slozitosti O(mn)

Vstup: fetézce x|l : n| a y[l:m)]

for. =0,....ndo
F(i,0) =1

end for

for ) =0,....,m do
F(0,5) = j

end for

for.=1,....ndo

for j=1,....ndo
F(i, j) = min {F(i—l,jm, F(i, j—1)+1, F(z‘—l,j—1>+diff<xm,y[jn}

end for
end for
d(z,y) = F(n,m)
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Priklad: = =" DWARF", y ="WORM"

Tabulka vzdalenosti F'(i, 7)

D W A R F

o 1 2 3 4 5
wil 1 1 2 3 4
O|2 2 2 2 3 4
RI3 3 3 3 2 3
M|4 4 4 4 3 3
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Levensteinova vzdalenost

Vypocet Levensteinovy vzdalenosti je ekvivalentni hledani nejkratsi cesty v orientovaném
acyklickém grafu:

¢ Horizontalni hrana odpovida operaci DELETE (penalta 1)
¢ Vertikalni hrana odpovida operaci INSERT (penalta 1)

¢ Pokud diff(z[i], y[j]) = 1 odpovida diagonalni hrana operaci SUBSTITUTE (penalta 1)
¢ Pokud diff(z[i], y|j]) = 0 odpovida diagonalni hrana prechodu na dalsi znak (penalta 0)

D A F

‘*&‘N&
; 11 “&
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