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Uvod

V praxi se velmi ¢asto objevuji optimaliza¢ni tlohy s mnoha proménymi nebo vel-
kym mnozstvim omezeni. Takovéto tlohy nelze feSit obecnymi numerickymi algo-
ritmy na béznych pocitacich. V téchto pripadech nezbyva, nez se poohlédnout po
specializovanych metodach optimalizace. Na tomto cviceni si probereme “algorit-
mus odsekédvajicich nadrovin” (cutting plane algorithm), ktery je jednou z metod,
jenz umoznuje efektivni feSeni velkych tloh linearniho programovéani.

NavaZeme na ulohu z predchoziho cviceni, kdy jsme prokladali linearni funkci
mnozinou bodi. Budeme fesit llohu se zcela stejnym zadanim az na to, ze budeme
pracovat s mnohem vét$i mnozinou bodi. To znamena, Zze odpovidajici lloha lineér-
niho programovani bude mit velké mnozstvi omezeni a stane se pro bézné numerické
algoritmy nefesitelnd v rozumném case.

Minimaxni prokladani linearni funkce velkou mno-
zinou bodu

Zadani tlohy je stejné jako v predchozim cviCeni, tzn. mame danu mnozinu bodu
T={(z1,91),-- s (Tm,Ym)} € (RXR)™ a chceme nalézt parametry linearni funkce
fap(x) = ax + b, tak aby maximalni absolutni odchylka

e(a,b) = max |fuple) i (1)

byla minimalni. Jingymi slovy cheme vyfesit optimaliza¢ni Glohu
(a*,b%) € argmin max |ax; + b — y;] . (2)
acr, t=1,....m

beR

Na minulém cviceni jsme si uvedli grafickou interpretaci této ulohy, a také jsme si
odvodili ekvilantni tilohu linedrniho programovani, kterd mé tvar

(@*,b",\") € argmin A\ (3a)
a€R,bER,AER
za podminky
ax; +b—vy; A, i=1,...,m

<

—ax; —b+y, < A, i=1,....m (3b)

Zatimco minule jsme prokladali pfimku m = 50 body, dnes budeme chtit prolozit
pfimku m = 1000000 (slovy miliénem) bodii. To znamend, ze odpovidajici iloha
LP ma 2m = 2000000 omezeni. Na bézném pocitaci s procesorem Intel Centrino
@ 1.8GHz a 3GB paméti, trva vypocet asi 1.5 hodiny. Podotknéme jesté, ze i tato
tloha je stale velmi zjednodusena, protoze uvazujeme pouze body v 1-dimensionalni
prostoru, tj. obecné muzou byt x a a vektory v n-dimenzionalnim prostoru. Toto
zjednoduseni délame timyslné proto, abychom mohli problém snadno vizualizovat a
tim lépe pochopit.



Obrazek 1: Piiklad fitovani linearni funkce do mnoziny bodt. Body odpovidajici
aktivnim omezenim jsou oznaceny modrym krouzkem.

Algoritmus odsekavajicich nadrovin

Predpoklddejme, Ze zndme optimalni FeSeni problému , tj. zndme trojici (a*, b*, A*).
Potom si miZzeme mnozinu omezeni rozdélit na prodmnozinu aktivnich a pod-
mnozinu neaktivnich omezeni podle toho, jestli je po vyfeseni tlohy splnéna rovnost
nebo ostra nerovnost, tj.:

1. Aktivni omezeni:

a*x; + b —y; AL dely
—a*x; —b*+y, = AN, iel_

2. Neaktivni omezeni:

a*xi—l—b*—yi < )\*, i€J+
—afr; = bty < AN, ieJ_

Zavedeme si mnozinu I = I, U I_, kterd obsahuje indexy bodl jenz odpovidaji
aktivnim omezenim. Body {(z;,v;) | ¢ € I'} budeme nazyvat aktivni body. Podobné
zavedeme mnozinu J = J; U J_ obsahuji indexy bodi s neaktivnim omezenim.

Obrézek ilustruje rozdil mezi body odpovidajici aktivnim omezenim (oznacené
modrym krouzkem) a body s neaktivnim omezenim. Je vidét, Ze body s aktivnim
omezenim lezi na kraji pasu, tj. plati | fo« p (2;) —yi| = A*, @ € I. Body s neaktivnim
omezenim pak lezi uvnit pasu, tj. | fo- o= (2:) — yi| < A, 0 € J.

Z obréazku (1| je vidét, Ze minimalni absolutni ochylka (% §ifky péasu), a tim i
feseni celého problému, je urcena pravé a jen body odpovidajici aktivnim omeze-
nim. TudiZz pokud odebereme jakykoliv bod (nebo tieba i vSechny) lezici uvnit¥
pésu, nebude to mit zadny vliv na fesSeni. Jinymi slovy fikdme, ze pokud v mnoziné
omezeni nechédme jen ta, kterd odpovidaji aktivnim omezenim I, pak TfeSe-
nim takto redukovaného problému dostaneme feseni ptivodniho problému. Tj. po
vyfeseni redukovaného problému

(4,b,\) € argmin X (5a)
a€R,bER,AER



za podminky
zia+b—y, < A, i€ly

—ria—b+y < A, i€l (5b)

dostaneme (d,l;,j\), ktera je soucasné resenim problému . Diky niz$imu poctu
omezeni se da redukovany problém fesit jednoduseji v porovnani s ptivodnim
problémem . V konkrétnim ptipadé z obrazku(l|je pocet bodi m = 50 a tudiz pi-
vodni problém ma 2m = 100 omezeni B Naproti tomu redukovany problém ,
jak je vidét i z obrazku , ma pouze 3 omezeni, tj. vice nez 16X méné.

K tomu, abychom mohli redukovany problém fesit, museli bychom znat ak-
tivni omezeni . Aktivni omezeni ovSem neméame k dispozici, nebot k jejich urceni
je tfeba znat optimalni feseni ptivodniho problému . Nastésti existuje jednodu-
chy iterativni algoritmus, ktery umoziuje mnozinu aktivnich omezeni nalézt. Tento
algoritmus funguje nasledovné:

Algorithm 1 Algoritmus odsekvajicich nadrovin (Cutting plane algorithm)
1: t:=1.
2: Zvol ndhodné mnozinu Iy, napf. I; = {1}.
3: repeat
4:  Vyftes redukovany problém

(ag, by, A¢) € argmin A (6a)
a€R,beR,AER

za podminky
A, 1€,
A, 1€,

ari+b—yi <
—ar; —b+y, <
5:  Nalezni bod s nejvétsi odchylkou

iy € argmax |a;x; + by — i
i€{1,...,m}

a pokud e(ay, by) — Ay > Tolerance, pak vloz tento bod mezi aktivni
It—',—l = It U {’Lf}

6: t=t+1
7: until £(a, b)) — Ay < Tolerance.

Algoritmus (1)) funguje tak, Ze na poéatku zvoli mnozinu aktivnich bodt ndhodné
(Krok 2). Nésledné iteruje dva kroky. Nejprve vyfesi redukovany problém |§|7 jehoz
omezeni jsou dana aktudlnim odhadem mnoziny aktivnich bodi ;. Déle algoritmus
nalezne bod, ktery nejvice porusuje omezeni. Odchylka tohoto bodu udéavé hodnotu
kriteridlni funkce e(ay, b:), kterd se porovnd s dolni mezi a tim se uréi vzdalenost
od optimalniho feseni. Pokud je tato vzdalenost vétsi nez zadana tolerance, vlozi se
nalezeny bod do mnoziny I; (Krok 5). Tyto dva kroky se opakuji dokud neni splnéna
ukonéovaci podminka (Krok 7). Splnéni ukoncovaci podminky zaruéi, ze kvalita
nalezené linearni funkce se nelisi od kvality té optimélni o vice neZ je pozadovana
tolerance, tj. ze plati

e(ag, by) —e(a™,b*) < Tolerance . (7

1V ilustra¢nim piikladé nepouzivame problém s m = 1000000 jenz chceme Fesit. Diivod je ten,
ze takovéto mnozstvi bodt by se zobrazilo jako jednolity pas a obrazek by se stal nepfehlednym.



Nerovnice vyplyne okamzité z ukoncovaci podminky e(a, b;) — Ay < Tolerance
pokud si uvédomime, zZe \; je dolni mez optimalniho FeSeni, tj. Ze plati \; < e(a*, b*).
A skutecné, \; je optimalni FeSeni fitovaciho problému pro podmnoZinu bodu I; a
tudiz nemtze byt horsi nez feseni kdy uvazujeme vSechny body.

K tomu abychom dokazali, Ze se algorimus zastavi v konetném poctu kroki,
staci ukazat, ze v kroku 5 se do mnoziny I; vlozi vzdy bod, ktery tam jesté nebyl.
Pokud tento vyrok plati, pak se algoritmus zastavi nejdéle po m krocich, kdy I
bude obsahovat vSechny body a redukovany problém bude stejny jako problém
puvodni. Dtkaz uvedeného vyroku neni tézky a jeho nalezeni je jednim z Vasich
tkolli. V mnoha praktickych problémech algoritmus nastésti zkonverguje po nékoli
malo iteracich jak si sami ovéfite na nasi fitovaci tloze.

Nazev, “algoritmus odsekavajicich nadrovin”, vyplyne pokud si uvédomime, ze
nerovnice, které se v kazdé iteraci algoritmus pridava k redukovanému problému,
odsekavaji (separuji) aktudlni feSeni (at, b;) od feSeni optimélniho (a*,d*).

Ukoly k vypracovani

1. Implementujte algoritmus |1| a vyzkousejte ho na datech z minulého cviceni.
Pro feseni redukovaného problému puzijte funkci linprog, kterd je soucasti
optimaliza¢niho toolboxu v Matlabu.

Vystup: nic.

2. Stahnéte si soubor http://cmp.felk.cvut.cz/cmp/courses/0PT/cviceni/
03/data2.mat. Soubor obsaduje vektor x [1000000 x 1] a vektor y [1000000 x 1],
které definuji mnozinu 7. V nasem piipadé je tedy m = 1000000. Nafitujte li-
nearni funkci pomoci algoritmu implementovaného v bodé 1. Toleranci zvolte
Tolerance = 1074,

Vystup: parametr a a b nalezené primky.

3. Vykreslete do grafu hodnoty e(a¢, b) a A; jako funkci ¢.
Vystup: graf.

4. Jaka je hodnota e(at, b:) a A+ po ukonceni algoritmu?
Vystup: dvé cisla.

5. Dokazte, ze v kroku 5 algoritmu [I] se do mnoziny I; vzdy vklada bod, ktery
tam jesté nebyl, tj. ze vzdy plati iy ¢ I;.

Vystup: struény dukaz.
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