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Kapitola 1

Uvod

1.1 Disciplina optimalizace

Optimalizace (pfesnéji matematickd optimalizace) se zabyvé minimalizaci (¢i maximalizaci)
funkci mnoha proménnych za piripadnych omezujicich podminek. Do této definice se vejde
prekvapivé mnozstvi tloh z inzenyrské praxe i prirodnich véd: casto prece chceme néco udélat
‘nejlépe’ v ramci ‘danych moznosti’. Naucit se rozpoznavat optimalizacni problémy kolem sebe
je inzenyrovi velmi uzitecné. Optimalizace, téZz nazyvana matematické programovdni, je Cést
aplikované matematiky, lezici na pomezi matematické analyzy, linearni algebry a informatiky.
Je to moderni obor, ktery se rychle rozviji.
Piiklady problému, které vedou na optimalizacni ulohy:

e Aproximuj naméienou funkéni zavislost polynomem daného stupné, aby aproximace byla
nejlepsi.
e Investuj 1000 K¢ do danych druhu akeii tak, aby ocekdvany vynos byl velky a riziko malé.
e Rozmisti dany pocet prodejen po meésté tak, aby kazdy ¢lovék mél do prodejny blizko.
e Najdi prubéh fidiciho signdlu ruky robota tak, aby se dostala z mista A do mista B po
draze minimdlni délky (pfip. minimalniho ¢asu ¢i vydaje energie) a bez kolize.
e Reguluj piivod plynu do kotle a obéh vody v topeni tak, aby teplota v domé byla blizka
kyzené teploteé.
e Navrhni plosny spoj daného zapojeni, aby délka spoju (piip. pocet pruchodu mezi vrst-
vami) byla nejmensi.
e Najdi nejkratsi cestu v pocitacové siti.
e Vyhledej nejlepsi spojeni v jizdnim radu z mista A do mista B.
e Navrhni nejlepsi skolni rozvrh.
e Postav most o dané nosnosti pti nejmensi spotiebé materialu.
e Nau¢ umélou neuronovou sit.
Mimo inzenyrskou praxi je optimalizace vyznamna v piirodnich védach. Vétsinu fyzikalnich
zakonu lze formulovat tak, ze néjaka veli¢ina nabyva extrémalni hodnoty. Zivé organismy v
kazdém okamziku tesi, vedomeé ¢i podvédomé, mnozstvi optimaliza¢nich tloh — napi. se rozho-
duji pro nejlepsi z moznych chovani.
V tomto kursu se nenaucite fesit vSechny tyto tlohy — uz proto, ze nékteré jsou velmi tézké.
Ale naucite se rozpoznat druh a obtiznost uloh a dostanete pevné zaklady pro presné reseni
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jesté podstatné rozsiti po absolvovani navazujiciho kursu Kombinatorickd optimalizace.

Problém popsany pfirozenym jazykem je nejdiive nutno prevést do jazyka matematiky —
vytvorit jeho matematicky model (tedy zvolit proménné, tceloou funkci a omezeni). Vytvoreni
matematického modelu vyzaduje zjednoduseni reality, tj. zanedbéni nékterych jevu (proto,
ze jsou bud ‘nepodstatné’ nebo Ze nejsou ‘piilis podstatné” ale je obtizné je modelovat). Slova
prirozeného jazyka jako ‘nejlepsi’ nebo ‘nejvyhodnéjsi’ mohou mit matematicky nékolik riznych
vyznamu, tedy preklad slovni tlohy do matematického jazyka nemusi byt jednoznacny. Kon-
strukce matematického modelu vyzaduje u slozitéjsich loh hodné prace a ¢asto nékolik cyklu
pokus—omyl.

1.2 Znaceni

Standardni ¢iselné mnoziny.
e N je mnozina piirozenych c¢isel
e 7 je mnozina celych cisel
e Q je mnozina racionalnich cisel

e R je mnozina redlnych ¢isel

R, resp. R, je mnozina nezédpornych resp. kladnych realnych ¢isel.
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R = RU {—o00, +oo} je mnozina rozsifenych redlnych é&isel, kde aritmetické operace
jsou dodefinovany pro obé nekoneéna (vyrazy oo — oo, 0 - 00, 0/0 a oco/oco jsou nedefi-

novany).
Kartézsky souéin. Pro mnoziny X;,..., X, uspotfadanou n-tici prvka z; € Xy, ..., x, €
X, oznac¢ujeme kulatymi zéavorkami (z1,...,x,) € X; X -+ x X,,. Kartézsky souc¢in n stejnych

mnozin zna¢ime X" = X x --- x X (n-krat).

Mnozina definovana vlastnosti prvkia. Necht p(z) je logicky vyrok s proménnou x € X,
tedy ¢(x) je bud pravda nebo nepravda v zévislosti na z. Symbol

{reX|pl)}

oznacuje mnozinu prvku mnoziny X, které spliiuji vyrok p(z). Napt. {zr e R| -1 <z <1} je
otevieny interval (—1,1). Pokud z kontextu bude jasnd mnozina X, budeme toto zkracovat na

{z]|¢(x)}, napt. {z | -1 <z <1}
Pokud f: X — Y je zobrazeni z mnoziny X do mnoziny Y, budeme pouzivat zkratku

{lyeYly=/ ), veX o)} ={fz)[zeX o)}
¢i pouze { f(x) | ¢(x) }, pokud je X jasné z kontextu. Napt. mnozina
{yeR|y=2" 7R, -l<ax<l}={2*|zeR, ~-1<z<l}={2"|-1<z<1}

je polouzavieny interval (0, 1).



Extrém realné funkce na mnoziné. Pro minimum redlné funkce f na mnoziné X pouzivame
oznaceni

min f(z) = min{ f(z) |z € X }.

rzeX
Pro mnozinu prvku X, ve kterych se minimum nabyva, se pouziva symbol argument minima:

argmin f(z) = {2 € X | f(z*) = min f(z) }.

zeX xeX

Uveédomte si, ze Y = { f(z) | z € X } C R je sama o sobé mnoZina, je to obraz mnoziny X
v zobrazeni f. Tedy zatimco zapis min{ f(z) | € X } je korektni a znamend minY’, zdpis
argmin{ f(z) | z € X } je syntakticky nesmysl.

Priklad 1.1.

. min|z — 1| =min{ |z — 1| | z € R} = 0, argmin |z — 1| = {1}
z€R zeR

2. Necht (ay,as,...,as) = (1,2,3,2,3). Pak mialxai =3, argfr)naxai = {3,5}.

i=1

3. argmax xcosy={(52kn)|keZ}U{(-5 2k+1)r)|keZ} O
(z,y)€(—5,5) xR

Cviceni
1.1. Najdéte (ivahou) co nejjednodussi popis nasledujicich mnozin:

a) {2? |z eR}

b) {1/9[;2]9521}

c) {e* |z eR}

d) {z+y|2?+y> <1}

) {ztyla?+y?=1}

£) {lz[+yl |2 +y* =1}

g) {z+ 4z, | xeR x| =1}
h) {[z—yllz€(0,1), ye(1,2)}

1.2. Mé&jme mnozinu bodi v roviné X = (=1,1) x {0} = {(2,0) | -1 <z < 1} C R2%
Nacrtnéte néasledujici mnoziny:

D

a) {y eR*| min|x —ylls <1}
b) {y € R?| max|}x —y[l» <2}

1.3 Formulace optimaliza¢nich tloh
Optimalizacni ulohy lze formulovat jako hledani minima dané realné funkce na dané mnoziné:

min f(z). (1.1)

V optimalizaci se casto nazyvéa nasledujici ndzvoslovi. Funkce f se nazyva wcelova (také po-
kutova, cenové, kriteridlni) funkce. Mnozina X se nazyvéd mnozina pripustnych feSeni, coz
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je vlastné protimluv, protoze prvky X nejsou feSenimi tlohy. Prvky mnoziny argmin,,y f(z)
se pak nazyvaji optimalni reseni.

Formulace (1.1) je velmi obecnd a abstraktni, nebot mnozina X muze byt zcela libovolna.

Existuji tti siroké kategorie tloh:

e Pokud je mnozina X koneénd (i kdyz typicky velmi velkd), mluvime o kombinatorické
optimalizaci. Jeji prvky mohou byt napt. cesty v grafu, konfigurace Rubikovy kostky,
nebo textové tetézce konecné délky. Prikladem je nalezeni nejkratsi cesty v grafu nebo
problém obchodniho cestujiciho.

e Pokud mnozina X obsahuje realna ¢isla ¢i vektory, mluvime o spojité optimalizaci. Ptikladem
je uloha linearniho programovani.

e Pokud mnozina X obsahuje funkce, mluvime o variac¢nim poctu. Ptikladem je nalézt tvar

rovinné kiivky, kterd pti dané délce obepina co nejvétsi obsah.

Tento kurs se vénuje témeér vyhradné spojité optimalizaci. Zde prvky mnoziny X jsou n-
tice redlnych proménnych x = (x1,...,z,) € R, tedy X C R™. Vsimnéte si, ze zapisujeme x
tucné, protoze jej povazujeme za vektor. Mnozina X je definovana jako mnozina vsech x € R"
splnujicich rovnice

g:(x) <0, i=1,....m

hi(x) =0, i=1,.. ¢ (1.2)
pro dané realné funkce n proménnych gy, ..., g, a hy, ..., hy. V tomto piipadé se tloha zapisuje
také jako

min  f(x)
za podminek g¢;(x) <0, i=1,...,m (1.3)
hi(x) =0, i=1,... ¢

Priiklad 1.2. Mame najit bod v roviné, ktery lezi na kruznici s jednotkovym polomérem a
se stfedem v pocatku a ktery je nejblize danému bodu a. Zde mame n = 2, m = 0, { = 1,
f(x) = ||x —al|, hi(x) = ||x]| — 1. To lze psét jako

min |ja — x||

za podminky ||x|| =1
nebo jako min{ |la — x|| | x € R?, ||x|| =1}. O

Rovnice a nerovnice (1.2) jsou omezujici podminky, kriatce omezeni. Omezeni tvaru
g:(x) < 0 prip. hi(x) = 0 se nazyva omezeni typu nerovnosti piip. typu rovnosti. Optimalni
feseni muze byt jedno, vice, nebo nemusi existovat. Vsimnéte si, ze omezeni h;(x) = 0 je
ckvivalentni dvéma omezenim h;(x) < 0 a —h;(x) < 0, proto jsme vlastné omezeni typu
rovnosti v problému (1.3) nemuseli explicitné uvadét. Omezeni mohou chybét (m = ¢ = 0).

V zavislosti na ucelové funkei a omezenich muze byt nalezeni optimalniho feseni snadné,
obtizné, nebo prakticky nemozné.

V tomto kursu se budeme zabyvat témito specialnimi ptripady:

e m = { =0, funkce f spojita diferencovatelna.

Vicerozmérna optimalizace bez omezeni. Specialné f kvadraticka positivné definitni: linearni
nejmensi ¢tverce.

e m =0, ¢ >0, funkce f, h; diferencovatelné.
Zde se naucite metodu Lagrangeovych multiplikatort.



e m, ! > 0, funkce f,g;, h; direferencovatelné.
Zobecnéni metody Lagrangeovych multiplikdtortu: Karush-Kuhn-Tucker (KKT) podminky.

e m, ¢ > 0, funkce f,g;, h; afinni.
Linearni programovéani (LP) a simplexova metoda.

e m, ! > 0, funkce f kvadraticka pozitivné semidefinitni, g;, h; afinni.
Kvadratické programovéni (QP).

e m, ! > 0, funkce f,g; konvexni, h; afinni.
Konvexni programovani, existuje jen jedno lokalni minimum. Budeme se zabyvat vlast-
nostmi konvexnich mnozin a funkei.

Cviceni

1.3. Formulujte (jiz vSak nefeste) néasledujici tlohy ve tvaru min{ f(x) | x € X }.

a)

Najdi dvojici bodu v roviné, z nichz jeden je uvnitt ¢tverce se stiredem v pocatku a
jednotkovou stranou a druhy je uvnitt kruhu se stfedem v bodé (2, 2) a jednotkovym
polomérem, tak aby si tyto dva body byly nejblize.

Najdi dvé prirozena ¢isla se souctem 7 a nejmensim soucinem.

Necht A je matice rozméru m xn, kde m < n, a b je vektor délky m. Predpokladejte,
ze matice ma hodnost m. Najdi feSeni x soustavy Ax = b tak, ze délka vektoru x
je minimalni.

Ve vesnici je n chalup o danych soufadnicich. Najdi soufadnice posty tak, aby postdk
meél k nejvzdélenéjsi (méfeno vzdusnou ¢arou) chalupé co nejblize.

Ve vesnici je n chalup o danych soutadnicich. Najdi souradnice m pump tak, aby
vzdalenost (vzdusnou ¢arou) od libovolné chalupy k nejblizsi pumpé byla minimalni.
Je ddno m bodu v roviné. Najdi kruznici (s libovolnym stfedem a polomérem) tak,
aby soucet druhych mocnin vzdéalenosti bodu od kruznice byl minimalni.

1.4. Vyfeste uvahou (piip. si nakreslete obrazek) néasledujici ulohy:

a)
b)

min{z>+y? |z >0,y >0, zy > 1}

min{ (z — 2)° + (y— 17 [ < 1, 42 < 1)

max{x-y | x € R", x-x <1} pro dany vektor y € R" (x -y znaci skalarni soucin).
Zkuste nejprve pro n = 1, pak pro n = 2, pak zobecnéte na libovolné n.

Najdi rozméry krabice bez vika o jednotkovém objemu a co nejmensim povrchu.
Hleda se n-tice ¢isel xq,...,z, € {—1,+1} tak, Ze jejich soucin je kladny a je-
jich souc¢et minimalni. Jako vysledek napiste hodnotu tohoto minimalntho souctu v
zavislosti na n.



