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Kapitola 1

Formulace optimalizac¢nich tloh

1.1 Matematické znaceni

Pokud potkate ve skriptech slovo vysazené tuéné, jde o nové definovany pojem, ktery mate po-
chopit a zapamatovat si. Slova vysazena kurzivou znamenaji bud’ zduraznéni, nebo novy avsak
v8eobecné znamy pojem. Odstavce, véty, dukazy, piiklady a cviceni oznacené hvézdickou (*)
jsou rozsitujici (a tedy obtiznéjsi) a neni nezbytné umét je ke zkousce.

Zopakujme nejdiive matematické znaceni, které se pouziva v celych skriptech a které by
¢tenal mél bezpecné ovladat.

1.1.1 Mnoziny

Néazvy mnozin budeme psat velkymi sklonénymi pismeny, napt. A nebo X. Budeme pouzivat
standardni mnozinové znacent:

{ai,...,a,} mnozina s prvky aq,...,a,

aeA prvek a patii do mnoziny A (neboli a je prvkem A)

ACB mnozina A je podmnozinou mnoziny B, tj. kazdy prvek z A patii do B
A=B mnozina A je rovna mnoziné B, plati zaroven A C Ba B C A
{a€ A|¢(a)} mnozina prvku a z mnoziny A, které splnuji logicky vyrok ¢(a)
AUB sjednoceni mnozin, mnozina {a | a € Anebo a € B}

ANB prunik mnozin, mnozina {a | a € A, a € B}

A\ B rozdil mnozin, mnozina {a |a € A, a ¢ B}

(ay,...,ap) usporadand n-tice prvku a4, ..., a,

Ax B kartézsky souc¢in mnozin, mnozina { (a,b) |a € A, b€ B}

A" kartézsky soucin n stejnych mnozin, A" = A x -+ x A (n-krét)
0 prazdnd mnozZina

Ciselné mnoziny budeme znaéit takto:



mnozina prirozenych ¢isel

mnozina celych cisel

mnozina racionalnich ¢isel

mnozina realnych cisel
" mnozina nezapornych realnych ¢éisel {x e R [z >0}
4t mnozina kladnych redlnych ¢éisel {x e R |z >0}
[x1,25] uzavieny redlny interval {x e R | z; <z < x5}
(x1,22) otevieny redlny interval {z € R | 2y <z <y}
[z1,29) polouzavieny redlny interval {z € R | xy <z < x9}
C mnozina komplexnich ¢isel

AAEAONZ

1.1.2 Zobrazeni

Zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B zna¢ime
fiA—=DB (1.1)

nebo (méné casto) A Yy B. Zobrazeni si mizeme predstavit! jako ‘Cernou skifiiku’, kterd kaz-
dému prvku a € A pritadi pravé jeden prvek b = f(a) € B. I kdyz ‘zobrazeni’ (mapping,
map) znamend presné totéz jako ‘funkce’ (function), slovo ‘funkce’ se obvykle pouzivé pouze
pro zobrazeni do ¢iselnych mnozin (tedy B = R, Z, C apod.). Zobrazeni se nazyva:

e injektivni (neboli prosté) pokud kazdy vzor ma jiny obraz, tj. f(a) = f(a') = a=d’;

e surjektivni (neboli A na B) pokud kazdy obraz mé aspon jeden vzor, tj. f(A) = B, tj. pro
kazdé b € B existuje a € A tak, ze b = f(a);

e bijektivni (neboli vzdjemné jednoznacné) pokud je zaroven injektivni a surjektivni.

Obraz mnoziny A’ C A v zobrazeni f: A — B znacime

fA) ={f(a) |ac A} (1.2)

Napi. je-li A’ = {1,3,4,—1} C Z a zobrazeni f: Z — 7Z je definované piedpisem f(a) = a?, je
f(A) ={1,9,16}.
Je-li A ={aecAlpla)}af A— B, pouzivame zkratku

f(A)={f(a)[ac A pla)} ={be B[b= f(a),a €A, ¢(a)} (1.3)

nebo pouze { f(a) | p(a) }, pokud je A jasné z kontextu. Napi. {z? |z € R, -1 <z <1} je
polouzavieny interval [0, 1).

Méjme dvé zobrazeni f: A — B a g: B — C, neboli A 5 B % C. Slozent zobrazent fag
je zobrazeni g o f: A — C definované jako (g o f)(a) = g(f(a)) pro kazdé a € A.

1.1.3 Funkce a zobrazeni vice realnych proménnych

Usporadané n-tici x = (21,...,2,) € R redlnych ¢isel fikdme (n-rozmérny) vektor. Zapis

f: R" — R™ (1.4)

L Pfesnd definice je ndsledujici: zobrazeni f: A — B je podmnozina kartézského sou¢inu A x B (tedy relace)
takové, ze (a,b) € f a (a,b’) € f implikuje b =1b'.



oznacuje zobrazeni, které vektoru x € R” priradi vektor

f(x)="f(z1,...,2,) = (fi(x), ..., (X)) = (f1(z1,. .., 2n), ..o, fr(@1, . ) €R™

kde fi,..., fm: R™ = R jsou slozky zobrazeni. Piseme také f = (f1,..., fn). Obrazek ilustruje
zobrazeni f: R? — R%:

Tl ——»

— fi(z1, 32, 33)
Ty —> f
T3 > 4’.]“2(:1:1737271‘3)

Pro m = 1 jsou hodnotami zobrazeni skalary a budeme pséat jeho jméno kurzivou, f. Pro
m > 1 jsou hodnotami zobrazeni vektory a proto jméno budeme psat tucné, f. I kdyz slova
‘funkce’” a ‘zobrazeni’ znamenaji jedno a to samé, je ¢asto zvykem pro m = 1 mluvit o funkci a
pro m > 1 o zobrazent.

1.1.4 Extrémy funkce na mnoziné

Necht’ Y C R. Prvek y € Y nazveme nejmensi prvek (neboli minimum) mnoziny Y, jestlize
y <9y pro vSechna y' € Y. Nejmensi prvek znacime

min Y.
Ne kazdd mnozina Y C R mé nejmensi prvek (napt. interval (0, 1] ho nemd). Na druhou stranu

je jasné, ze Y nemuze mit vice nez jeden minimalni prvek.
Méjme nyni funkci f: X — R, kde X je libovolnd mnozina. Oznac¢me

V=fX)={f(x)|[re X} CR
obraz mnoziny X funkci f. Pokud mnozina ¥ ma nejmensi prvek, definujeme

Ixrg(lf(x) =min{ f(z) [r€ X} =minV

a hovotime o minimu funkce f na mnoziné X. V tom pripadé existuje nejméné jeden prvek
r € X tak, ze f(x) = minY. Rikdme, ze funkce nabjvd minimum v bodé x. Pro podmnozinu
mnoziny X, ve kterych se minimum nabyva, se pouziva symbol ‘argument minima’
argmin f(z) ={z € X | f(x) =minY }.
reX

Podobné definujeme maximum funkce na mnoziné. Minima a maxima funkce se souhrnné na-
zyvaji jeji extrémy nebo optima.

Jednoduseji muzeme ftici, funkce f: X — R nabyva svého minima na mnoziné X v bodé
x € X, jestlize f(z) < f(a') pro vechny 2/ € X. Tato definice ovSem zamlcuje vztah k
minimalnimu prvku mnoziny Y C R.

Priklad 1.1.

o mj£|x_1| =min{|r— 1| |z € R} =minR, =0, argmin |z — 1] = {1}
TE z€R

e Necht’ f(x) = max{|z|,1}. Pak argmin f(x) = [-1,1].

e Necht' (ay,as,...,a5) = (1,2,3,2,3). Pak? m%lxai =3, argir)naxai = {3,5}. O
i= i=1

5

7777

i=1



1.2 Obecna tdloha spojité optimalizace

Optimalizaéni dlohy se formuluji jako hleddni minima dané redlné funkce f: X — R na dané
mnoziné X. Tato formulace je velmi obecnd, nebot’ mnozina X muze byt zcela libovolna.
Existuji tii siroké kategorie tloh:

e Pokud je mnozina X konecéna (i kdyz tfeba velmi velkd), mluvime o kombinatorické op-
timalizaci. Jeji prvky mohou byt napt. cesty v grafu, konfigurace Rubikovy kostky, nebo
textové Tetézce konecné délky. Prikladem je nalezeni nejkratsi cesty v grafu nebo problém
obchodniho cestujiciho.

e Pokud mnozina X obsahuje redlnd cisla ¢i redlné vektory (tedy X C R"), mluvime o
spojité optimalizaci. Piikladem je 1iloha linearniho programovani.

e Pokud mnozina X obsahuje redlné funkce, mluvime o variacnim poctu. Ptikladem je nalézt
rovinnou kiivku, ktera pti dané délce obepina co nejvétsi obsah.

Tento kurs se zabyva spojitou optimalizaci. V obecné tloze spojité optimalizace je X C R"”

mnozina feseni (z1,...,x,) € R™ soustavy m nerovnic a [ rovnic
gi(z1,. .. x,) <0, i=1,....,m (1.5a)
hz(IEl,,l‘n):O, Z:]_,,l (15b)
pro dané funkce g1,..., gm, h1,...,h: R® — R. Ve vektorovém znaceni piSeme

X ={xeR"[g(x) <0, h(x) =0},

kde g: R* — R™, h: R® — R! a 0 znaéf nulové vektory pifslusné dimenze. Ve shodé s oznace-
nim (1.3) se hleddni minima funkce f: R — R na mnoziné X muze zapsat jako

min{ f(x) | x € R", g(x) <0, h(x) =0}, (1.6)

To je zvykem zapisovat také takto:

min  f(z1,...,7,)
za podminek g;(z1,...,2,) <0, i=1,...,m (1.7)
hi(ZL'l,...,ZL'n)ZO, Z:]_,,l

Priiklad 1.2. Pastevec vlastni 100 metru pletiva a chce z néj udélat ohradu pro ovce o co
nejvetsim obsahu. Ohrada bude mit tvar obdélnika, z néhoz tii strany budou tvoreny plotem a
zbyla strana fekou (ovce neuméji plavat).

Ozna¢me strany obdélnika z, y. Resfme tlohu

max xy
za podminek 2x +y = 100
r,y =0

neboli
max{zy | x>0, y >0, 2z +y=100}.

Zde mamen =2, m=2,1=1.



Tuto dlohu dokazeme snadno vyfesit. Z omezeni 2z + y = 100 méame y = 100 — 2z, tedy
misto puvodni tlohy muzeme tesit ekvivalentni 1ilohu bez omezeni
min z(100 — 2x).
zeR
Minimum kvadratické funkce x(100 — 2z) snadno najdeme prostiedky analyzy funkei jedné

proménné. Nabyva se v bodé x = 25, tedy y = 100 — 2z = 50. Tyto hodnoty jsou kladné, tedy
podminky z,y > 0 jsou automaticky splnény a nemuseli jsme je explicitné uvazovat. (l

Priklad 1.3. Hledejme dvojici nejblizsich bodu v roving, z nichz jeden je na kruznici se sttedem
v pocatku a jednotkovym polomérem a druhy je ve ¢tverci se stredem v bodeé (2, 2) a jednotkovou
stranou. Ulohu lze samoziejmeé tesit snadno ivahou. Napisme ji ale ve tvaru (1.7).

Bod (21, z2) na kruznici spliuje 2% + 23 = 1. Bod (23, z4) ve ¢tverci splituje —1 < 23 —-2 < 1,
—2<ay—2<i Midmen=4,m=4,1=1a

X ={(vy,z,mg,m4) |2} + 25 —1=0, 3 —23<0, 23— 3 <0, 3 —24<0, 24— 3 <0}

Resime ulohu

min \/(xl —x3)% 4 (29 — x4)?

za podminek 2%+ 23 -1 =10
%—xgﬁ()
IEg—gSO
%—.T4§O
1’4—g§0 ]

V matematické analyze se fesenim tlohy (1.7) tika extrémy funkce f vdzané podminkami (1.5).
Pokud omezeni chybi, mluvi se o volngch extrémech funkce f. V matematické optimalizaci se
vzilo ponékud odlisné nézvoslovi:

e Funkce f se nazyva tcelovd (také pokutovd, cenova, kriteridlni) funkce.

e Prvky mnoziny X se nazyvaji pripustnd reseni, coz je vlastné protimluv, protoze nemusi
byt fesenimi dlohy (1.7). Prvkim mnoziny argmin, .y f(x) se pak iikd optimdlni resend.

e Rovnice a nerovnice (1.5) se nazyvaji omezujici podminky, kratce omezend.

e Omezeni (1.5a) ptip. (1.5b) se nazyvaji omezeni typu nerovnosti piip. typu rovnosti. Pokud
omezeni chybi (m =1 = 0), jedna se o optimalizaci bez omezen.

e Pokud je mnozina X pripustnych feseni prazdna (omezeni si odporuji), iloha se nazyva
nepripustnd.

e Pokud se ucelova funkce pti splnénych omezenich muze zlepsovat nade vsechny meze, iloha
se nazyva neomezend.

1.3 Cviceni

1.1. Vyfteste nésledujici ulohy, pricemz slovni tlohy nejdiive formulujte ve tvaru (1.7). Staci
vam k tomu zdravy rozum a derivace funkei jedné proménné.

a) min{z? +y* |z >0,y >0, zy > 1}
b) min{ (¢~ 2+ (y— 1) |2 <1, * <1}
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c)

a)
b
¢

d

D

)
)
)
)
f)
g)
)
i)
)
)
)
)

1

m

Mate vyrobit papirovou krabici o objemu 72 litrt, jejiz délka je dvojnésobek jeji sitky.
Jaké budou jeji rozmeéry, ma-li se na ni spotiebovat co nejméné papiru? Tloust’ka stén
je zanedbateln4.

Jaké ma rozmeéry vélec s jednotkovym objemem a nejmensim povrchem?

Najdéte rozméry pullitru, na jehoz vyrobu je tfeba co nejméné skla. Tloust’ka stén
je zanedbatelné.

Najdéte obsah nejvétsiho obdélnika vepsaného do kruznice s polomérem 1.

Obdélnik v roviné mé jeden roh v pocatku a druhy na kiivce y = 2% 4+ 272, pficemz

jeho strany jsou rovnobézné se souradnicovymi osami. Pro jaké x bude jeho obsah
minimalni{? Muze byt jeho obsah libovolné veliky?

Najdéte bod v roviné na parabole s rovnici y = x? nejblize bodu (3,0).

Hektarova oblast obdélnikového tvaru se mé obehnat ze tii stran zivym plotem, ktery
stoji 1000 korun na metr, a ze zbyvajici strany obycejnym plotem, ktery stoji 500
korun na metr. Jaké budou rozmeéry oblasti pti nejmensi cené plotu?

x,y jsou ¢isla v intervalu [1,5] takové, Ze jejich soucet je 6. Najdeéte tato ¢isla tak,
aby zy? bylo (a) co nejmensi a (b) co nejveétsi.

Hled4 se n-tice ¢isel x4, ..., z, € {—1, 41} tak, ze jejich soucin je kladny a jejich sou-
¢et minimélni. Jako vysledek napiste (co nejjednodussi) vzorec, ktery udava hodnotu
tohoto minimalniho souc¢tu pro obecné n.

Potkani biatlon. Potkan stoji na bfehu kruhového jezirka o poloméru 1 a potiebuje
se dostat na protilehly bod biehu. Potkan plave rychlosti v; a bézi rychlosti ve. Chce
se do cile dostat co nejrychleji, pricemz muze bézet, plavat, nebo zvolit kombinaci
obojiho. Jakou drahu zvoli? Strategie potkana muze byt ruzna pro ruzné hodnoty vy
a vy, vyfeste pro vSechny kombinace téchto hodnot.

1.2. Nacrtnéte néasledujici mnoziny (proménné x,y patii do R):

[-1,0] x {1}
7. x 7.
R x Z

(R x Z) U (Z x R)

{(zy) |2 +y* =1} xR
{(z,y)|x>0,y>0,zy=1}
{(z,y) | min{z,y} =1}
{1/z|x>1}

{1/37|\x|>1}

{e’ |z R}

{az+y\:c +yr <1}
{z—yla®+y* =1}
{$+ny|>1 lyl =1}
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Kapitola 2

Maticova algebra

Redlnd matice rozméru m x n je zobrazeni {1,....,m} x {1,...,n} — R. Toto zobrazeni
zapisujeme tabulkou
@11t Qin
A=lagl=|:+ -~ |,
Ui Gy

kde a;; jsou prvky matice. Mnozinu vSech redlnych matic rozméru m x n znacime R™*",
Budeme pouzivat tyto nazvy:
e Pro m = n se matice nazyva ¢tvercova a pro m # n obdélnikova, pricemz pro m < n
je 8iroka a pro m > n je tzka.

e Diagonalni prvky matice jsou prvky aii,...,ay, kde p = min{m,n}. Matice je dia-
gondlni, kdyz vsechny nediagonalni prvky jsou nulové (plati pro ¢tvercové i obdélnikové
matice). Pokud A je ¢tvercova diagondlni (m = n), znaé¢ime A = diag(ai1, as, ..., anp)-

e Nulova matice m4 vSechny prvky nulové. Znacéime ji 0,,, (pokud jsou rozméry jasné z
kontextu, pak pouze 0).

e Jednotkova matice je ¢tvercova diagonalni, jejiz diagonalni prvky jsou jednicky. Znacime
ji I, (pokud jsou rozméry jasné z kontextu, pak pouze I).
2.1 Operace s maticemi

Na maticich jsou definovany nasledujici operace:
e Soucin skaldru' a € R a matice A € R™" je matice aA = [aq;;] € R™™.
e Soucet matic A, B € R™*" je matice A + B = [a;; + b;;] € R™*".
e Maticovy soucin matic A € R™*? a B € RP*" je matice C = AB € R™*" s prvky

p
Cij = Z aikbkj- (2-1)
k=1

Vsimnéte si, ze nasobit lze jen matice, které maji vnitini rozmér (p) stejny.

L Slovo skaldr v algebie redlnych matic oznacuje redlné ¢islo. Piesnéji, pohlizime-li na mnozinu vech matic
rozméru m X n jako na linedrni prostor, jedna se o skalary tohoto linearniho prostoru.
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Vlastnosti maticového soucinu:
e (AB)C=A(BC)
e (A+B)C=AC+BCaAB+C)=AB+ AC
e A, =A=1,A
e (@/A)B=A(aB)=a(AB)

Obecné neplati AB = BA (¢tvercové matice obecné nekomutuji).

Poznamenejme, ze vyraz aA nelze povazovat za maticovy soucin 'matice’ o rozméru 1 x 1
a matice A, protoze vnitini rozmér matic by byl obecné ruzny. Tedy nasobeni matice skalarem
je jina operace, nez maticovy soucin.

2.2 Transpozice a symetrie

Transpozici matice A = [a;;] € R™*" znacime AT = [a;;] € R™™. Vlastnosti transpozice:
o (aA) = AT
o (ATYT = A
e (A+B)T =AT + BT
e (AB)T = BTAT
Ctvercové matice se nazyva
e symetricka, kdyz AT = A tj. a;; = aj;,

e antisymetricka, kdyz AT = —A| tj. a;; = —a;; (z ¢ehoz nutné plyne a; = 0).

2.3 Hodnost a inverze

Hodnost matice je velikost nejvétsi podmnoziny jejich linearné nezavislych sloupcu. Jinymi
slovy, je to dimenze linearniho obalu sloupcu matice. Hodnost zna¢ime rank A. Plat{ (a neni to
snadné dokézat)

rank A = rank AT, (2.2)

tedy misto pomoci sloupct 1ze hodnost ekvivalentné definovat pomoci radku. Z toho plyne, pro
kazdou matici je vzdy
rank A < min{m,n}. (2.3)

Pokud rank A = min{m, n}, fikdme, Za matice ma plnou hodnost. Ctvercové matice s plnou
hodnosti se nazyva regularni, jinak je singularni. Uved'me jesté tvrzeni o hodnosti soucinu
matic, které dokazeme pozdéji v §3.2.1:

rank(AB) < min{rank A, rank B}. (2.4)
Pokud matice A € R™™ a B € R™*" splnuji
AB =1, (2.5)

matice B se nazyva prava inverze matice A a matice A se nazyva leva inverze matice B.
Prava ¢i leva inverze nemusi existovat nebo nemusi byt jedina.
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Prava inverze ctvercové matice existuje praveé tehdy, kdyz tato matice je regularni. Proto
se regularni matici rika také invertovatelna. V tom piipadé je jedind a je rovna levé inverzi.
Pak mluvime pouze o inverzi matice a znacime ji A=, Vlastnosti inverze:

e AA"l=I=A"A

(A1) = A
(AB)"' =B~'A!

o (@A) ' =a A
(

AT = (A™HT] coz kratce znacime AT,

2.4 Determinant

Determinant je funkce R™" — R (tedy pritazuje ¢tvercové matici skaldr) definovana jako

det A = ngncrﬁaw(i), (2.6)
o i=1

kde s¢itame pres vSechny permutace n prvku o: {1,...,n} — {1,...,n}, pficemz sgn o oznacuje
znaménko permutace. Nékteré vlastnosti determinantu:

e Determinant je multilinearni funkce sloupcu matice, tj. je linedarni funkei libovolného
sloupce, jsou-li vsechny ostatni sloupce konstantni.

e Determinant je alternujici funkce sloupcu matice, tj. prohozeni dvou sousednich sloupcu
zméni znaménko determinantu.

o detI=1

e det A = 0 prave tehdy, kdyz A je singularni

o det AT = det A

e det(AB) = (det A)(det B)

e det A=! = (det A)~! (plyne z predchoziho pro B = A™1)

2.5 Matice s jednim sloupcem nebo jednim radkem

Matice s jedinym sloupcem (tedy prvek R™*!) se také nazyva sloupcovy vektor?. Matice s
jedinym fadkem (tedy prvek R™) se také nazyva fadkovy vektor.

Linearn{ prostor R™*! viech matic s jedinym sloupcem je ‘skoro stejny’ (isomorfnf) jako line-
arni prostor R” vsech usporadanych n-tic (z1,...,z,). Proto je zvykem tyto prostory ztotoznit
a bez upozornéni prechazet mezi obéma vyznamy. Prvkum

x
. n
X = (T1,...,2,) = : eR
—_———
usporadand n-tice Tn
——

matice n x 1

2 V linedrni algebie mé slovo vektor obecnéjsi viznam nez v maticové algebie: znamend prvek linedrniho
prostoru (ktery se nékdy také nazyvé vektorovy prostor).
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tohoto prostoru budeme fikat kratce vektory. Jinak feceno, slovem wvektor (bez privlastku)
budeme rozumét sloupcovy vektor nebo také uspoidnou n-tici &fsel®.
Vsimnéme si ptipadu, kdy se v maticovém soucinu vyskytuji vektory:
e Pro matici A € R™" a vektor x € R", vyraz Ax je maticovy souc¢in matice m X n a
matice n X 1, coz je (sloupcovy) vektor délky m.

e Pro matici A € R™*" a vektor x € R™, vyraz x’ A je maticovy sou¢in matice 1 x m a
matice m X n, coz je radkovy vektor délky n.

e Pro x,y € R" je x'y = xyy1 + -+ + 2.y, je maticovy soucin fadkového vektoru x’ a

sloupcového vektoru y, jehoz vysledkem je skalar. Je to standardni skalarni sou¢in vektoru
x ay (viz §4.1).
e Pro x,y € R" je xy! matice m x n, které se nékdy tikd vnéjsi soucin vektorti x a y.
Symbol 1,, = (1,...,1) € R™ znadi (sloupcovy) vektor s jednickovymi slozkami. Pokud n
plyne z kontextu, piseme jen 1. Pifklad: pro x € R” je 1Tx = 2y + - - - + x,,.

Symbol e; = (0,...,0,1,0,...,0) € R" (jednicka na i-tém misté) znaci i-ty (sloupcovy)

vektor standarni baze. Dimenze n vektoru je uréena kontextem. Pifklad: pro x € R" je el x = ;.

2.6 Matice sestavené z bloku

Matici je mozno sestavit z nékolika jejich podmatic (zvanych téz bloky), napt.

3w BB Y

Rozmeéry jednotlivych blokt musi byt slucitelné, napt. v prvnim piikladu musi mit matice A, B
stejny pocet tadku a matice A, C stejny pocet sloupcu. V poslednim piikladu jsou rozmeéry
jednotkové matice I a nulové matice 0 urceny rozméry matic A a D.

Pii nasobeni matic sestavenych z bloku je uzitecné pravidlo, ze lze formalné uzit obvykly
postup pro nésobeni matic, pouze misto prvku matice si predstavime bloky:.

Priiklad 2.1. Jsou-li a,b, ¢, d, z,y skalary, mame

a bl |z| |az+by

c d||ly| |ex+dyl|’
Jsou-li A, B,C,D, XY matice vhodnych rozmeéri, mame tedy (ovéite dle vzorce (2.1)!)
A B| [X| |AX+BY
C D||Y| |CX+DY]|"’

Pi#iklad 2.2. Casto je uzitecné vnfmat matici A € R™ " jako matici sestavenou z blokt

A = [31 an]’

3 Totéz bychom samoziejmé mohli udélat s fadky (a nékdo to tak i déld, napi. pocitacovi grafici).
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kde sloupcové vektory ai,...,a, € R™ jsou sloupce matice A. Matici lze také vnimat jako
sestavenou z bloku

T
ap
A=
T
am
kde tadkové vektory al, ... al jsou fddky matice A, piicemz ai,...,a,, € R™.

Vyjadrime-li matici A pomoci fadku a matici B pomoci sloupci, je

al a’B alb, --- alb,
AB = | : [bl bn] — [Abl Abn} - : — : : . (28)
al al B alb, --- alb,

Vyjadrime-li matici A pomoci sloupcu a matici B pomoci radku, je

by
AB=[a, --- a)) | :|=ab] + -+ apbg. (2.9)
b u

2.7 Hrubé chyby pri praci s maticemi

Pti manipulaci s maticovymi vyrazy a rovnicemi délaji studenti nékdy hrubé chyby, kterych se
lze pfi alesponn minimalni pozornosti vyvarovat. Uved'me typické ptiklady téchto chyb.

Vyraz je nesmyslny kvili rozmérim matic
Jako prvni priklad uved’'me chyby, kdy vyraz nemda smysl kvuli rozmérum matic a vektoru.
Prvni typ téchto chyb porusuje syntakticka pravidla, naprt.:

e Pokud A € R*3 a B € R**3, tak nésledujici vyrazy jsou chybné:

A+B, A=B, [AB], ATB, A7! detA, A%

e Zcela odstrasujici ptriklad je pouziti ‘zlomku’ pro matice, napf. B

Ve druhém typu téchto chyb student napiSe vyraz nebo udéld zavér, ktery neodporuje syntaxi
ale nedava smysl kvuli sémantice (vyznamu), napt.:
e Inverze ctvercové, ale evidentné singuldrni matice. Napi. (ww’)™1 kde w € R3.

e Predpoklad existence levé inverze siroké matice nebo pravé inverze uzké matice. Napf.
napiseme QQ’ =1, kde Q € R>*3.
e Tvrzeni rank A = 5, kde A € R**. Je chybné, protoze kazda pétice vektoru z R3 je

linedrné zavisla.

Piiklad 2.3. Vidime-li viraz (ATB)~!, musi ndm okamzité hlavou probéhnout tyto tvahy o
rozmérech matic A € R™" a B € R¥*P;

e Abychom se vyhnuli syntaktické chybé v nasobeni, musi byt m = k.

16



e Jelikoz soucin ATB je rozméru n x p, musi byt n = p, abychom se vyhnuli syntaktické
chybé pii inverzi. Ted” tedy vime, ze obé matice musi mit stejny rozmer.

e 7 mnerovnosti (2.4) je jasné, ze pokud by AT byla 1zkd nebo B sirokd, ATB by byla
singularni a dostali bychom sémantickou chybu. Abychom se ji vyhnuli, musi byt obé
matice bud’ ¢tvercové nebo uzké, m > n.

Zaver: Aby vyraz (ATB)~! mél smysl, je nutné, aby matice A, B mély stejny rozmeér a byly
¢tvercové nebo uzkeé. d

Pouziti neexistujicich maticovych identit
Pro manipulaci s maticovymi vyrazy je uzitecné mit v pameéti zasobu maticovych identit. Ovsem
nesmi byt chybné. Typické priklady:
e (AB)! = ATB” (pokud v maticovém soucinu ATB” je vnitini rozmér rizny, je to také
syntaktickd chyba)
e (AB)™! = A7'B~! (pro nectvercové matice je to také syntaktickd chyba, pro ¢tvercové

ale singuldrni matice je to také sémanticka chyba)

e (A+B)?= A%+ 2AB + B?. Tato identita se opiré o velice uzitecnou (avsak neexistujici)
identitu AB = BA. Sprdvné je (A + B)?> = A? + AB + BA + B2

Neekvivalentni tipravy (ne)rovnic

Zde student udéla chybny tsudek pti neekvivalentni ipravé rovnice ¢i nerovnice. Ekvivalentni
a neekvivalentni upravy skalarnich rovnic zname jiz ze zakladni skoly. Napt. operace ‘odmocni
rovnici’ je neekvivalentni, nebot’ sice a = b implikuje a? = b%, ale a®> = b? neimplikuje a = b.
Priklady:
° Usudek, Ze a
° Usudek, 7e pokud A € R*5 a AX = AY, pak plati X = Y (nenf pravda, protoze A
nema4 levou inverzi, tedy linearné nezavislé sloupce).

° Usudek, 7e ATA = BTB implikuje A = B (nenf pravda dokonce ani pro skalary).

Tx = a’'y implikuje x = y (nenf pravda, ani kdyz vektor a je nenulovy).

Dalsi napady pro praci s maticemi
e Pod vyrazy s maticemi a vektory si malujte obdélnicky s rozméry matic, abyste méli jasnou
predstavu o jejich rozmérech.
e Vidite-li maticovou rovnici ¢i soustavu rovnic, spocitejte si skalarni rovnice a neznamé.

e Pracujte nejen s papirem, ale i s Matlabem. Upravy maticovych vyrazu lze ¢asto ovérit
na nahodnych maticich. Napi. chceme-li ovérit rovnost (AB)T = BT AT, zkusime napi.
A=randn(5,3); B=randn(3,6); (A*B)’-B’*A’. Samoziejmé to neni dukaz.

2.8 Cviceni

2.1. Vyfeste tyto rovnice pro nezndmou matici X (predpokladejte, ze kazdd potfebnd inverze
existuje):
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2.2.

2.3.

24.

2.5.

2.6.

a) AX + B = A?X
b) X — A =XB
) 2X —AX +2A =0

Resime soustavu rovnic {b; =Xa;, i =1,...,k} pro nezndmou matici X € R"™*". Jaké
musi byt k, aby soustava méla stejny pocet (skaldrnich) rovnic jako nezndmych? Za jaké
podminky ma soustava jediné feseni?

Vyieste soustavu rovnic { Ax = b, x = ATy }, kde x, y jsou nezndmé vektory a matice A
je sirokd s plnou hodnosti. Najdéte jen vztah pro x, vztah pro y nas nezajima. Ovérte v
Matlabu pro ndhodné zadani, které ziskate piikazy A=randn(m,n); b=randn(m,1).

Méjme soustavu rovnic pro nezndmé x a y:

Ax+By=a
Cx+Dy=b

a) Vyjadrete soustavu ve tvaru Pu = q.
b) Je-lli a,x € R™ b,y € R", ukazte, ze x = (A — BD"!C)"!(a — BD'b). Jakou to
ma vypocetni vyhodu oproti pocitani u primo ze soustavy Pu = q?

V nésledujicich soustavach rovnic mald pismena znaci vektory a velkd matice. Jaké jsou
nejobecnéjsi rozméry matic a vektoru, aby rovnice byly syntakticky spravné? Jaky je pocet
rovnic a neznamych v kazdé soustavé? Které z téchto soustav rovnic jsou linearni?

a) Ax = b, neznama x.

b) x'Ax = 1, nezndm4 x.

c) a’Xb = 0, neznam4 X.

d) AX + XAT = C, nezndmd X

e) {XTY = A, XY?T =B}, neznamé X, Y
Zobrazeni vec: R™*™ — R™" (‘vektorizace’ matice, v Matlabu oznaceno A(:)) je defino-

vano tak, ze vec A je matice A prerovnana po sloupcich do vektoru. Kroneckeruv soucin
matic (v Matlabu kron(A,B)) je definovan jako

CL11B s CLlnB
A9B=| : ..
amB - an,B

Pro libovolné matice (s kompatibilnimi velikostmi) plati
vec(ABC) = (CT ® A) vec B. (2.10)

Pouzijte tohoto vzorce pro prevedeni nasledujicich soustav rovnic s neznamou matici X
do tvaru Pu = q s neznamym vektorem u. Predpokladejte, ze pocet rovnic je rovny poctu
neznamych. Predpokladejte, ze matice a vektory maji nejobecnéjsi mozné rozmeéry, aby to
davalo smysl.

a) {bIXa;=0,i=1,...k}
b) AX + XAT = C
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2.7.

2.8.

2.9.

2.10.
2.11.

2.12.

2.13.
2.14.
2.15.
2.16.

2.17.

Soucet diagonalnich prvku ctvercové matice se nazyva jeji stopa.

a) Dokazte, ze matice AB a BA maji stejnou stopu.

b) Dokazte, ze rovnice AB — BA = I nem4 feseni pro zadné A, B.
Komutdatorem dvou matic rozumime matici [A, B] = AB—BA. Dokazte, ze plati Jacobiho
identita [A, [B,C]] + [B,[C, A]] + [C,[A,B]] = 0.

Dokazte Sherman-Morrisoniv vzorec (A je ctvercovd reguldrni a v A~lu # 1):

(A —uvl)t=A"" (I +

Dokazte, 7ze (AB)™! = B7!A~L
Dokazte, ze pro kazdou ¢tvercovou matici A
a) A+ AT je symetrickd
b) A — AT je antisymetricka
¢) existuje symetrickd B a antisymetrickd C tak, ze A = B + C, pricemz B, C jsou
dény jednoznacné.
d) ATA je symetricka

Dokazte, ze pro kazdé A € R™*"™ a B € R™™™ ma matice

I-BA B

L=15A _ABA AB_I

vlastnost L? =T (kde L? je zkratka pro LL). Matice s touto vlastnosti se nazyva involuce.
Kdy je diagonalni matice regularni? Co je inverzi diagonalni matice?

Ukazte, ze diagonalni matice komutuji (tj. AB = BA).

Dokazte, ze pokud je I — A regularni, pak A(I— A)™' = (I—- A)tA.

Dokazte, ze pokud A, B a A 4+ B jsou regularni, pak

AA+B)"'B=BA+B)'A=(A"'"+B )"

(x) Necht’ ¢tvercové matice A, B, C,D jsou takové, ze ABT a CD? jsou symetrické a
plati ADT — BCT = 1. Dokaite, ze ATD — C'B = 1.

Napovéda a reseni

21a) X=(A2—A)"'B=(A-1)"'A"'B
2.1b) X=A(I-B)!

2.1c) X=2A-2)'A=(A/2-1)"'A

2.2.

2.3.

Neznamych je m X n, rovnic je m X k, tedy musi byt n = k. Pro jediné feSeni musi byt vektory
a; linearné nezavislé.

x = AT(AAT)"1p

242) P= & plia= o] u=[]]
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2.5.a) Rovnic je m, nezndmych n, kde A € R™*". Je linedrni.
2.5.b)

2.5.c) Rovnice je jedna, nezndmych je mn, kde X € R™*". Je linearni.

Rovnice je jedna, neznamych je n, kde x € R™. Neni linearni.

2.5.d) Vsechny tii matice A, C,X musi byt ¢tvercové velikosti n x n. Rovnic i neznamych je n?.

2.5.¢) Rovnic je m? + n?, neznamych je 2mn, kde X, Y € R™*". Neni linedrni.

20



Kapitola 3

Linearita

Mnozina R”*" matic pevného rozméru m x n spolu s operacemi + (s¢itani matic) a - (nasobeni
matice skaldrem) tvori linedrni prostor nad télesem redlnych ¢isel. Specidlnim piipadem je
linearni prostor R™*! jednosloupcovych matic neboli, po ztotoznéni popsaném v §2.5, linearni
prostor R" vSech n-tic redlnych ¢isel. Zopakujte si z linearni algebry pojem linearniho prostoru!

3.1 Linearni podprostory

Linearni kombinace vektoru xq,...,x; € R" je vektor
Xy + -+ apXy (3.1)
pro néjaké skalary aq, ..., ar € R. Vektory jsou linearné nezavislé, kdyz plati implikace
ax;+toxp=0 = ap=---=a;,=0. (3:2)
V opaéném pripadé jsou linearné zavislé. Linearni obal vektoru xy, ..., X je mnozina
span{xy, ..., xg} ={ax; + -+ apXp | a1,..., a5 ER}

v8ech jejich linedrnich kombinaci (zde predpokladame, ze vektoru je kone¢ény pocet).

Mnozina X C R" se nazyvéd linedrni podprostor (¢astéji jen podprostor) linearniho
prostoru R"™, pokud libovolna linedrni kombinace libovolnych vektoru z X lezi v X (iikdme,
ze mnozina X je uzaviend vudi linedrnim kombinacim). Baze linedrniho podprostoru X C R”
je linearné nezavisla mnozina vektoru, jejiz linearni obal je X. Netrivialni podprostor R” ma
nekonecny pocet bazi, kazdd baze ma vsak stejny pocet vektoru. Tento pocet je dimenzi
linearniho podprostoru, kterou znacime dim X.

Definujeme! span () = {0}. Z toho plyne, Ze nejmensi mozny linedrni podprostor je 0.

Priklad 3.1. Mnozina X = span{(1,2,3)} = {«(1,2,3) | « € R} C R? je podprostor R?

dimenze 1. Je to piimka prochézejici pocatkem. Jeji béze je napi. mnozina {(1,2,3)}, jind béze
je mnozina {(2,4,6)}. O

Priklad 3.2. Mnozina X = span{(1,2,3,0),(0,1,2,-1),(0,2,4,—2)} € R* je podprostor R*
dimenze 2. VSsimnéte si, ze vektory jsou linearné zavislé. Baze podprostoru X je napt. mnozina

{(1,2,3,0),(0,1,2,—1)}. 0

'Plyne z toho, ze (3.1) je rovno 0 pro k = 0. To plati proto, ze prazdnd suma > icp @i je definovéna jako
nula, protoze pfirozené chceme, aby b+ 3.4 a; = b pro libovolné b (podobné pro vektory).
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Priklad 3.3. Vsechny mozné podprostory prostoru R? jsou tyto: pocatek 0 (dimenze 0), viechny
primky prochézejici pocatkem (dimenze 1), vSechny roviny prochazejici pocatkem (dimenze 2),
a konecné cely prostor R?® (dimenze 3). O

Priklad 3.4. Mnozina X = { (1+a,a) | @« € R} C R? (piimka neprochdzejici pocatkem) nenf
podprostor R?, protoze napt. (1,0) € X ale 2(1,0) = (2,0) ¢ X. O

3.2 Linearni zobrazeni

Zobrazeni f: R™ — R™ nazveme linearni, pokud pro kazdé xq,...,xx € R" a ay,...,a, € R
plati
flonxy + - -+ apxy) = anf(xy) + - - + arf(xp), (3.3)

tedy pokud ‘zobrazeni linearni kombinace je rovno linearni kombinaci zobrazeni’. Lze ukazat,
ze zobrazeni je linearni pravé tehdy, existuje-li matice A € R™*" takova, ze

f(x) = Ax. (3.4)
Diikaz jedné implikace je snadny: zobrazeni (3.4) je linedrni, nebot’
flagxy+- -+ axg) = Alapxy + - -+ apXg) = 0 AX + - - -+ apAxy = agf(x1) + - - -+ apf(xg),

coz plyne z vlastnosti maticového soucinu (viz §2.1). Dukaz obrdcené implikace vynechame, ale
také neni obtizny. Lze navic ukazat, ze matice A je zobrazenim f urcena jednoznacné. Rikdme
proto, ze matice A reprezentuje linearni zobrazeni f.

Priklad 3.5. Zobrazeni f: R? — R3 definované jako f(xy,13) = (z1 + 2,71 — To,211) je
linedrni. To bychom dokézali ovéfenim podminky (3.3). OvSem je to patrné na prvni pohled,
protoze jej lze vyjadrit ve tvaru (3.4):

1 1 . Ty + X2
f(l‘l,ZL‘Q) =11 -1 |:.§L’1:| = |[X1 — T2 = (IL‘l +I‘Q,ZL'1 —ZL‘2,2ZL‘1).
2 0| L7 21y O

Pokud m = 1, linearni zobrazeni je funkce f: R” — R tvaru
f(x)=alx=az + -+ a,7,, (3.5)

kde a € R™. Této funkci se téz tika linedrni forma.
Podivejme se blize na vzorec (3.4). Vyraz Ax je maticovy sou¢in matice m X n matici n x 1
(viz §2.5). Oznacime-li y = Ax, je tedy podle (2.1)

Yi = Zaijﬂfj (3.6)
=1

neboli
Y1 = a1 + -+ a1y,

Ym = Gm1T1 + -+ + ApnTn.
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Déle, vyjadiime-li matici A pomoci sloupct, mame

xy
Ax = [al an] | =xa 4+ 1A, (3.7)
:L‘n

tedy vektor Ax je linedrni kombinace sloupcu matice. Naopak, vyjadiime-li matici A pomoci
radkl, mame

Ax= | |x=| : [, (3.8)
al x
tedy slozky vektoru Ax jsou skaldrni souciny tddkiu matice a vektoru x. Vsimnéte si, ze (3.7)
a (3.8) jsou specialni piipady (2.8) a (2.9) z Priikladu 2.2.

Slozeni linedrnich zobrazeni je opét linearni zobrazeni. Pro f(x) = Ax a g(y) = By mame

(gof)(x) = g(f(x)) = B(Ax) = (BA)x,

tedy BA je matice slozeného zobrazeni g o f. Tedy matice slozeného zobrazeni je souc¢inem
matic jednotlivych zobrazeni. Toto je hlavni duvod, pro¢ je rozumné definovat maticové naso-
beni jako (2.1): ndasobeni matic odpovidd skladdnt linedrnich zobrazeni reprezentovanymi témito
maticemi.

3.2.1 Prostor obrazu

S linedarnim zobrazenim jsou spjaty dva linearni podprostory, prostor obrazu a nulovy prostor
(jadro). Je-li zobrazeni reprezentovéano matici jako f(x) = Ax, hovofime o prostoru obrazu a
nulovém prostoru matice A € R"™*™,

Prostor obrazu matice A (neboli prostor obrazu zobrazeni f) je mnozina

mgA={Ax|xeR"} CR™ (3.9)

Interpretace prostoru obrazu:
e Je to mnozina f(R™) vsech hodnot, jichz muze zobrazeni f nabyt.
e Je to mnozina vSech vektoru y, pro které ma linearni soustava Ax =y TfeSeni.
e Podle (3.7) je to linedrni obal sloupcu matice A. Tedy je to linedrni podprostor R™.

7 definice hodnosti je jasné, ze

dimrng A = rank A. (3.10)

Véta 3.1. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
1. mgA =R"™

rank A =m

Réddky matice A jsou linedrné nezdvislé.

Soustava Ax =y ma feSeni pro kazdéy.

Zobrazeni f je surjektivni (viz §1.1.2).

SR N

Matice A ma pravou inverzi, tj. existuje B tak, ze AB =1.
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Diikaz.
e Ekvivalence 1 & 2 < 3 & 4 < 5 snadno plynou z definice hodnosti a z (3.10).

e Implikace 4 = 6 plati, nebot’ soustava Ab, = e; méa feseni b; pro kazdé i (kde e; resp. b,
je i-ty sloupec matice I resp. B). Pro dukaz 6 = 4 polozime x = By. O

3.2.2 Nulovy prostor

Nulovy prostor matice A (také se nazyva jadro zobrazeni f) je mnozina
nll A ={xeR"|Ax=0} CR". (3.11)

Interpretace nulového prostoru:
e Je to mnozina vsech vektoru, které se zobrazi na nulovy vektor.
e Podle (3.8) je to mnozina vsech vektoru, které jsou kolmé na kazdy rddek matice A. Z

toho je vidét, ze je to linearni podprostor R™.

Véta 3.2. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

—~

. null A = {0} (tj. nulovy prostor je trivialni).
. rank A =n

2
3. Sloupce matice A jsou linearné nezavisleé.
4. Zobrazeni f je injektivni (viz §1.1.2).

5

. Matice A ma levou inverzi, tj. existuje B tak, ze BA = 1.

Diikaz.
e Ekvivalence 1 < 3 plyne z definice linedrni nezavislosti (3.2), tj. Ax =0 = x = 0.
e Ekvivalence 2 < 3 plyne z definice hodnosti.

e Tvrzeni 4 ikd, ze pro kazdé x,y je Ax = Ay = x =y, neboli A(x—y)=0=x—y = 0.
To dokazuje 1 < 4.

e Tvrzeni 5 je ekvivalentni tomu, Ze matice AT mé pravou inverzi, tj. ATBT = I. Tedy
3 < 5 plyne z Véty 3.1. [l

3.2.3 Neékteré véty o prostoru obrazu a nulovém prostoru
Nasledujici véta je zakladni, jeji dukaz lze najit v kazdé ucebnici linedrni algebry.
Véta 3.3. Pro kazdou matici A € R™ " plati

dimrng A + dimnull A = n. (3.12)

Neformalni interpretace: Cislo dimrng A = rank A je dimenze podprostoru vsech hodnot,
které se mohou objevit na vystupu zobrazeni. Cislo dim null A je dimenze podprostoru vstupnich
hodnot, které zobrazeni 'smackne’ do nulového vektoru. Véta 3.3 tikd, Zze kazda dimenze na
vstupu se bud’ 'sméackne’ do nulového vektoru nebo se objevi na vystupu.

Dokazme nyni snadna tvrzeni o prostoru obrazu a nulovém prostoru souc¢inu matic.
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Véta 3.4. Pro libovolné matice A, B plati:

mg(AB) C rng A (3.13a)

radky B jsou linedrné nezavislé — 1ng(AB)=rngA (3.13Db)
null(BA) D null A (3.13¢)

sloupce B jsou linedarné nezavislé —> null(BA) =null A (3.134d)

Dukaz.

e Inkluze (3.13a) tikd, ze jestlize soustava z = ABx ma feSeni, pak i soustava z = Ay ma
reSeni. To ale plati, protoze muzeme polozit y = Bx.

e Rovnost (3.13b) pak plyne z implikace 3 = 4 ve Véte 3.1.
e Inkluze (3.13c) plati, protoze Ax = 0 implikuje BAx = 0 (po vynasobeni matici B zleva).
e Rovnost (3.13d) plati, nebot’ null B = {0}, coz je implikace 3 = 1 ve Vété 3.2. O

Jako dusledek dostaneme slibeny dukaz nerovnosti (2.4). Z inkluze (3.13a) a rovnosti (3.10)
mame rank(AB) < rank A. Ov8em diky (2.2) mame také

rank(AB) = rank((AB)?) = rank(B*A”) < rank(B”) = rank B.

Déno dohromady, mdme rank(AB) < min{rank A, rank B}.
Déle uvedeme pomérné prekvapivou vétu, kterou budeme potiebovat pozdéji.

Véta 3.5. Pro libovolnou matici A plati

mg(AAT) =mgA (3.14a)
null(AA”) = null A”. (3.14b)

Diikaz. Dle (3.13c) je null(AAT) D null AT. Ale je také null(AAT) C null A7, nebot’
AATx=0 = xTAATx=(ATx)"(ATx)=0 = A'x=0.

Zde druhd implikace plati proto, ze pro libovolny vektor y mdme y’y = 0 = y = 0 (napiste si
soucin yTy ve slozkdch!). Tedy jsme dokazali (3.14D).

Z (3.14b) a (3.12) mdme dimrng(AAT) = rank(AAT) = rank A = dimrng A. Z (3.13a)
mame rng(AAT) C g A. Ale pokud je podprostor podmnozinou jiného podprostoru a oba
majf stejnou dimenzi, musi byt stejné. To je jasné: libovolna baze rng(AAT) lezi také v rng A,
a protoze oba podprostory maji stejnou dimenzi, je to také baze rng A. U

3.3 Afinni podprostor a zobrazeni

Afinni kombinace vektoru xi,...,x; € R" je linedrni kombinace (3.1), ve které koeficienty
kombinace spliuji oy + - -+ + a = 1. Afinni obal vektoru xi,...,x; je mnozina vSech jejich
afinnich kombinaci. Afinni podprostor? linedrniho prostoru R” je mnozina A C R", kterd je
uzaviend vuci afinnim kombinacim (tedy kazda afinni kombinace vektoru z A lezi v A).

2 Vsimnéte si, ze zde definujeme afinni podprostor linedrniho prostoru, ale uz ne afinni prostor sim o sobé.
Definice afinniho prostoru bez odkazu k néjakému linedrnimu prostoru existuje, ale neuvadime ji.
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Piiklad 3.6. Méjme dva linearné nezavislé vektory x,y € R2. Jejich linedrni obal je mnozina

span{x,y} = {ax+ fy | a,B € R},

tedy rovina prochézejici témito dvéma body a pocatkem 0, tedy cely R2. Jejich afinni obal je
mnozina

aff{x,y} = {ax+ fy |, BER, a+ =1} = {ax+(1—a)y | a € R},

coz je piimka prochazejici body x, y. Na obrézku jsou vektory ax+(1—a)y pro ruzné hodnoty a:

Podobné, linedrni obal dvou linedrné nezavislych vektori z R? je rovina prochézejici témito
dvéma body a pocatkem 0, avsak jejich afinni obal je pfimka prochazejici témito dvéma body.
Afinni obal ti{ linedrné nezavislych bodi v R? je rovina prochézejici témito tfemi body. U

Pro mnozinu X C R" a vektor y € R" oznac¢me
X+y={x+y|xeX} (3.15)

Véta 3.6.
e Je-li A afinni podprostor R™ a xy € A, pak mnozina A — xq je linearni podprostor R".

e Je-li X linearni podprostor R" a xo € R", pak mnozina X + xq je afinni podprostor R™.

Diikaz. Dokazeme jen prvni tvrzeni, druhé se dokaze podobné. Chceme dokazat, ze libovolna
linearni kombinace vektoru z mnoziny A — xq lezi v A — xy. To znamen4, ze pro xq,...,X; € A
aa,..., o € Rmusi byt ag(x; — x¢) + -+ + ap(xx — Xg) € A — xq, tedy

ap(x1 —Xo) + -+ ap(xXp —Xo) +Xo =Xy + - Fagxp + (1 —a; — - — ag)xg € A.

To je ale pravda, nebot” o + -+ -+ ag + (1 —ay — -+ — ag) = 1 a tedy posledni vyraz je afinni
kombinace vektoru z A, ktera podle predpokladu lezi v A. O

Véta ukazuje, ze afinni podprostor nenf nic jiného nez ‘posunuty’ linedarni podprostor (tedy
nemusi prochdzet pocatkem, na rozdil of linedrniho podprostoru). Dimenze afinniho pod-
prostoru je dimenze tohoto linearniho podprostoru. Afinnimu podprostoru R™ dimenze 0, 1, 2
an — 1 se tikd po fadé bod, pfimka, rovina a nadrovina.

Zobrazeni f: R" — R™ nazveme afinni, pokud (3.3) plati pro vSechna a; + -+ 4+ a; = 1,
tedy zobrazeni afinni kombinace je rovno afinni kombinaci zobrazeni. Lze ukézat (proved'te!), ze
zobrazeni f: R” — R™ je afinni pravé tehdy, kdyz existuje matice A € R™*" a vektor b € R™
tak, ze

f(x) = Ax + b, (3.16)
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Priklad 3.7. Zobrazeni f: R? — R3 definované jako f(x1,z2) = (21 + 22 + 1,21 — 2, 271) je
afinni. To bychom mohli dokdzat ovéfenim podminek (3.3) pro oy + -+ + ax = 1. Ale je to
patrné i z toho, ze zobrazeni lze vyjadrit ve tvaru (3.16):

1 1 . 1
f(z1,22) = |1 -1 Ll] + 10
2 0] o 0
Pro m = 1 je zobrazen{ (3.16) afinni funkce?® f: R" — R a m4 tvar
fx)=alx+b=ax +-- +a,z, +0, (3.17)

kdeace R"abeR.

3.4 Cviceni

3.1. Rozhodnéte, zda nésledujici mnoziny tvori linearni nebo afinni podprostor R” a pripadné
urcete jeho dimenzi:

a) {xeR"|al’x =0} pro dané a € R"

b) {xeR"|alx=0} prodané a € R" b€ R
c) {xeR" |xTx=1}

d) {xeR"|ax” =1} pro dané a € R"

e) {xeR"| X" 4;=0}

3.2. Je dano zobrazenf f(x) = x x y, kde y € R? je pevny vektor a x oznacuje vektorovy
soucin. Jde tedy o zobrazeni R?* — R3. Je toto zobrazeni linearni? Pokud ano, najdéte
matici A tak, aby f(x) = Ax. Cemu je rovno AT? Jakou hodnost ma A?

3.3. Mame zobrazeni f: R? — R? definované jako f(z,y) = (v + y,2x — 1,2 — y). Je toto
zobrazeni linedarni? Pokud ano, napiste ho ve formeé (3.4). Je toto zobrazeni afinni? Pokud
ano, napiste ho ve formé (3.16). Obé odpovédi dokazte z definic.

3.4. Dokazte, ze

a) mnozina Feseni homogenni linedrni soustavy Ax = 0 je linedrni podprostor,
b) mnozina feseni nehomogenni linedrni soustavy Ax = b (b # 0) je afinni podprostor.
3.5. Najdeéte bazi prostoru obrazu a bazi nulového prostoru nasledujicich linearnich zobrazeni:
a) f(x1, 20, 23) = (21 — 2,20 — 13 + 277)
b) f(z1,x2) = (221 + 29, 1 — X2, 229 + T1)
3.6. Mate matice A a B se stejnym poctem fadku. Jak byste ovérili, zda rng A = rng B,
umite-li spocitat hodnost libovolné matice?

3.7. Které z téchto vyroku jsou pravdivé? Kazdy vyrok dokazte nebo najdéte protipiiklad.
Nékteré vyroky mohou platit jen pro urc¢ité rozméry matic — najdéte tedy co nejobecnéjsi
podminky na rozméry matic, aby vyroky byly pravdivé.

3V linedrni algebfe znamend slovo ‘linedrni’ néco jiného nez v matematické analyze. Napi. funkei jedné
proménné f(z) = ax + b znéte ze zékladni skoly jako linedrni, v linedrni algebie vsak linedrni neni — je afinni.
Ovsem soustavé rovnic Ax = b se fika ‘linearni’ i v linedrni algebte.
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3.8.

3.9.

3.10.

3.11.

a) Pokud AB ma4 plnou hodnost, pak A a B maji plnou hodnost.

b) Pokud A a B maji plnou hodnost, pak AB m4 plnou hodnost.

¢) Pokud A a B maji trividlni nulovy prostor, pak AB ma4 trividlni nulovy prostor.
)

d) (%) Pokud A a B jsou 1izké s plnou hodnosti a plati ATB = 0, pak matice [A B] je
uzka s plnou hodnosti.

e) (%) Pokud matice [‘g ]g)] ma plnou hodnost, pak A i B maji plnou hodnost.

Necht’” X je linedarni podprostor R” a f: R™ — R™ je linedrni zobrazeni. Je mnozina f(X)
linearni podprostor R™? Odpoved’ dokazte.

Najdi afinni zobrazeni f: R? — R? které zobrazi trojihelnik s vrcholy pi, p2, ps € R? na
trojihelnik s vrcholy qi, qq, q3 € R2. Zobrazeni mé zobrazit bod p; do bodu q; atd.
Obecnéji, mame k dvojic bodu (p1,q1),-- -, (Pk, qx), kde p; € R™ a q; € R™. Kolik dvojic
potiebujeme, aby existovalo jediné afinni zobrazeni f tak, ze f(p;) = q;, i = 1,...,k?

Zjisti, zda existuje linearni funkce f spliujici tyto podminky:

a) f(1,2) =2, f(3,4) = 3.
b) £(1,2) =2, £(3,4) =3, £(5,6) = 4.
c) f(1,0,1)=—1, f(0,1,2) =1, f(1,1,3) = 2.

K dané matici A hleddme libovolny nenulovy vektor x takovy, ze Ax = 0.

a) Navrhnéte verzi Gaussovy elimina¢ni metody, kterd takové x najde, piip. pozna, ze
takové x neexistuje.

b) Na zdkladé toho navrhnéte algoritmus, ktery najde bézi nulového prostoru matice A.

Napovéda a reseni

3.1.a) Linedrni podprostor, dimenze n — 1 pro a # 0 a n pro a = 0.

3.1.b) Afinni podprostor dimenze n — 1 proa# 0 an proa =0,b=0. Proa= 0, b # 0 je mnozina

prazdna (tedy neni afinni podprostor).

3.1.c) Neni linedrni ani afinni podprostor (je to sféra).

3.1.d) Pro n =1 je mnozinou jediny bod, tedy afinni podprostor prostoru R. Pro n > 1 je mnozina

je prazdnd (tedy neni afinni podprostor), protoze soustava ax

T = I nem4 FeSeni pro zadné a,x

(mozny ditkaz: je rankI = n, ale rank(ax’) < 1).

3.1.e) Linedrni podprostor dimenze n — 1.

3.2.

3.3.

0 ys —u2
Je linearni, A = | —ys 0  y1| je antisymetrickd hodnosti 2.
Y2~ 0
1 1 0 .
Je afinni. Je f(x) = Ax+b,kde A= 12 0 b=(0,-1,0)= |-1|,x=(z,y) = {y}
1 -1 0

3.5.a) tng A = R? a tedy baze rng A je napi. Ir. Baze null A je napft. (1,1,3).
3.5.b) Béze rng A je napi. (2,1,1),(1,—1,2). Béze null A je napt. (0,0).

3.6.

rng A = rng B je ekvivalentni rank A = rank[A B] = rank B.
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3.9. Resime soustavu q; = Ap; +b,72=1,...,k, pro A,b.

3.10.a) Je f(x1,z2) = a1x1 + aswe. Resime soustavu ay + 2a9 = 2, 3a; + 4az = 3. Tato soustava ma
feSeni, tedy linedrni funkce existuje.

3.10.b) Ano.
3.10.c) Ne.
3.11.b) Hledejte vektory baze jeden po druhém.
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Kapitola 4

Ortogonalita

4.1 Standardni skalarni soucin
Prostor R™ je ptirozené vybaven standardnim skalarnim soucinem
Ty,
X'y =Tyt + Tnln-

Skaldrn{ sou¢in spliiuje Cauchy-Schwarzovu nerovnost (x’y)? < (x'x)(yTy).
Standardn{ skaldrni soucin indukuje eukleidovskou normu'

HXH2 = \/}E = (SL’% 4+ -+ 1’3)1/2’

Norma spliuje trojihelnikovou nerovnost ||x + y|2 < [[x|l2 + [|y]2, kterd snadno plyne

z Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti (umocnéte a roznésobte). Norma méri délku vektoru x.
Uhel ¢ dvojice vektoru se spocita jako

XTy

CoOSp = ————.
[l Myl

Eukleidovska norma indukuje eukleidovskou metriku
d(x,y) = [[x = yl2,

ktera meéri vzdalenost bodu x a y.

Protoze pro n = 3 takto definované pojmy délky, tihlu a vzdélenosti dobie modeluji prostor,
ve kterém zijeme, prostoru R" se standardnim skaldrnim soucinem se casto iika Eukleidovsky
prostor.

4.2 Ortogonalni vektory a podprostory

Dva vektory nazveme ortogonalni (kolmé), pokud x’y = 0, znac¢ime také x L y.

Vektor y € R™ je ortogondlni na podprostor X C R" (coz znac¢ime y L X)), je-lix Ly pro
kazdé x € X. Pro testovani této podminky staci ovérit, ze y je kolmy na kazdy bazovy vektor
podprostoru X. Opravdu, plati-li x/'y = 0 pro kazdé i = 1,. .., k, pak plati také (a;x; + - +
apxy)ly = 0.

! Pro eukleidovskou normu pouzivame symbol || - || misto pouhého || - ||, nebot’ pozd&ji potkdme i jiné normy.
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Podprostory X, Y C R” jsou ortogonalni (zna¢ime X L Y), je-li x Ly pro kazdé x € X
ay €Y. Tolze napsat i jakoy L X pro kazdé y € Y.
Ortogonalni doplnék podprostoru X C R” je mnozina

Xt={yeR"|y LX)} (4.1)
vSech vektoru z R™ kolmych na podprostor X.

Piiklad 4.1. Dvé na sebe kolmé pifmky v R? prochézejici pocatkem jsou ortogondlni pod-
prostory, nejsou ale ortogonéalni doplnék jeden druhého. Ortogonalni doplnék k pifmce v R?
prochézejici pocatkem je rovina prochazejici pocatkem, ktera je na tuto piimku kolma. O

Piiklad 4.2. Mé&me podprostor X = span{(1,2,3),(0,1,—1)}. Jeho ortogonélni doplnék X+
je mnozina vSech vektoru (xy, zo, x3) spliujicich soustavu rovnic

.T1+2$L’2—|—3SL’3:O
re — x3 = 0. ]

Nékteré vlastnosti ortogonalniho doplnku:
e (X+)t = X.Z toho plyne, ze pokud X+ =Y, pak také Y+ = X. Tedy podprostory X,Y
jsou ortogonalnim doplikem jeden druhého.

e dim X + dim(X1) =n

4.2.1 Ctyti podprostory definované matici
Kazda matice A € R™*" generuje ctyti zakladni podprostory:
e mgA ={Ax|x € R"} CR™ je linedrni obal sloupcu A,
e null A ={x e R"| Ax =0} C R" je mnozina vsech vektoru kolmych na fadky A,
e mg(AT) = {ATx | x € R™} C R" je linedrni obal tadku A,
e null(AT) = {x e R™" | ATx = 0} C R™ je mnoZina vsech vektorti kolmych na sloupce A.
(viz rovnosti (3.7) a (3.8)). Tyto podprostory jsou svazany vztahy
(rng A)* = null(AT). (4.2a)
(null A)* = rng(AT), (4.2b)
Tyto vztahy okamzité plynou z definice ortogonélniho dopliku. Staé¢i si uvédomit (dokazte!),

ze 'y L span{xy,...,x,} plati pravé tehdy, kdyz y L x; pro kazdé i = 1,..., k. Tedy jsou-li
napft. ay, ..., a, sloupce matice A, je

(mgA)* ={y €R™ |y Lspan{ay,...,a,} }={y€R" |a]y=---=aly =0} = null(A”).

4.3 Matice s ortonormalnimi sloupci

Vektor u nazveme normalizovany, pokud m4 jednotkovou délku (||ulls = 1 = u’u). Mnozinu

vektoru {uy, ..., u,} nazveme ortonormalni, pokud kazdy vektor z této mnoziny je normali-
zovany a kazda dvojice vektoru z této mnoziny je ortogonalni, tedy
0 kdyz1 #j,
u; u; = yv . 7&]. (4.3)
1 kdyzi=j.
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Ortonormalni mnozina vektoru je linedrné nezavisla. Pro dukaz vynasobme levou stranu
implikace (3.2) skalarné vektorem u;, coz da

T T T T
0=u;0=oyu;u; +---+a,u; u, =qu; u; = q,.

tedy a; = 0. Kdyz toto udélame pro kazdé 7, mame oy = --- = o, = 0.

Necht’ sloupce matice U € R™*" tvori ortonormélni mnozinu vektoru. Protoze ortonor-
maln{ vektory jsou linedrné nezavislé, je nutné m > n. Podminku ortonormality (4.3) sloupctu
matice U lze psat strucné jako

U'U=1,. (4.4)

Linearni zobrazeni f(x) = Ux (zobrazeni z R™ do R™) zachovava skalarni sou¢in, nebot’
£(x)78(y) = (Ux)"(Uy) = x"UTUy = xTy.

Pro x = y dostaneme, ze se zachovava také eukleidovskd norma, [|f(x)[|s = [|[Ux||2 = [|x]]2-
Tedy zobrazeni f zachovava délky a thly. Takova zobrazeni se nazyvaji isometrie.
Pokud je matice U étvercova (m = n), nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

U'U=1 < U'=U"'" < UuUU'=L (4.5)

Dukaz neni tézky. Protoze sloupce U jsou ortonormalni, jsou linedrné nezavislé a U je regu-
larni. Vynasobenim levé rovnice matici U~! zprava ziskdme prostiedni rovnici. Vyndsobenim
prostiedni rovnice matici U zleva ziskdme pravou rovnici. Zbylé implikace dokazeme analogicky.

Ekvivalence (4.5) tika, ze ma-li ¢tvercova matice ortonormalni sloupce, ma ortonormalni i
iadky. Déle #ikd, ze inverze takové matice se spocita jednoduse transpozici. Ctvercové matici
splnujici podminky (4.5) se k4 ortogonalni matice.

Zduraznéme, ze pokud U je obdélnikovd s ortonormalnimi sloupci, neplati UUT = 1. Déle,
pokud mé U ortogondlni (ne vsak ortonormdln{) sloupce, nemusi mit ortogondlni fadky?.

Necht’ U je ortogonalni matice. Vezmeme-li determinant obou stran rovnice UTU = I,

méme det(UTU) = det(UT) det U = (det U)? = 1. Tedy det U muZe nabyvat dvou hodnot:

e Pokud det U = 1, matici se iikd specialni ortogonalni nebo také rotacéni, protoze
zobrazeni f(x) = Ux (coz je zobrazeni z R™ do sebe) znamend otoceni vektoru x okolo
pocatku. Kazdou rotaci v prostoru R” lze jednoznacné reprezentovat rotaéni matici.

e Pokud det U = —1, zobrazeni f je slozenim otoceni a zrcadleni (reflexe) kolem nadroviny
prochézejici pocatkem.

Priklad 4.3. Vsechny rota¢ni matice 2 x 2 lze napsat jako

U= {C(‘)sgo —sin cp}
sinp  cosep

pro néjaké ¢. Nasobeni vektoru touto matici odpovida otoceni vektoru v roviné o thel ¢.
Zkontrolujte si, ze UTU =1 =UUT a det U = 1. O

2 To je mozn4 ditvod, proé¢ se étvercové matici s ortonormalnimi sloupci (tedy i fadky) neifkd ‘ortonormalni’,
ale ‘ortogondlni’. Obdélnikovd matice s ortonormélnimi sloupci a ¢tvercovd matice s ortogondlnimi (ne vsak
ortonormdlnimi) sloupci zvlastni jména nemaji.
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Priklad 4.4. Zrcadleni (neboli reflexe) v R? kolem pifmky prochédzejici pocdtkem a smérnici
tan(y/2) je reprezentovano ortogonalni matici

U= |os¢ sin ¢

~|sing —cosp|’ O
Priklad 4.5. Permutac¢ni matice je ¢ctvercova matice, jejiz sloupce jsou permutované vektory
standardni baze. Napft.

O O =
o = O

0
[83 (S5} 82] = |0
1

Permutacéni matice je ortogondlni (dokazte!) a jeji determinant je rovny znaménku permutace.[]

4.4 QR rozklad

Matice A je horni trojihelnikova, pokud a;; = 0 pro kazdé i > j (neboli pod hlavni diago-
nalou jsou nuly) a je dolni trojihelnikova, pokud a;; = 0 pro kazdé i < j (neboli nad hlavni
diagondalou jsou nuly). Horni/dolni trojihelnikovd matice nemusi byt ¢tvercova.

Véta 4.1. Kazdou matici A € R™*" Ize rozlozit na soucin
A =QR, (4.6)
kde matice Q € R™*™ je ortogonalni a matice R € R™*" je horni trojihelnikova.

Pokud A je obdélnikové tizka (m > n), ma matice R poslednich m —n fadku nulovych (viz
definice dolni trojihelnikové matice) a tedy

a—ar-[a @ 5] -am (47)

kde Q; € R™" Q, € R™(»=m) R, € R™". Rozkladu A = QR se iikd redukovany QR
rozklad a rozkladu (4.6) plny QR rozklad. V Matlabu je plny QR rozklad implementovan
prikazem [Q,R]=qr (A) a redukovany piikazem [Q,R]=qr(A,0). Zkoumejte tyto piikazy pomoci
help qr!

Zajimavé vlastnosti QR rozkladu:

e Jelikoz sloupce Q jsou linedrné nezavislé, podle (3.13d) je null A = null R.. Z rovnosti (3.12)
pak mame rank A = rank R..

e Pokud A ma linearné nezavislé sloupce, vztah rank A = rank R znamend, ze R, je regu-
larni. Podle (3.13b) je tedy rng A = rng Q;. Vidime, ze v tomto piipadé lze redukovany
QR rozklad chépat jako nalezeni ortonormalni baze podprostoru rng A.

e Jelikoz Q je ortogondlni a Q;, Q, maji ortonormalni sloupce, je (rng Q;)* = rng Q..

QR rozklad ma mnoho aplikaci. Typické je jeho uziti na feSeni linearnich soustav. Resime-li
soustavu Ax = b, rozlozime A = QR a vynasobime soustavu zleva Q7 coz da

Rx = Q”b. (4.8)

Toto je ekvivalentni uprava, nebot’ Q je regularni. Ale protoze je R trojihelnikové, soustavu
jsme velmi zjednodusili. Napf. pokud je A ¢tvercova reguldrni, jediné reseni soustavy (4.8) lze
levné najit zpétnou substituci.
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4.4.1 (*) Gramm-Schmidtova ortonormalizace
Gramm-Schmidtova ortonormalizace je algoritmus, ktery pro dané linearné nezavislé vek-
tory ay,...,a, € R™ najde vektory qi,...,q, € R™ takové, ze
® qi,...,q, jsou ortonormalni,
e pro kazdé k =1,...,n plati span{qy,...,qr} = span{ay, ..., a;}.
Myslenka algoritmu je nasledujici. Predpokladejme, ze jiz mame vektory qi,...,qr_1. K vek-

toru ay pricteme takovou linearni kombinaci vektoru qu, ..., qx_1, aby vysledek byl na vsechny
z nich ortogondlni. Poté tento vektor normalizujeme. Tedy

k—1

q/
qj, = ay, — erk%" qdr = ,k . (4.9)
[
Jak najdeme koeficienty r;,? Z iterace (4.9) vyplyva, ze

k—1 k
a = Y T e = Y Tikdy, (4.10)

j=1 j=1
kde jsme oznacili ||q}||2 = 7k Vztah (4.10) nam dovoluje spocitat koeficienty rj, z pozadavku
na ortonormalitu vektoru qu, . . ., qx. Jeho vyndsobenim vektorem g; (pro libovolné i) dostaneme
Tk = qQp ay. (4.11)

Algoritmus provede iteraci (4.9) pro k = 1,...,n. Zde je béh algoritmu pro n = 3:

q) = ai, a1 = q/[ld[l

qy = a» — (qj ai)qu, a2 = d/[| 2

a3 = a3 — (qra)di — (G a2)dz, a3 = ds/[ a3l
simnéte si, ze vyraz (qja;)q, je ortogonalni projekce vektoru a; do jednotkového vektoru q;
Vsimnéte si, ze vy Ta;)q; je ort Aln{ projekee vekt ; do jednotkového vekt ;

(viz §5.1.2).

Vsechny rovnosti (4.10) lze napsat v maticovém tvaru A = QR, kde vektory a;,...,a,
jsou sloupce matice A, vektory qy,...,q, jsou sloupce matice Q, a matice R = [rj] je horni

trojihelnikova. Vyndsobenim rovnosti A = QR zleva matici Q7 dostaneme QTA = R, coz
jsou (dle (2.8)) rovnosti (4.11).

Vylepsenou formu Gramm-Schmidtovy ortonormalizace lze pouzit pro pocitani QR rozkladu
(¢imz bychom tedy dokézali Vétu 4.1). Vylepseni jednak zmensi zaokrouhlovaci chyby a jednak
dovoli linedrni zavislost sloupcu A.

4.5 Cviceni

4.1. Najdéte bézi ortogonalniho dopliiku prostoru span{(0,1,1),(1,2,3)}.

4.2. Najdéte ortonormalni bazi podprostoru span{ (1,1,1, —1), (2,-1,—-1,1), (—=1,2,2,1) } po-
moci QR rozkladu (pouzijte Matlab).

4.3. Dokazte, ze soucin ortogonalnich matic je ortogonalni matice.
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4.4

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10

4.11

4.12
4.13

. Pro jaké n je matice diag(—1,) (tedy diagonalni matice se samymi minus jednickami na

diagonadle) rota¢ni?
Pocet nezéavislych parametru (stupnu volnosti) ortogonalni matice n x n se ziskd jako
rozdil poctu prvkiit matice (n?) a poctu nezdvislych rovnic v podmince UTU = I. Nefor-
malné receno udava, kolika ‘knofliky’ muzeme nezavisle ‘kroutit’ pfi rotaci v n-rozmérném
prostoru. Jaké je toto cislo pro n = 2, 3,47 Najdéte vzorec pro obecné n.
Zobrazeni F: R — R™ " je dané vzorcem F(A) = (I — A)(I + A)~!. Predpokladejte,
ze A je takovd, ze I + A je regularni. Dokazte, ze:

a) Pro kazdou A je I—A)I+A)=(TI+A)I—-A).

b) Pro kazdou A je (I—A)I+A)'=T+A)(I-A).

¢) Pro kazdou antisymetrickou A je F(A) ortogondlni.

d) Pro kazdou ortogondlni A je F(A) antisymetrickd.

e) Zobrazeni F je inverzi sama sebe, tedy F(F(A)) = A pro kazdé A.

Pred dukazy na papite se presvédcte v Matlabu, ze tvrzeni plati pro nadhodné matice.

Pokud ||x||2 = ||y||2, dokazte, ze (x+y) L (x—y). V prostoru R? nakreslete vektory x+y
ax—y.

Méjme vektory x; = (1,—1,0,2), x5 = (1,1,1,0), x3 = (—1,—1,2,0). Ovérte, ze vektory
jsou vzajemné ortogonalni. Najdéte nenulovy vektor x4, ktery je ortogonalni na vektory
X1, X2, X3.
Najdéte dva ortogondlni vektory x,y takové, ze span{x,y} = span{(0,1,1), (1,2,3)}.
-1 2 2
. Spoc¢téte co nejjednodussim zpusobem inverzi matice — | 2 —1  2].
2 2 -1

. Necht’ X, Y jsou podprostory R". Definujme X +Y = {x+y|x € X, y € Y }. Dokazte:

a) XCYV = XtDoyt
b) X +Y = span{xy,..., X%, ¥1,...,¥:} kde {xi,...,%x,} je bdze podprostoru X a
{y1,...,y:} je baze podprostoru Y’
c) (%) ( X+Y)t=Xtnyt
d) (XNY)t=X++y+t
. Jak byste levné spocitali absolutni hodnotu determinantu matice z jejitho QR rozkladu?
. Mame ortogondlni matici U = [Ul Ug} slozenou ze dvou bloku U; a Us,. Dokazte, ze
a) UTU, =1, UlU, =1
b) g U; = (rng Uy)*+
c) U,UT +U,UT =1

Napovéda a reseni

4.1.
4.2.
4.4.

Napt. (1,1,—1)
Baze je { (1’ 1a 1a _1)/2a (3a _15 _1a 1)/\/ﬁ’ (0’ 1a 1’ 2)/\/6}
Musi byt det diag(—1,) = (—1)" > 0, tedy pro sudé n.
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45. (5) =n(n—-1)/2

48. x4=(-1,1,0,1).

4.9. Zvolime y = (1,2,3) — rx, kde r € R spoéitdme z x'y = 0. Tedy r =
duchu Gramm-Smidtovy ortogonalizace.)

4.10. Neni matice ndhodou ortogonalni?
4.11.c) Plyne z (b).
4.11.d) Plyne z (c) s pouzitim (X+)+ = X.
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Kapitola 5

Nehomogenni linearni soustavy

Méjme soustavu m linedrnich rovnic o n neznamych
Ax = b, (5.1)

kde A € R™" x € R" b € R™. Soustava ma (aspon jedno) feseni praveé tehdy, kdyz b € rng A
(tedy b je linedrni kombinaci sloupcti A), coz lze psat také jako rank[A b] = rank A (Frobeniova
véta). Pokud je mnozina feseni soustavy neprazdnad, je to afinni podprostor R™ (viz Cviceni 3.4).

Soustava je homogenni pokud b = 0 a nehomogenni pokud b # 0. V této kapitole se
zaméfime pouze na nehomogenni soustavy. RozliSme tii pripady:

e Soustava nemd teseni. To nastane praveé tehdy, kdyz b ¢ rng A. Takova soustava se ¢asto
nazyva preurcenda. V tom pripadé muzeme chtit fesit soustavu ptiblizné, coz je téma-
tem §5.1.

e Soustava ma pravé jedno teseni. To nastane pravé tehdy, kdyz b € rng A a matice A ma
linedrné nezévislé sloupce (tedy jeji nulovy prostor je trivialni).

e Soustava ma nekonecéné mnoho feseni. To nastane pravé tehdy, kdyz b € rng A a matice A
ma linearné zavislé sloupce. Takova soustava se ¢asto nazyva nedourcena. V tom piipadé
muzeme chtit z mnoziny teSeni vybrat jediné, coz je tématem §5.2.

5.1 Priblizné reSeni ve smyslu nejmensich ¢tvercu

Pokud soustava (5.1) neméd feSeni, FeSme ji priblizné (coz muzeme znacit Ax ~ b). Hledejme
takové x, aby eukleidovskd norma vektoru r = b— Ax zbytku (neboli rezidui) byla co nejmensi.
Uloha se nezmeéni (proc¢?), kdyz misto eukleidovské normy budeme minimalizovat jeji ctverec
||| =rTr =r? + - + 72 Tedy fesime tlohu
in |Ax — b||3. 5.2

min |Ax — bl (5.2)
Protoze minimalizujeme soucet ¢tvercu rezidui, mluvime o pfiblizném feseni soustavy ve smyslu
nejmensich ¢tverca (least squares solution).

Priklad 5.1. Soustava tfech rovnic o dvou neznamych

z+2y==6
—r+ y=3
r+ y=4
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je preurcend. Jeji priblizné feseni ve smyslu nejmensich ¢tvercu znamena najit takova cisla x, y,
kterd minimalizuji ¢islo (z 4+ 2y — 6)? + (—z +y — 3)* + (v +y — 4)°. O

Piiklad 5.2. Hledejme piicku (nejkratsi spojnici) dvou mimobéznych piimek v prostoru R™.
Necht’ i-ta primka je zaddna dvéma body, které na ni lezi, ozna¢me je p;,q; € R" pro+ =1, 2.
Chceme tuto tlohu zformulovat ve tvaru (5.2). Resime preurc¢enou soustavu

p1 +ti(ar — P1) = P2 +t2(q2 — P2)

n rovnic a 2 neznamych ve smyslu nejmensich ¢tvercu, tedy fesime tilohu
1}1111}21 (1 + t1(a1 — p1)) — (P2 + a2 — P2))[[5-

To jde napsat jako (5.2), kde

t

t} €eR’, b=p,—p €R"
2

A:[(h—lh P2—Q2]€RW2, X:{ 0

Ulohu (5.2) vyFesime nasledujici ivahou. Pokud ||Ax — b)), (tedy vzdalenost bodi Ax a b)
m& byt minimalni, musi byt vektor b — Ax kolmy na prostor rng A, tedy na kazdy sloupec
matice A. Obréazek ukazuje situaci:

X =rmgA

Tuto podminku lze zapsat jako AT(Ax — b) = 0, tedy
ATAx = A™b. (5.3)

Soustava (5.3) se proto nazyva normalni rovnice (norméla = kolmice). Je to soustava n rovnic
0 n neznamych.

Soustava (5.3) ma feSeni pro libovolné A a b. To je sice intuitivné ziejmé z nasi geomet-
rické tdvahy, oviem neni to ditkaz. Diikaz plyne z rovnosti (3.14a), nebot” ATb € rng(AT) =
mg(ATA), kde rng(ATA) = rng(AT) je rovnost (3.14a) pouzitd na matici AT.

Dle rovnosti (3.14a) je matice AT A reguldrni pravé tehdy, kdyz matice A m& hodnost n
(tedy linedrné nezavislé sloupce). V tom piipadé muzeme soustavu (5.3) Fesit pomoci inverze.
Resenfm je vektor x = Atb, kde

A+ = (ATA)'AT. (5.4)

Matice (5.4) se nazyva pseudoinverze izké matice A. Je to jedna z levych inverzi matice A,
nebot’ ATA = (ATA)'ATA =1

Ma-li matice A linedrné zavislé sloupce, vzorec (5.4) nelze pouzit. V tom piipadé sou-
stava (5.3), a tedy i tloha (5.2), maji nekonetné mnoho (afinni podprostor) feseni (pozor, to je
néco jiného, nez ze soustava (5.1) ma nekoneéné mnoho fesent!).
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5.1.1 Reseni pomoci QR rozkladu

[ kdyz ma matice A linedarné nezdvislé sloupce, feseni pomoci pseudoinverze (5.4) nemusi byt
vhodné pro numerické vypocty, kdy nezbytné pouzivame aritmetiku s konecnou presnosti.

Piiklad 5.3. Resme soustavu Ax = b pro

36 9
A= l1 2.01} , b= l3.01] '

Matice A je regularni. Dejme tomu, Ze pouzivame aritmetiku s pohyblivou fadovou carkou s
presnosti na 3 platné cifry. Gaussova eliminace najde presné feseni soustavy x = (1, 1). Pokud
ovéem Vv této aritmetice zformulujeme normélni rovnici AT Ax = ATb, dostaneme

o [10 20 [ 30
ata= [0 A= [0

I kdyZ v pfesné aritmetice je matice AT A reguldrni, v nasf pfiblizné aritmetice doslo v soucinu
ATA doslo k zaokrouhleni a vysledné matice je singuldrni. Tedy soustava AT Ax = ATb nem4
feSeni. U

Numericky vhodnéjsi zpiisob je fesit normalni rovnici bez explicitniho vypoétu soucinu AT A.
To lze udélat pomoci redukovaného QR rozkladu A = QR. Po dosazeni do normalni rovnice
mame RTQTQRx = RTQ”b. Po uziti QT'Q = I a ndsobeni matici R~ zleva (coz je ekviva-
lentni operace) mame

Rx = Q'b. (5.5)

To je formélné stejny vzorec jako (4.8), rozdil je ale v tom, ze v (4.8) jsme pouzili plny QR
rozklad, zatimco zde redukovany. Tedy soustava (5.5) neni ekvivalentni puvodni soustavé Ax =
b (protoze Q neni étvercova).

V Matlabu je feseni nehomogenni linedrni soustavy implementovano v operdtoru \ (zpétné
lomitko). Pokud je soustava preurcend, vysledkem je piiblizné feseni ve smyslu nejmensich
¢tvercu, pricemz pouzity algoritmus pouziva QR rozklad. Pochopte vsechny funkce operatoru
lomitko a zpétné lomitko pomoci studia prikazu help mrdivide a help mldivide!

5.1.2 Vice o ortogonalni projekci

Rozvinme geometrickou tvahu, pomoci niz jsme odvodili normalni rovnici. Pokud x je feseni
normdlni rovnice, vektor Ax je ortogonalni projekei vektoru b na podprostor X = rng A (viz ob-
razek vyse). Pokud A m4 linedrné nezavislé sloupce (tj. tyto sloupce tvoii bazi podprostoru X),
z (5.4) mdme Ax = Pb, kde

P=AA" = AATA)'AT ¢ R™™, (5.6)

Dostali jsme dulezity vysledek: ortogonalni projekce vektoru na podprostor X je linearni zobra-
zeni reprezentované matici P. Proto se tato matice ¢asto nazyva projektor. Specialni pripady:

e Pokud X je reprezentovan ortonormélni bazi, tedy ATA = I, vyraz (5.6) se zjednodus
na P = AAT. Piipomeiime (viz §4.3), Ze obdélnikové matice A s ortonormélnimi sloupci
nemusi mit ortonormalni fadky, neboli AT A = I neimplikuje AA” = I. Nabizela se otdzka,
co je tedy matice AAT. Zde jste dostali odpovéd’!
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e Specialnim pripadem ortogonalni projekce je piipad dim X = 1, tedy projekce na piimku.
Necht’ X = span{a}, kde predpoklddame ||al|; = 1. Pak P = aal. Vzorecek

Pb =aa’b = (a’b)a (5.7)

pro! primét vektoru b na normalizovany vektor a mate znat ze stiedni skoly: skaldrni
soucin a’b je délka primétu a (a’b)a je vektor o této délce ve sméru vektoru a.

7 na§i geometrické uvahy déle snadno vidime, co je prostorem obrazu a nulovym prostorem
projektoru. Libovolny vektor z R™ se promitne na podprostor X. Libovolny vektor kolmy na X
se promitne do nulového vektoru 0. Tedy

mgP =X =mgA, (5.8a)
nullP = X+ = (rng A)™*. (5.8b)

Z obrézku je dale patrno, ze vektor b — Ax = b — Pb = (I — P)b je ortogonélni projekci
vektoru b na X*. Tedy projektor na X+ je matice I — P. Projekce na X+ m4 pfirozenou tilohu
v problému (5.2): hodnota jeho minima je ||b — Ax||3 = ||b — Pb||3 = ||[(I - P)b||3.

Poznamka. Obecnou projekci se v linedrni algebte rozumi kazdé linedarni zobrazeni f(y) = Py,
které splnuje f(f(y)) = f(y), tedy PP = P? = P. To vyjadiuje pochopitelny pozadavek, ze kdy?Z
jednou vektor promitneme, tak dalsi promitnuti na stejny podprostor ho jiz nezméni. Projekce
obecné nemusi byt ortogonalni, muze byt Sikma — pak promitame 've sméru’ podprostoru null P
na podprostor rng P. Projekce je ortogonalni, kdyz? null P L rmg P. To nastane pravé tehdy,
kdyZ kromé P? = P plati navic P? = P (dikaz tohoto tvrzeni vynechdme). Zkontrolujte si, Ze
projektor definovany vzorcem (5.6) spliuje P? = P = P! O

5.1.3 Priklad pouziti: linearni regrese

Regrese je modelovani zavislosti proménné y € R na proménné ¢ € T' regresni funkei

Y= f<t7X>7

kterd je znama az na parametry x € R™. Je dan soubor dvojic (¢;,v;), 7 = 1,..., m, kde méreni
y; € R jsou zatizena chybou. Ukolem je najit parametry x, aby y; ~ f(t;,x) pro vSechna i.
Minimalizujeme soucet ¢tvercu rezidui, tedy fesime tlohu

m

min (s~ (6% (5.9

Zvolme regresni funkci tak, aby pro kazdé t byla linedrni funkei parametru x. V to pripadeé
mluvime o linearni regresi. Takové funkce je linearni kombinaci

F(t, %) = 2101(t) + - + 2nn(t) = () x (5.10)

1Z4vorka ve vyrazu (a’b)a je nutnd, protoze souc¢in vyrazit al’b a a nenf maticovy souéin, ale ndsoben{
vektoru skaldrem. Vyraz bez zdvorky a’ ba by byl syntakticky chybny, protoze matice b a a nelze vynésobit.
Biz poznamka v §2.1.

2 Pro obecnou ¢tvercovou matici samoziejmé neplati, ze jeji nulovy prostor a prostor obrazil jsou navzajem
ortogonélni, tim méné ortogonalnim doplitkem. Neplést se vztahy (4.2)!
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néjakych danych funkef® ¢;: T — R. Pak

m

> (i (%) = [ly — Ax]l3,

i=1

kde y = (y1,-..,Ym) & prvky matice A € R"™" jsou a;; = ¢;(t;) (odvod'te!). Tedy vyjadrili
jsme ulohu (5.9) ve tvaru (5.2).

Piiklad 5.4. Polynomidini regrese®. Necht’ T = R a ¢;(t) = t/~1. Pak regresni funkce je
polynom stupné n — 1,

ft,x) = x1 + 2ot + 23t% + -+ F 2t

Matice
1t 2 ... gt
A 1ty t2 - !
1 ty, t2, - (!

je znama jako Vandermondova matice.
Specidlné pro n = 1 tloha (5.9) je min, Y ,(y; — =)*. ReSenim je aritmeticky prumeér z =
L5y (ovéitel). O

5.1.4 Statistické odtiivodnéni kritéria nejmensich ¢tvercu

Mozna se ptate, pro¢ se ma nalezeni priblizného reseni preurcené soustavy formulovat zrovna
jako (5.2). Nyni poddme statisticky duvod, odkud se kritérium nejmensich ctvercu vzalo.

Odhadujme skryté parametry x néjakého systému z meétreni y na systému. Budiz vazany
znamou linearni zavislosti y = Ax. Méreni jsou zatizena chybami, které jsou zpusobeny Sumem
senzoru, nepresnostmi méfreni, nedokonalou znalosti modelu, apod. Tedy

y = Ax +r, (5.11)

kde r = (ry,...,7y) jsou ndhodné proménné modelujici chyby méteni y = (y1, ..., ym). Metoda
nejmensich ¢tvercu fikd, ze mame minimalizovat [[r||3 = >, 77, ale neifkd proc.

Duvod odvodime statistickou tivahou. Metoda ¢ini dva predpoklady:

e Néhodné proménné r; maji normélni (neboli Gaussovo) rozdéleni s nulovou stfedni hod-

notou a smérodatnou odchylkou o, s hustotou pravdépodobnosti

p(ri) = ce™/C7),
kde ¢ = (a 27‘(‘)_1 je normaliza¢ni konstanta.
e Niahodné proménné ry,...,r,, jsou na sobé nezavislé. Tedy sdruzend hustota pravdépo-
dobnosti je rovna soucinu
—r2 /(202
p(r):p(rla"'arm):Hp(Ti):HCG /e ) (512)
i=1 i=1

3 Funkce ¢, se ¢asto nazyvaji bdzové funkce, a to i tehdy (coz je protimluv), kdyz jsou linedrné zavislé.
4 Nedejte se zmést tim, ze polynom nenf linedrni funkce a pfesto jde o linedrni regresi. Diilezité je, ze regresni
funkce (5.10) je linedrni v parametrech x.
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Dale pouzijeme princip mazima vérohodnosti. Ten tika, ze parametry x se maji najit tak, aby
p(r) = p(y — Ax) bylo maximalni. Je pohodInéjsi minimalizovat zaporny logaritmus

m

—logp(ry,...,Tm Zlogp (r;) :Z<——logc>

i=1

Jelikoz o je konstanta, je to totéz jako minimalizovat y_, 77

5.2 Reseni s nejmensi normou

Predpoklddejme nyni, ze soustava (5.1) je nedourcend, neboli mé nekoneéné mnoho feseni.
Necht’ x" je libovolny vektor spliujici Ax’ = b (tzv. partikuldrni feSeni soustavy). Protoze
pro kazdé x € null A je A(x' +x) = Ax' = b, mnozinu feseni soustavy lze psat parametricky
jako
{xeR"|Ax=b}={x+x|x€nullA} =x"+null A. (5.13)
Mnozina (5.13) je afinni podprostor prostoru R, je to linearni podprostor null A prostoru R”
posunuty o vektor x’ (viz §3.3).
Je casto uzitecné z této mnoziny teseni vybrat jediné podle néjakého kritéria. Prirozenym
kritériem je minimalizovat euklidovskou normu (tedy vzdélenost od pocatku) feseni, coz vede

na ulohu
min{ ||x||3 | x € R", Ax=b}. (5.14)

Misto normy ||x||2 opét minimalizujeme jeji ¢tverec. Tato tloha je zndma jako feseni nehomo-
genni linedrni soustavy s nejmensi normou (least norm solution). Podotknéme, ze nékdy je
vhodné pouzit jina kritéria nez nejmensi eukleidovskou normu, viz napt. Cviceni 9.25.

Priklad 5.5. Soustava dvou rovnic o tfech neznamych

r+2y+ z=1
-+ y+2z=2

je nedourcend, tj. ma nekoneé¢né mnoho teseni. Mnozina reseni je
(20, Y0, 20) +null A = (1,—1,2) + span{(1,-1, )} ={(1+a, -1 —a,2+a) |a € R }.
Jeji feseni s nejmensi normou je takové feseni, které minimalizuje ¢islo 22 + 3% + 22 (l

Uloha (5.14) by se pohodlné fesila metodou Lagrangeovych multiplikdtoru, to se ale nau-
¢ime az v pozdéjsi kapitole. Nyni ji vyfeSime geometrickou tivahou. Tato tivaha bude naopak
rozcvickou pro pozdéjsi odvozeni metody Lagrangeovych multiplikatoru v §9.4.

{x|Ax=Db}

nullA ={x|Ax=0}
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Vektory x a x’ jsou dvé ruznd feSeni soustavy, ale pouze x ma nejmensi normu. Z obrazku je
vidét, ze TeSeni x ma nejmensi normu praveé tehdy, kdyz vektor x je kolmy na nulovy prostor
matice A. Tedy x € (null A)* = rng(AT), kde posledni rovnost je (4.2b). To znamena, 7e x je
linedrni kombinaci fadkii A. To znamend, 7e existuje vektor A € R™ takovy, ze x = ATX. Pro
vyteseni tdlohy (5.14) tedy musime vyfesit soustavu rovnic

AT =x, (5.15a)
Ax =b. (5.15b)

To je soustava m + n rovnic o m + n neznamych (x, A).

Vyfesme tuto soustavu. Dosadime x do druhé rovnice, AATA = b. Pfedpokladejme, 7e
matice AAT m4 plnou hodnost, coz dle rovnosti (3.14a) nastane pravé tehdy, kdyz matice A
m4 hodnost m (tedy linedrné nezdvislé iddky). Potom A = (AAT)"'b. Dosazenim do prvni
rovnice dostaneme x = A*b, kde

AT = AT(AAT)L (5.16)

se nazyva pseudoinverze Siroké matice A. Je to jedna z pravych inverzi matice A (ovérte!).

Vsimnéte si, ze tlohu (5.14) lze také vnimat jako hledani vzdalenosti afinntho podprostoru
X ={x € R"| Ax = b} od pocitku 0. Ctverec této vzdalenosti je roven optimalni hodnoté
ulohy (5.14), tedy

d(X,0)? = (AT™b)"(A™b) = b"(AAT) TAAT(AAT)'b = b" (AAT)'b. (5.17)

5.2.1 Pseudoinverze obecné matice s plnou hodnosti

Pseudoinverzi 1izké matice jsme definovali difve vzorcem (5.4). Nyni shriime: ma-li matice A
plnou hodnost (tedy min{m,n}), definujeme jeji pseudoinverzi jako

(5.18)

+ ) (ATA)T'AT kdyz m > n,
| AT(AAT)Y kdyz m < n.

Vektor x = A™b je v prvnim pifpadé feseni soustavy Ax = b ve smyslu nejmensich ¢tvercu,
ve druhém pripadé feseni soustavy s nejmensi normou. Pokud m = n, je v obou piipadech
AT = A~ (ovéite!).

V piipade, ze A nemé plnou hodnost, vzorec (5.18) nelze pouzit a pseudoinverzi definujeme
jinak. K tomu se vratime pozdéji v §7.5.

5.3 Cviceni

5.1. Méame soustavu Ax = b, kde A € R™" a b # 0. Jsou tyto vyroky pravdivé? Odpovédi
dokazte.

a) Pokud m < n, pak soustava ma vzdy feSeni.
b) Pokud m > n, pak soustava nemd nikdy Feseni.

¢) Pokud m < n a A m4 plnou hodnost, pak soustava ma vzdy nekoneéné mnoho feseni.
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5.2.

5.3.

5.4.

5.5.

5.6.

2.7.

Vyfteste (mozno pouzit pocitac) soustavu

10 —1 1
12 1] |
11 =3| ™~ |1
01 1| L™ 1

priblizné ve smyslu nejmensich ¢tvercu pomoci (a) pseudoinverze, (b) QR rozkladu.

Formulujte jako ptiblizné teseni soustavy Pu = q ve smyslu nejmensich ¢tvercu, tedy jako
tilohu min,, |[Pu — q|2. Jako vysledek napiste matice P, q,u. Vzorem je Pifklad 5.2.

a) Hleda se bod x € R™, ktery minimalizuje soucet ¢tvercu vzdalenosti k danym bodum
ai,...,a, € R™ tj. vyraz >, ||a; — x||3. Dokazte navic, Ze minimum se nabyva v
téZiéu x=2%" a.

b) Jsou dény a,s,y € R". Hled4 se vzdalenost bodu y od piimky {a+ts |t € R}.

¢) Mame mnozinu m piimek v R", kde i-t4 pfimka je mnozina {a; +ts; | t € R} pro
dané a;,s; € R™. Hleda se bod y € R", jehoz soucet ¢tvercu vzdalenosti k primkdam
je minim&lni.

d) Méme m nadrovin v prostoru R", kde i-t4 nadrovina méa rovnici alx = b; pro dané
a; € R" ab; € R. Hledd se bod y € R”, ktery minimalizuje soucet ¢tvercu vzdalenosti
od jednotlivych nadrovin.

e) V prknu je n dér o soutadnicich xy,...,z, € R, vSechny v jedné piimce. Namérime
metrem vzdélenosti d;; = x; — x; pro vybrané dvojice (4, j) € E, kde mnozina E C
{1,...,n} x{1,...,n} je dana. Pfitom dvojice jsou vybrané tak, ze vzdy =, > z;. Ze
vzdélenosti d;; chceme spocitat souradnice 1, ..., z,. Odpovézte ddle na otdzky:

1. Kolik feseni ma soustava Pu = q? Dokazte algebraicky a objasnéte fyzikalni
vyznam.
2. Jsou sloupce P linearné nezavislé?
Diskutujte obé otazky pro ptipad, ze métreni jsou presnd, a pro pripad, ze méfeni jsou
zatizena nepresnostmi.

V problému vazenych nejmensich étverci chceme najit x = (xq, ..., x,) € R" minimalizu-
jici funkei
m n 2
f(X) = Z w; ( Z aijxj — bz)
i=1 j=1

kde w; jsou nezaporné vahy. Napiste funkci v maticovém tvaru, k cemuz zaved’te diagonalni
matici W = diag(wy, . . ., w,,). Napiste normalni rovnici a pseudoinverzi pro tento piipad.

Mame vektory u = (2,1,-3) av = (1,—1 1) Najdi ortogondlni projekei vektoru (2,0, 1)
na podprostor (a) span{u}, (b) (span{u}) (c) span{u, v}, (d) (span{u,v})*.

Necht” X = span{ (—2,0,%,0), (0,0,0,1), (3,0,2,0) }. Najdi projektory na podprostor X
a podprostor XL

2 0

Méame A = 2 4 1. Najdi ortogonalni projekci vektoru (1,1,1) na podprostory (a)
1 20
r

rng A, (b) null A, (c) rng(A d) null(AT).
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5.8.

5.9.

5.10.

5.11.

5.12.

5.13.

5.14.

0.15.
0.16.

5.17.
0.18.

Nulovy prostor projektoru je typicky netrivialni, tedy projektor P je singularni matice. Kdy
je P regularni? Jaka je v tom piipadé matice A ve vzorci (5.6) a podprostor X = rng A?
Jaky je geometricky vyznam této situace?

(%) Pro ||all; = 1 je H =1 — 2aa’ zndma jako Houscholderova matice. Transformace Hx
je zrcadleni vektoru x kolem nadroviny s normalovym vektorem a, proto se H také nékdy
nazyva elementdrni reflektor.

a) Odvod'te vzorec H = I — 2aa’ podobnou tivahou, jako jsme odvodili projekor.

b) Ukazte, ze H=H? a HTH = I (tj. matice je symetrickd a ortogondlni).

c) Ukazte, ze det H = —1.

d) Co je Ha? Co je Hx, kdyz a’x = 0?7 Ukazte algebraicky a odivodnéte geometricky.

(%) RQ rozklad rozlozi matici A = RQ, kde R je horni trojihelnikova a Q je ortogondlni.
Jak byste spocitali RQ rozklad z QR rozkladu?

(x) Matice A se nazyvd normdini, pokud ATA = AAT. Piikladem je symetrické ma-
tice (ale ne kazda norméalni matice je symetrickd). Dokazte, ze pro normalni matice plati
mg A 1L null A.

Dokazte nasledujici vlastnosti pseudoinverze ze vztahu (5.18) pro libovolné matice plné
hodnosti:

a) AT = A1 kdyz A je ctvercovd

b) (AH)* = A

) (AT)* = (AF)T

d) AATA=A ATAAT = AT (AAN)T = AAT (ATA)T = ATA
e) AT = ATAAT = ATAAT

f) (ATA)+ — A+(AT)+, (AAT)+ — (AT)+A+

o

Uvazujme projektor (5.6). Baze podprostoru X, na ktery promitdme, je tvorena sloupci
matice A. Projektor P se nesmi zménit, vezmeme-li jinou bazi podprostoru. Ruzné baze
podprostoru jsou dany sloupci matice A = AC pro ruzné reguldrni matice C € R™" (tedy

C je matice prechodu k jiné bazi). Ovéfte, ze vskutku A(ATA)*lAT =A(ATA) AT,

Jaké bude feseni normélnich rovnic (5.3) v pripadé, ze b L rng A? Vyfeste geometrickou
uvahou a pak zkuste dokazat algebraicky.

Hleddme vektor x, ktery minimalizuje ||[Ax — b||3 4 u||x||3. Pfeved’te na tvar (5.2).

Ze Cviceni 4.13 vime, ze pro ortogonalni matici U = [Ul U2j| plati UlUlT + U, Ul =1.
Jakou ma tento vzorec souvislost s projekci na podprostory rng U; a rng Uy?

Vztahy (5.8) jsme odvodili geometrickou tvahou. Dokazte je algebraicky.

Pomoci (5.17) odvod’te vzorecek pro vzdalenost nadroviny a’x = b od pocatku, ktery
mate znat ze stredni skoly.

Napovéda a reseni

5.1.a) Neplati. Piiklad: m =1, n=2, A = [0 0}, b=1.
5.1.b) Neplati.
5.1.c) Plati.
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5.2. (z1,29,23) = (2,1,0)/3

5.3.c) Minimalizujte pres proménné y, 1, ..., tpy.

5.3.d) Nejprve si vzpomeiite ¢i odvod’te, jak se spoéitd vzdalenost bodu y od nadroviny a’x = b.
54. f(x)=(Ax—-b)TW(Ax —Db).

5.5. (a) (2,1,-3)/14, (b) (26,—1,17)/14, (c) (62,—35,17)/38, (d) (14, 35,21)/38
5.6. Nejsou ndhodou vektory ortonormélni?

5.6. Projektor na X je P = diag(1,0,1,1). Projektor na X je P = diag(0, 1,0, 0).
5.7. (a) (1,1,1), (b) (0.4,-0.2,0), (c) (0.6,1.2,1), (d) (0,0,0)

5.8. A je regularni, tedy X = R™. Projektor je identita.

5.11. Vychézejte z rovnosti (3.14a).

5.14. x=0

5.17. Pouzijte (3.13) a (4.2).

5.18. [bl/]lall2
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Kapitola 6

Kvadratické funkce

Ze zakladni skoly znate polynomy jedné proménné, co jsou ale polynomy vice proménnych?
Monom k-tého stupné n proménnych je vyraz
l']fl P fon7
kde ag,. x, € R ki, ... k, € {0,1,... k}, ky+---+k, = k. Polynom n proménnych je linedrni
kombinace monomu, pricemz stupen polynomu je stupen jeho monomu nejvyssiho stupné.
Napr. funkce
flx,y) =2y +ay — 22 +1 (6.1)

je polynom dvou proménnych tietiho stupné, kde napi. z%y je monom tietiho stupné a xy je
monom druhého stupné. Polynom je homogenni, pokud stupné vSech jeho monomu jsou stejné.
Polynom (6.1) neni homogenni, ale napt. f(x,y) = 2%y — 53® je homogenni stupné tii.
Vidime, ze afinni funkce (3.17) je jen jiny nézev pro polynom prvniho stupné a linedrni
funkce (3.5) (také zvand linearni forma) je jiny ndzev pro homogenni polynom prvniho stupne.
Polynom druhého stupné se nazyva kvadratickd funkce a homogenni polynom druhého stupné
kvadratickd forma'. Cilem této kapitoly je porozumét extrémim kvadratickych forem a funkei.

6.1 Vlastni cisla a vektory
Necht’ pro ¢tvercovou matici A € R™"™ nenulovy vektor v € C" a skalar A € C plati
Av = )\v. (6.2)

Pak A se nazyva vlastni cislo matice a v vlastni vektor matice prislusny vlastnimu ¢islu A.
Vlastni ¢isla a vektory mohou byt obecné komplexni.
Rovnici (6.2) lze prepsat jako
(A= XI)v=0. (6.3)

To je soustava homogennich linearnich rovnic pro v, kterd ma netrividlni feseni pravé tehdy,
kdyz matice A — Al je singularni. Tedy vlastni ¢isla jsou kofeny polynomu

pa(N) = det(A — AI), (6.4)

INézvoslovi neni zcela konzistentni, coz je opét ddno tim, Ze nékterd jména pochazeji z linedrni algebry a
nékterd z matematické analyzy.

47



ktery se nazyva charakteristicky polynom matice A.

Vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu A pak spocitame ze soustavy (6.3). Vlastni vektor
neni svym vlastnim ¢islem urcen jednoznacné, vlastni vektory ptislusné vlastnimu ¢islu A tvori
cely podprostor null(A — AI) (kromé pocatku 0).

1 2

Priklad 6.1. Najdéte vlastni ¢isla matice A = [3 4

] . Charakteristicka rovnice je

1—A 2

det(A—)\I):det{ 2 4

]:(1—)\)(4—)\)—3-2:)\2—5>\—2:O.

Tato kvadratickd rovnice ma dva kofeny A = (5 4+ 1/33)/2. To jsou vlastni ¢isla matice A.
Vlastni vektory prislusné kazdému A najdeme fesenim homogenni linedrni soustavy

1—A 2
l 3 4_)JV:O.

O

Z definice determinantu (2.6) plyne (promyslete!), ze charakteristicky polynom ma stuper n.
Podle zdkladni véty algebry ma tedy n komplexnich kotfent, z nichz nékteré mohou byt ndsobné.
Oznacime-li koteny Aq, ..., \,, plati

n

pa(N) = =)

i=1

V tomoto smyslu ma matice pravé n vlastnich ¢isel, z nichz néktera mohou byt stejnd. Tomuto
seznamu vlastnich ¢isel se nékdy rika spektrum matice.

Necht” Aq,..., A, jsou vlastni ¢isla matice a vy,...,v, jsou jim piislusné vlastni vektory.
Rovnice (6.2) lze pro né napsat jako jedinou maticovou rovnici (rozmyslete!)

AV = VA, (6.5)
kde diagonélni matice A = diag(Ay, ..., \,) mé na diagondle vlastni ¢isla a sloupce ¢tvercové
matice V = [vy -+ v,] jsou vlastni vektory.

Vlastni vektory mohou byt linedrné zavislé. Tato otazka neni jednoduchd a podrobné ji zde
diskutovat nebudeme. Rekneme jen, ze existuje dobry divod vlastni vektory vybrat tak, aby
hodnost matice V byla nejvétsi mozna.

Jak se pocitaji vlastni ¢isla a vektory? Charakteristicky polynom je hlavné teoereticky na-
stroj a pfimé hleddni jeho koienti neni vhodné pro numericky vypocet?. Pro vétsi matice se
pouzivaji numerické itera¢ni algoritmy, pricemz pro matice ruzného typu jsou vhodné ruzné
algoritmy. Matlabska funkce [V,D]=eig(A) spocitd matice V a A spliujici (6.5).

6.1.1 Spektralni rozklad

Pokud je V regularni (tj. existuje n linedrné nezavislych vlastnich vektoru), je invertovatelna a
(6.5) lze psat jako
A=VAV (6.6)

2Naopak, hleddni kofenti libovolného polynomu lze pievést na hleddni vlastnich ¢isel matice, ktera se nazyvé
doprovodnd matice (companion matriz) polynomu.
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Vztahu (6.6) se pak iikd rozklad matice podle vlastnich ¢isel nebo spektralni rozklad.
V tom piipadé je matice A podobnd diagonélni matici (neboli diagonalizovatelnd), protoze
z (6.6) plyne V7IAV = A.

Je zndamo nékolik vlastnosti matic, které postacuji pro diagonalizovatelnost. Nejznamé;jsi z
nich je symetrie.

Véta 6.1. Necht’ matice A € R™" je symetricka. Pak vSechna jeji vlastni ¢isla jsou realna a
existuje ortonormalni mnozina n jejich vlastnich vektorii.

Této véte se nékdy fika spektralni véta. Podle ni pro kazdou symetrickou A je v (6.5)
matice A redlnd a V muze byt zvolena jako ortogondlni (V—! = V1), Tedy

A=VAV' =3 "Nvv/. (6.7)
=1

Zaroven jsme vpravo uvedli i druhou formu rozkladu (zkontrolujte, ze druhd rovnost v (6.7)
plati!), kterd je nékdy vhodnéjsi nez maticova forma VAVT. Viimnéte si, Ze v;v! jsou matice
hodnosti 1.

Vlastni ¢isla a vektory jsou rozsahlé téma, které jsme zde zdaleka nevycerpali. To ale neni
ani tfeba, protoze dale budeme porebovat jen spektralni rozklad symetrické matice.

6.2 Kwvadraticka forma

Kvadraticka forma je homogenni polynom f: R” — R druhého stupné. Je pohodlné ji zapsat
v maticovém tvaru

f(x)=x"Ax = Z Z ;T (6.8)

i=1 j=1

pro néjakou matici A € R™*",

Priklad 6.2. Prikladem kvadratické formy dvou proménnych je funkce

fla,y) =22 =22y +y* = [z ] {_? _ﬂ m .

Kazdou ¢tvercovou matici muzeme psat jako soucet symetrické a antisymetrické matice:

A :é(A +AT)J+ LA - AT)J

TV TV
symetricka antisymetricka

(viz Cviceni 2.11). Ale

x"Ax = IxT(A+ AT)x + 1 x"(A — A")x,
0
nebot’ x7' (A — AT)x = xTAx —xTATx = xT Ax — (xTAx)T = 0, kde jsme pouzili skutecnost,
ze transpozice skalaru je tentyz skalar.
Tedy kdyz A neni symetricka, muzeme ji nahradit jeji symetrickou ¢ésti a kvadraticka forma
se nezméni. Déle proto budeme predpokléddat, ze A je symetricka.
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Definice 6.1. Symetricka matice A je
e pozitivné [negativné] semidefinitni, kdyZ pro kazdé x plati xT Ax > 0 [xTAx < 0]
e pozitivné [negativné] definitni, kdyZ pro kazdé x # 0 plati xT Ax > 0 [xT Ax < (]
e indefinitni, kdyz existuje x a'y tak, 7e xTAx >0 ay’Ay < 0.

Matice muze mit i nékolik téchto vlastnosti najednou. Napt. pozitivné definitni matice je
zaroven pozitivné semidefinitni. Nulova matice je zaroven pozitivné i negativné semidefinitni.

I kdyz definice dava smysl pro libovolné ¢tvercové matice, je zvykem hovotit o téchto vlast-
nostech jen pro symetrické matice. Nékdy se tyto vlastnosti definuji ne pro matici, ale abstrakt-
néji pro kvadratickou formu.

7 Definice 6.1 je jasné, ma-li kvadratickd forma extrém a pripadné jaky:

e Je-li A pozitivné [negativné| semidefinitni, pak v pocatku se nabyva minimum [maximum].

e Je-li A pozitivné [negativné| definitni, pak v pocatku se nabyva ostré minimum [maxi-
mum).

e Je-li A indefinitni, pak kvadraticka forma nema minimum ani maximum.

Tato tvrzeni je snadné dokéazat. Je-li A pozitivné semidefinitni, kvadraticka forma nemuze byt
zaporna a zaroven pro x = 0 je nulovd, proto v bodé x = 0 (i kdyz mozna i jinde) nabyva
svého minima. Je-li A indefinitni a napt. x’ Ax > 0, bod x nemtize byt maximum, protoze
(2x)TA(2x) > xT Ax, a nemtize to byt minimum, protoze pro néjaké y je y’ Ay < 0.

Véta 6.2. Symetricka matice je
e pozitivné [negativné] semidefinitni, pravé kdyz ma vsSechna vlastni ¢isla nezdporna [ne-
kladnd]
e pozitivné [negativné] definitni, pravé kdyz ma vsechna vlastni ¢isla kladnd [zapornd]

e indefinitni, pravé kdyz ma alespon jedno kladné a alespon jedno zaporné vlastni cislo.

Diikaz. 7 rozkladu podle vlastnich ¢isel (6.7) mame
xTAx = x"VAVTx = y' Ay = \iy? + -+ A\i, (6.9)

kde y = VTx. Substituce x = Vy tedy diagonalizovala matici kvadratické formy. Protoze V je
regularni, definitnost matice A je stejna jako definitnost matice A. Ale protoze A je diagonalni,
jejl definitnost je okamzité patrnd ze znamének ¢isel \;. Napt. vyraz (6.9) je nezdporny pro
kazdé y praveé tehdy, kdyz vSechna \; jsou nezédporné. 0

Oznacime-li g(y) = y' Ay, mame f(x) = g(VTx). ProtoZe matice V je ortogondlni, trans-
formace y = VTx je isometrie, tedy funkce f a ¢ se lis{ jen otocenim (pifp. zrcadlenim) v
prostoru vzoru.

Pro piipad dvou proménnych (n = 2) si grafy diagonélni formy ¢ snadno predstavime.
Jsou-li obé vlastni cisla kladna, funkce g vypada jako ‘dolik’. Jsou-li obé vlastni ¢isla zaporna,
funkce g vypada jako ‘kopec’. Maji-li vlastni ¢isla opacnd znaménka, tvarem je ‘sedlo’:
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91, y2) = yi + 3 91, y2) = =i — v3 9y, y2) = yi — 3

6.3 Kvadraticka funkce

Kvadratickd funkce je polynom (ne nutné homogenni) druhého stupné. Lze jej psat v maticovém
tvaru
f(x)=x"Ax +b'x +¢, (6.10)

kde AT = A # 0. Oproti kvadratické formeé tedy piibyly linedrni a konstantni éleny. Viimnéte
si, ze pro n = 1 je (6.10) zndm4 kvadratickd funkce jedné proménné f(z) = ax? + bz + c.

Jak nalézt extrémy kvadratické funkce? Extrémy lze hledat mechanicky pomoci derivaci, to
vsak ukazeme az v pozdéjsi kapitole. Jiny zpusob je prevést kvadratickou funkci na kvadratickou
formu posunutim pocatku. Tento zpusob popiSeme nyni.

Neékdy lze najit vektor xo € R™ a skalar y, takové, ze

xTAx +b'x +c= (x — x0)TA(x — x0) + vo. (6.11)

Vyraz na pravé strané je kvadraticka forma s pocatkem posunutym do bodu x, plus konstanta.
Této uprave se rika doplnéni na ¢tverec. Znate ji pro ptipad n = 1, nebot’ tak se na zakladni
skole odvozuje vzorec pro koteny kvadratické rovnice jedné proménné. Spoc¢téme xg, vy z danych
A b, c. Roznasobenim pravé strany dostaneme

(x —x0)TA(x — %¢) + 1o = X' Ax — xT Axg — X Ax + x4 Axo + o
= xT Ax — 2x] Ax + x3 Axq + vo.

Porovnanim ¢lenu stejného stupné mame

b = —2Ax, (6.12a)
c = xp Axo + o, (6.12b)

z ¢ehoz spocitame xg a yo. Pokud soustava (6.12a) neni fesSitelnd, doplnéni na ¢tverec neni
mozne.

Pokud je doplnéni na ¢tverec mozné, vysetieni extrému kvadratické funkce se nelisi od
vySetfeni extrému kvadratické formy, protoze rozdil je jen v posunuti x3. Pokud doplnéni na
¢tverec mozné neni, kvadraticka funkce extrém nema.

Priklad 6.3. Mame kvadratickou funkci

T T
o2 2 R 2 —1| |z 0 T
flz,y) =22" = 22y +y~ — 2y + 3 = g 1= 1]y T, y + 3.
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Jeji doplnéni na ctverec je

Floy) = 2@ — 1) =2 — 1)y —2) + (y—2)> +1= B:;ru _ﬂ B‘:ﬂ i1,

tedy mame xo = (1,2), yo = 1. Jelikoz matice A je pozitivné definitni (ovérte!), ma kvadratickd
funkce minimum v bodé x,. O

Piiklad 6.4. Kvadraticka funkce

Jlay) =a® —y = B]TB 8} m * [-?ﬂﬂ

doplnit na étverec nejde. Funkce tedy nemé na R? extrém. U

Piiklad 6.5. Resme znovu tlohu (5.2). Hleddme minimum kvadratické funkce

|Ax — b3 = (Ax — b)" (Ax — b)
= (x"AT - b") (Ax - b)
=x"A"Ax - x"A"b - b"Ax +b’b
=x"ATAx - 2b"Ax + b'b, (6.13)
kde jsme pouzili skutecnost, ze skalar je roven své transpozici a tedy b7 Ax = (bTAx)T =
xTATb. Extrém této kvadratické funkce muzeme najit doplnénim na ¢tverec (viz §6.3). Sou-
stava (6.12a) bude mit tvar ATAxy = ATb (pozor: A, b znamend néco jiného v (6.13) a

v (6.12a)), tedy dostali jsme normdlni rovnici (5.3). Zaroven je jasné, Ze matice AT A je pozi-
tivné semidefinitni, nebot’ pro kazdé x € R™ mame

xTATAx = (Ax)TAx = || Ax||; > 0. (6.14)

Tedy v bodé xy bude minimum. O

6.3.1 Kwvadrika

Vrstevnice kvadratické funkce se nazyva kvadrika (quadric, quadric surface). Tedy kvadrika
je mnozina

{xeR"|x"Ax+b'x+c=0}. (6.15)
Pro n = 2 se kvadrika nazyva kuzelosecka (conic). Dulezitym specidlnim piipadem kvadriky
je elipsoidni povrch?; coZ je mnozina {x € R" | xT’ Ax =1} pro A pozitivné definitni.

6.4 Cviceni

6.1. Spocitejte vlastni ¢isla a vlastni vektory matic {_} _g} , H g] .

3 Nekdy se nazyva téz elipsoid, ale ndzvoslovi neni jednoznaéné a nékteif autofi elipsoidem rozumi mnozinu
{x e R" | xTAx < 1}. Rozdil je stejny jako mezi sférou a kouli.
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6.2.

6.3.

6.4.
6.5.

6.6.

6.7.
6.8.

6.9.
6.10.
6.11.

6.12.

6.13.

6.14.

6.15.

2 0 3
Napiste rovnici, jejimiz koteny jsou vlastni ¢isla matice [0 —2 —1

3 -1 2
Najdéte vSechna vlastni ¢isla a vlastni vektory (a) nulové, (b) jednotkové, (c) diagondlni
matice. Najdéte vlastni ¢isla trojihelnikové matice.

Zname vlastni cisla a vektory matice A. Jaké jsou vlastni ¢isla a vektory matice A + al?

Méme kvadratickou formu dvou proménnych f(z,y) = 3z% + 22y + 3y>.
a) Napiste ji ve tvaru f(z,y) = [:1: y} A [ﬂ se symetrickou A.

b) Najdéte a,b € R a ortogondlni U tak, ze f(z,y) = au® + bv?, kde [ﬂ =U [ﬂ .

c¢) Nakreslete mnozinu bodu (u,v) spliujicich au® + bv* = 1.

d) Transformujte tuto mnozinu do soutadnic (z,y) a nakreslete.
Kvadratickou funkci f(z,y) = 22? + 2zy — 3y* — x + 2y napiste ve tvaru (6.10) se symet-
rickou A.
Je mnozina { (z,y) € R? | 2% — 3zy + y* = 1 } elipsa nebo hyperbola? Oduvodnéte.
Je zndmo, ze libovolnou rotaci ve trirozmérném prostoru lze realizovat jako rotaci kolem
jisté primky (jdouci poc¢atkem) o jisty uhel. Geometrickou tivahou (tj. bez poc¢itani) zjistéte
co nejvice o vlastnich ¢éislech a vektorech rota¢ni matice rozméru 3 x 3.
Ukazte, ze je-li A = VAVT spektrdlni rozklad symetrické matice A, plati A" = VA"V,
(%) Ukazte, ze dvé ¢tvercové matice komutuji, pravé kdyz maji stejné vlastni vektory.
(x) Necht” A € R™™ a B € R"*™. Ukazte, ze nenulova vlastni ¢isla matic AB a BA jsou
stejna.

Pro dané matice urcete, zda jsou pozitivné/negativné (semi)definitni nebo indefinitni:

e A e B e

Zjistéte, zda maji néasledujici kvadratické funkce extrém a pokud ano, extrém najdéte a
urcete jeho druh (minimum nebo maximum). Pouzijte doplnéni na ctverec.

a) f(r,y)=a2>+4dovy — 29> +3x — 6y +5

b) f(x) =x" {_1 _é]x+[2 —1]x

1 —
Meéjme matici A = [2 _ 4] . Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?
a) Vyraz x! Ax je nezaporny pro kazdé x € R%
b) Vyraz xT Ax je nekladny pro kazdé x € R2.
c¢) Funkee f(x) =xTAx md v bodé x = 0 extrém.
(x) Napiste v Matlabu funkci ellipse(Q), ktera vykresli elipsu s rovnici xT Ax = 1 pro
pozitivné definitni A. Zamyslete se, jak byste postupovali pti navrhu funkce conic(Q),

kterd vykresli kuzelosecku x” Ax = 1 pro A libovolné definitnosti (nezapomeite, Ze obecna
kuzelosecka muze byt neomezend, tedy je nutno ji ofiznout do daného obdélniku).
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6.16.
6.17.
6.18.

6.19.
6.20.

6.21.

6.22.

6.23.

6.24.

6.25.

6.26.

Dokazte, ze matice AT A je pozitivné semidefinitni pro kazdou matici A.

Dokazte, ze matice AT A + ul je pozitivné definitni pro kazdou matici A a kazdé u > 0.
Dokazte, ze (Ctvercovd symetrickd) matice je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz jeji
inverze je pozitivné definitni. Dokazte to nejdrive s pouzitim spektralniho rozkladu a pak
bez pouziti spektralniho rozkladu.

Musi mit pozitivné semidefinitni matice na diagonéle nezaporné prvky? Odpoveéd’ dokazte.

(%) Pozitivné semidefinitni symetrické matice lze vnimat jako zobecnéni nezapornych cisel.
Proto se nékdy pozitivni semidefinitnost zna¢i A > 0. Zapis A = B je pak zkratkou
A — B > 0. Na zékladé této analogie bychom ocekavali, ze:

a) Pokud A > B a C > D, potom A+ C > B+ D.
b) Pokud A > 0 a a > 0, potom oA > 0.

c) Pokud A = 0, potom A% = 0.

d) Pokud A =0 a B > 0, potom AB > 0.

e) Pokud A = 0a B > 0, potom ABA > 0.

Které z téchto tvrzeni plati? Dokazte nebo najdéte protipiiklady.

Dokazte, ze relace = z predchoziho cviceni je castecné usporadani, tj. reflexivni, tranzitivni
a antisymetricka relace na mnoziné symetrickych matic n x n.

Jsou-li \; vlastni ¢isla matice A, dokazte Ay x --- X A\, = det A pro

a) libovolnou diagonalizovatelnou matici,
b) (%) pro libovolnou ¢tvercovou matici.

V §5.1.2 jsme definovali projekci jako matici P spliujici P? = P. Geometrickou tivahou
(tedy bez pocitani) najdéte aspon jedno vlastni ¢islo a piislusny vlastni vektor projekce.

Dokazte, ze pro symetrickou matici A je vyraz

T

x' Ax

min = min x’ Ax (6.16)
x£0 XI'x xTx—1

roven nejmensimu vlastnimu ¢islu matice A.

(x) Geometrickou tivahou najdéte aspon dva vlastni vektory a prislusna vlastni ¢isla Hou-
seholderovy matice ze Cviceni 5.9.

Pro libovolnou matici A plati, ze nenulova vlastni ¢fsla matic ATA a AAT jsou stejna.
Dokazte.

Napovéda a reseni

6.4.

6.5.b) a:2,b:4,U:L[_1 1]

Vlastni ¢isla se zmensi o a. Vlastni vektory jsou stejné.
1
6.5.a) A= [3 }

1 3
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6.7. Hyperbola.

6.12. indefinitni, pozitivné definitni, indefinitni, pozitivné semidefinitni
6.13.a) Nemd extrém (ma sedlo v bodé (2, %)).

6.13.b) M4 minimum v bodé —(3,1)/2.

6.14. ZAdné tvrzeni neplati. Ndpovéda: je matice symetricka?

6.19. Musi.

6.22.a) Pouzijte spektralni rozklad A = V1AV,

6.24. Spektralnim rozkladem pieved’te na problém ITnin yTAy.
yiy=1

6.26. Vynasobte rovnici AT Av = \v zleva matici A.
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Kapitola 7
Rozklad podle singularnich cisel (SVD)

Véta 7.1. Kazdou matici A € R™*" Ize rozlozit jako
A =USV’ (7.1)
kde matice S € R™*" je diagonalni a U € R™*™ a V € R™*" jsou ortogonalni.

Diagonalni prvky matice S se nazyvaji singularni ¢isla matice A a budeme je znacit
S1,...,5p, kde p = min{m,n}. Je zvykem je sestupné setadit,

312"'231)207

coz lze vzdy zajistit permutaci sloupcu U a V. Sloupce matice U piip. V se nazyvaji levé prip.
pravé singularni vektory matice A. Rozklad (7.1) se nazyvé rozklad podle singularnich
cisel (Singular Value Decomposition, SVD).

Necht’ r = rank S je pocet nenulovych singuldrnich ¢isel. Z rovnosti (3.13b) (pouzité na
vyraz (7.1) a na jeho transpozici) je rank A = rank S = r. Pisme (7.1) jako

S, 0| | VT -
A= [Ul Ug] | =UiSiVy (7.2)
T 0 0 |V,
S vT
kde S; = diag(sy, ..., s,) € R™" je ¢tvercova diagonalni matice, na jejiz diagondle jsou viechna

nenulova singularni ¢isla. Velikosti bloku Uy, Us, Vi, V5 a nulovych blokt jsou urceny velikosti
matice S; (pokud néjaky blok mé jeden rozmeér nulovy, povazujeme ho za prazdny). Rozklad
A =U;S,VT se nazyvé redukované SVD.

Redukované SVD se tedy z plného SVD (7.1) ziska tak, ze matici S ofizneme na ¢tvercovou
r xr, z matice U vynechame poslednich m —r sloupcu a z matice V vynechame poslednich n—r
sloupcu. PIné SVD se z redukovaného SVD ziskd tak, ze iizké matice U; a V; doplnime ptridanim
sloupcu na ¢tvercové ortogonalni, a ctvercovou matici S doplnime nulami na obdélnikovou
stejného rozmeéru jako A.

Priiklad 7.1. Zde je ptiklad plného a redukovaného SVD matice 2 x 3:

5o o) e el o of [Y2 VR 0 T
A:l2 3 —2}_[1/\/5 _1/\/5} [0 3 0] 1/V/18 —1/V18 4/V/18| = USV

2/3  —2/3  1/3
V2 V2 0l [V 12 0
v S sl s s v

=U,S, VI O
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Vztah (7.1) tikd, ze kazdé linedrni zobrazeni je slozenim ti{ jednodussich linedrnich zobra-
zeni, a to isometrie VT, diagonalniho zobrazeni S a isometrie U. Linedrni zobrazeni reprezento-
vané diagonalni matici je jednoduse protazeni nebo zkraceni podél souradnicovych os, pripadné
(pokud je matice Sirokd) vynechani nékterych souradnic nebo (pokud je matice izkd) pridani
nulovych souradnic.

T T T, _
X V7 Vix | S SVix YU USv X—Ax>

isometrie protazeni/zkriceni podél os isometrie
vynechdni/pfidani soufadnic

V teci bazi to znamend, ze pro kazdé linearni zobrazeni lze najit takové ortonormélni baze
prostoru vzoru a prostoru obrazi, ze vzhledem k témto bazim je zobrazeni diagonalni.
SVD najde ortonormalni baze vsech ¢ty podprostoru generovanych matici (viz §4.2.1):

mg U; = rng A, (7.3a)
mg V; = rng(A”), (7.3b)
g U, = null(AT), (7.3¢)
rng Vo = null A. (7.3d)

Rovnost (7.3a) plyne ze (3.13b), nebot’ rng A = rng(U;S;VT) = rng(U;S;) = rng U;. Rov-
nost (7.3b) plyne z (7.3a), nebot” AT = (U;S, V)T = V,;STUT = V,;S,U7. Rovnosti (7.3c)
a (7.3d) nyni plynou z (4.2) a Cviceni 4.13.

7.1 SVD ze spektralniho rozkladu

Dokazme nyni Vétu 7.1.

Diikaz. Protoze matice AT A je symetrickd, ze spektralniho rozkladu (6.7) mame

A, 0] [VT
ATA=VAVT =V, V { ! H 1}, 7.4
[ 1 2] 0 0 V2T ( )

kde V = [Vl Vg} € R™" je ortogondlni a A; € R™" je diagondalni reguldrni (ma na diagonéle

nenulovd vlastn{ ¢isla matice AT A). Matice AT A je pozitivné semidefinitn{ (Cviceni 6.16), tedy
A ma kladné diagonalni prvky. Polozme

S, = A}, (7.5a)
U, = AV,S; !, (7.5b)

kde A{? = diag(v/A1, . .., v/ An), takze AJ2A}? = Ay, Ovéifme

UTU, = S'VTIATAV, S =STIVIV A VIV ST = ST'A S =1, (7.6a)
U S, VI = AV S!S, VI = AV, VT = A, (7.6b)

Matici Uy zvolime libovolné tak, aby U = [Ul Ug] byla ortogonalni.
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Rovnost (7.6b) je ocividna, pokud V je ¢tvercova a tedy V; VT = 1. Tato rovnost ale plati,
i kdyz V; neni ¢tvercova (tedy je obdélnikova tzkd). To ukazeme napt. takto. Vyndsobime-
li (7.4) matici VT zleva a V zprava, dostaneme

v

Vﬂ ATA [V, V] = [Al 0}

oo (7.7)

Roznasobenim levé strany ziskdme (AVy)TAV, = 0, tedy (dle (3.14a)) AV, = 0. Déle je
V, VT + Vo,V =T (Cviceni 4.13). Nyn{

AV, VI =A0I-V,VI)=A - AV, VI = A O

Ditkaz ukazuje, ze SVD lze spocitat ze spektralniho rozkladu matice! AT A. Tento zpisob
ale neni numericky nejvhodnéjsi, protoze vypocet soucinu AT A muze vést ke zbytetnym zao-
krouhlovacim chybam (viz §5.1.1). Na SVD se proto pouzivaji algoritmy, které se explicitnimu
vypoétu ATA vyhybaji?.

Matlabsky piikaz [U,S,V]=svd(A) pocita plné SVD. Redukované SVD neni primo im-
plementované, dostaneme jej ale z prikazu [U,S,V]=svd(A,’econ’), ktery vrati U € R"™*P
S e RP*P a 'V € R™*P,

Poznamka o numerické linearni algebie. Potkali jsme jiz tii rozklady matic: QR, spekt-
ralni rozklad, SVD. Je jesté nékolik jinych zajimavych rozkladi. Navrh numerickych algoritmu
operace s maticemi, feSeni soustav linearnich rovnic a rozklady matic vektori je predmétem
numerické linedrni algebry. Existuji volné dostupné softwarové baliky na numerickou linedrni
algebru, napr. LAPACK a BLAS. Matlab je postaven na baliku LAPACK.

7.2 Nejblizsi matice nizsi hodnosti
Frobeniova norma matice A € R™*" je ¢islo
m n 1/2 n 1/2
ale= (X2 0) = (Xl (78)
i=1 j=1 j=1

kde ay, ..., a, jsou sloupce matice A. Zjevné |Al|r = [|AT||r. Podobné jako eukleidovskd norma
vektoru, Frobeniova norma se nezméni transformaci radku nebo sloupctu matice isometrii, neboli

U'U=1 VIV=1 = |[Alr=|[UAlr= AV = [UAV"[. (7.9)

To snadno plyne (promyslete!) z (7.8).
Resme nyni tlohu, ve které chceme k dané matici A € R™*™ hodnosti r najit nejblizsi (ve
smyslu Frobeniovy normy) matici A’ dané nizsi hodnosti 7’ < r. Tedy fesime ilohu

min{ [|[A — A’||g | A’ € R™*", rank A’ =+ }. (7.10)

Reseni je dano nasledujici vétou, kterou uvadime bez dukazu.

1V ditkazu bychom mohli pouzit spektrélni rozklad matice AAT misto AT A (srov. Cviceni 6.26).

2Na druhou stranu, pokud ndm mozné snizeni piesnosti neohrozi, po¢itani SVD spektralnim rozkladem muize
byt rychlejsi. Napf. pokud je m > n a potfebujeme spocitat jen matice V a S (a nepottebujeme U), spektralni
rozklad matice AT A bude typicky rychlejsi, protoze velikost této matice je mald (n x n).
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Véta 7.2 (Eckart-Young). Necht’ A = USVT je SVD matice A. Necht’ S’ je diagonalni
matice, ktera vznikne vynulovanim r — ' nejmensich nenulovych diagonalnich prvkia matice S
(tj. si =s; proi <1’ as,=0proi>r') Pak A’ =US'VT je fesenim tlohy (7.10).

Vétu lze formulovat i jinak. Rozklad (7.1) 1ze napsat jako sumu

s

A=USV" =) suv/, (7.11)
i=1
kde uy,...,u,, jsou sloupce matice U a vq,...,v, jsou sloupce matice V. Vsimnéte si, ze

u; vl € R™™ je matice hodnosti 1 (viz §2.5). Matice A’ se ziskd tak, 7e z této sumy vezmeme
jen prvnich 7’ ¢lenu:

r r’

A =USVT = E shuv) = E SV .
i—1 i=1

Je-li A’ optimalni feseni ulohy (7.10), mame
|A=A'llr = [USVT = US'VT|lp = [[US=S)V||r = [S=S'llr = (s7r1+ - +57) /% (7.12)

V tomto smyslu singularni ¢isla fikaji, jak je matice daleko od nejblizsi matice nizsi hodnosti.

7.3 Prokladani boda podprostorem

Hledejme (linedrni) podprostor X C R™ dané dimenze 1/, ktery minimalizuje soucet Ctvercu
vzdalenost{ k danym bodtm? ay, .. .,a, € R™. Tuto tlohu nelze nijak pfevést na tilohu nejmen-
sich ¢tvercu z §5.1. Avsak lze ji fesit pomoci Véty 7.2. Mame

r =rank A = dimspan{a,,...,a,},

r’ =rank A’ = dimspan{a],...,al },
kde a; jsou sloupce matice A a a;» jsou sloupce matice A’. Predpokladame r’ < r. Déle je
n
2 2
1A = Al = lla; — a5
j=1
Tedy X = span{a),...,a,} = rngA’ je takovy podprostor dimenze 7', Ze soucet Ctvercu

kolmych vzdélenosti bodu ag, ..., a, k tomuto podprostoru je minimalni:

X =span{a),...,a}}

3 Ve statistice se této tloze ¥{kd rozvoj podle hlavnich komponent (principal component analysis, PCA) nebo
Karhunen-Loewiv rozvoj.
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Obvykle nepotiebujeme najit body a’, ale pouze bézi podprostoru X. Ortonormdlni bazi X
snadno ziskdme pomoci vztahu (7.3). Protoze pouze prvnich 7’ singuldrnich ¢isel matice A’ je
nenulovych, baze podprostoru X = rng A’ je mnozina prvnich r’ sloupcu matice U v rozkladu
A = USVT. Nékdy muze byt vyhodnéjsi hledat ortogonélni doplnék X ' = null(A’)” hledaného
podprostoru, jehoz baze je poslednich m — " sloupctu matice U.

Priklad 7.2. Mame déno n bodu ay, ..., a, v prostoru R®. Necht' [a; --- a,] = USVT je plné
SVD matice, jejiz sloupce jsou tyto body. Oznaéme u;, uy, us sloupce matice U € R3*3,

Hledejme primku prochazejici pocatkem takovou, aby soucet ¢tvercu kolmych vzdalenosti

bodu k této primce byl co nejmensi. Tato piimka je mnozina
span{w;} = {ow; |[a €ER} ={x € R* |ulx =ulx =0} = (span{uy, uz})*.

Hledejme rovinu prochéazejici pocatkem takovou, aby soucet ctvercu kolmych vzdalenosti
bodu k této roviné byl co nejmensi. Tato rovina je mnozina

span{uy, up} = { yuy + asuy | g, E R} ={x € R? | u3TX =0} = (span{ug})L. 0

7.3.1 Zobecnéni na afinni podprostor

Zobecnéme nyni tlohu: misto linearniho podprostoru hleddme afinni podprostor dimenze r/,
ktery minimalizuje soucet Ctvercu kolmych vzdélenosti od bodu ay,...,a,. Tento afinni pod-
prostor lze psét jako X = b + span{al, ..., al,} pro néjaké posunuti b € R™ (viz §3.3):

X =b +span{aj,...,a}}

a— 0

Soucet ¢tvercu kolmych vzdalenosti k X je (promyslete z obrazku!)

> llay —a — blF = A~ A"~ b7} (713)
j=1
Hleddme b € R™ a A’ € R™*™, které minimalizuji (7.13) za podminky rank A’ = r’.
Pokud A’ je pevné, minimalizaci vyrazu (7.13) pfes proménnou b lze snadno vyfresit expli-
citné (viz Cviceni 5.3.a): minimum se nabyva v bodé

o / = =/
b = EZ(aj—a]) =a—a,
j=1
kde
a=21(a+ - +a,), a =21+ - +a))
znadi tézisté bodu a; resp. a). Protoze vsak a’ € span{al,...,a/ }, platia=b+a’ € X (toto
promyslete, najdéte si vektory a,a’;b v obrazku!). Tedy jsme dokazali, ze optimélni afinni
podprostor X prochéazi tézistém a bodu ay, ..., a,.
Nyni je feSeni jasné: staci nejprve posunout body ai,...,a, tak, aby jejich tézisté lezelo v

pocatku, a potom najit linedrni podprostor, ktery minimalizuje soucet ¢tvercu vzdalenosti k
posunutym bodum.
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7.4 Priblizné reSeni homogenni linearni soustavy

Resme homogenn{ linedrni soustavu
Ax =0 (7.14)

pro A € R"™ ™. Mnozinou feseni je mnozina null A, coz je linedrni podprostor R™ dimenze
d=mn—rank A (viz (3.12)). Jedno z feseni je vzdy x = 0 (tzv. trividlni Feseni).

Muze byt homogenni soustava ‘preurcend’? Preucenost soustavy muzeme definovat tak, ze
dimenze d prostoru feSeni je nizsi, nez néjakd predem dand dimenze d’ > d. Specialni piipad
je, kdyz mé soustava pouze trividln{ feseni (d = 0), ale my chceme Fesen{ netrividlni. Resme
soustavu priblizné tak, ze co nejméné zménime matici A, aby prostor feseni meél kyzenou di-
menzi d’. Neboli nejprve najdeme matici A’ s hodnosti n — d’ nejblizsi matici A (dle Véty 7.2)
a potom vyFesime soustavu A’x = 0.

Vztah k nehomogennimu pripadu. V §5.1 jsme formulovali ptiblizné feseni nehomogenni
(b # 0) soustavy Ax = b jako tlohu minyecgn» ||[Ax — bl|2. Muze se zdat, ze tato formulace
je uplné odlisna od formulace pfiblizného feseni homogenni soustavy, kterou jsme uvedli zde.
Ale tak tomu neni. Formulujme priblizné feseni nehomogenni soustavy takto: pokud soustava
Ax = b nema feseni, zménme vektor b co nejméné tak, aby soustava feseni méla. Presnéji,
hleddme vektor b’ tak, aby pro néjaké x platilo Ax = b’ a pritom ¢islo ||b — b’||y bylo co
nejmensi. Tuto tlohu lze napsat jako

min{ ||b — b’ | Ax=b', x e R", b’ e R" }.

Zde minimalizujeme ptes proménné x a b’ (nevadi, ze x se nevyskytuje v ucelové funkci). Tato
uloha jde zjednodusit (rozmyslete!): dosadime b’ = Ax do ucelové funkce ||b — b’||2, ¢imz
dostaneme minyegn [|[Ax — bl|5. Shriime:
e V priblizném teseni nehomogenni soustavy Ax = b chceme zménit vektor b co nejméné
tak, aby soustava méla feseni.

e V priblizném feseni homogenni soustavy Ax = 0 chceme zménit matici A co nejméné tak,
aby soustava méla prostor feseni dané dimenze.

7.5 (%) Pseudoinverze obecné matice

Vrat'ne se nyni k nehomogenni linearni soustavé, Ax = b pro A € R™ ", Tuto soustavu

muzeme pohodlneé tesit pomoci SVD. Protoze U ma ortonormalni sloupce, vyndsobeni soustavy
Ax = USVTx = b matici U? zleva d4

SVTx = UTh,

tedy Sy = ¢ kde y = VIx a ¢ = UTb. Snadno najdeme feseni y této soustavy, nebot’ S je
diagondlni. Pak spocitame x ze soustavy y = VIx. Pokud je V ¢tvercovd (coz bude bud u
plného SVD libovolné matice nebo u redukovaného SVD tizké matice s plnou hodnosti), mame
piimo x = Vy.

Tuto myslenku nyni rozvineme. V §5 jsme oddélené diskutovali ptipady, kdy soustava ma
zadné, jedno, nebo nekoneéné mnoho teseni. Ted’ vSechny tyto pripady spojime do jediné obecné
formulace

min{ 1x||3 )XE argmin||AX'—b||§}. (7.15)

x/€R™
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To znamend, ze hleddme vektor x, pro ktery je norma |[[Ax — bl vektoru residu{ minim4lnf;
pokud je vsak takovych vektoru vice, vybereme z nich takovy, ktery mé nejmensi normu ||x||o.

Véta 7.3. Necht’ A = U;S, VT je redukované SVD matice A. Pak fesenim ilohy (7.15) je
x = A™b, kde
AT =V,S/Ul (7.16)

Diikaz (*). Necht’” SVD matice A je ddno vzorcem (7.2). Plati:
|1Ax — bl = [[USV'x — b3

= Ut (USVix - b)|3 nebot’ ||[UTz||y = ||z]|2 pro kazdé z
= |ISVix — UTb|)? nebot’ UTU =1
=[Sy —cll3

I el B

|l

2

2

= [Siy1 — el + [leall2, (7.17)
kde jsme oznacili
VIix UTb c
Ty _ 1 _ Y] _ Ty, _ 1 I R O
Vix = [Vgx] = [}’J =y, U'b = [UQTb] = [Cz} = c. (7.18)

Ceho jsme dosahli? Ukézali jsme, Ze vyraz || Ax—bl|2 je roven vyrazu (7.17). Ale ten se mnohem
snadnéji minimalizuje, protoze matice S; je diagonélni a reguldrni. Minimum vyrazu (7.17) tedy
nastane pro y; = S;'cy, protoze pak bude S;y; = c;. Protoze S; je étvercova diagonalni, jeji

inverze je jednoduse S;' = diag(s; ", ..., s ).
Vyraz (7.17) nezavisi na vektoru ys, ktery tedy muzeme zvolit libovolné. Zvolme jej tak, aby
vektor y mél nejmens{ normu. To oéividné nastane pro y, = 0. Protoze ||yl = [|[VI x|z = [|x]|2

(plyne z ortogonality V'), bude mit také x nejmensi normu.
Reseni tlohy (7.15) ziskdme zpétnym dosazenim z (7.18):

Sl_lcl

x=Vy=[V1 V] [yl} =[Vi V] [ 0

Y2

} = Vlsl_lcl = Vlsl_lU{b = A+b 0

Vsimnéte si, ze zatimco v dukazu jsme potiebovali plné SVD, ve vzorci (7.16) vystupuje
pouze redukované SVD. Matice Uy a V4 byly tieba jen pro dikaz.

Matice (7.16) se nazyva pseudoinverze obecné matice, presnéji Moore-Penroseova pseu-
doinverze. Pokud A je ¢tvercova reguldrni, (7.16) piejde v obycejnou inverzi A~!. Pokud A je
obdélnikové s plnou hodnosti, (7.16) souhlasi se vzorci (5.4), (5.16) a (5.18). Ovéite tato tvrzeni
jako cviceni!

7.6 Cviceni

7.1. Jsou dany matice

-1 2 2
1 [14 —16 —4 1[-3 4 1
A‘B[—z 13 22}’ U_5{43}’ V=3 ;‘; _?



7.2.

7.3.

7.4.

7.5.

7.6.
7.7.

Spocitejte matici B hodnosti jedna takovou, ze |A — B||r je minimdlni (kde || - [|[p znaci
Frobeniovu normu). Bez uziti pocitace spocitejte hodnotu ||A — B||g pro tuto matici B.
Jsou dany ¢tyti body a; = (3,-3,4), ap = (—2,—-3,-2), a3 = (1,0,—1), a, = (3,1,0)
v R?. Najdéte mnozinu X C R3, kterd minimalizuje soucet ¢tverci kolmych vzddlenosti
bodu k mnoziné X, kde X je

a) primka prochéazejici poc¢atkem,

b) rovina prochazejici pocatkem,

c¢) primka kterd muze ale nemusi prochazet poc¢atkem.
Muzete pouzit pocitac.
S pouzitim SVD najdéte bézi ortogonalniho dopliku podprostoru span{ (1, 1,1, —1), (2, —1,
(—=1,2,2,1) }. Muzete pouzit pocitac.
(x) Vyfeste soustavu ze Cviceni 5.2 priblizné ve smyslu nejmensich ¢tvercu pomoci SVD.
Muzete pouzit pocitac.
(x) Dokazte vlastnosti pseudoinverze ze Cviceni 5.12 pomoci vztahu (7.16) pro libovolné
(¢tvercové ¢i obdélnikové) matice z libovolnou hodnosti.

Zname spektralni rozklad symetrické matice. Jak byste jednoduse nalezli SVD této matice?

Mozna jste si jiz diive polozili otazku, jaky je vhodny algoritmus na nalezeni baze nu-
lového prostoru dané matice. Cvic¢eni 3.11 naznacilo jeden zpusob. V Matlabu se ovsem
baze nulového prostoru najde snadno funkei null. Vypiste si implementaci této funkce
matlabskym piikazem edit null a najdéte souvislost se vzorci (7.3).

Napovéda a reseni

7.1

|A = Bllr =1

7.2.a) X = span{(0.6912,—0.2181,0.6889)} (Uvédomte si ale, ze bdze vaseho podprostoru muze byt

jind nez zde uvedend.)

7.2.b) X = span{(0.6912, —0.2181, 0.6889), (—0.3771, —0.9221,0.0864) }
7.2.c) X = (1.25,—1.25,0.25) + span{(0.6599, 0.0280, 0.7508)}

7.3.

Pouzijte (7.3c) a (rng U;)* = rng Us. Hledana béze bude tieti sloupec U az na skalarni nasobek,
tedy napf. (0,—1,1,0).
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Kapitola 8

Nelinearni funkce a zobrazeni

V predchozich kapitolach jsme potkali linedrni a afinni zobrazeni a kvadratické funkce. V této
kapitole si fekneme vice o nelinedrnich funkcich f: R® — R a zobrazenich f: R” — R™ (zopa-
kujte si znaceni funkei a zobrazeni z §1.1.3). Predpokladdame ptitom, ze student znd analyzu
funkce jedné proménné a pojem parcialni derivace.

Déle budeme predpokladat, ze definiéni obor funkci a zobrazeni je celé R™. Tomu tak neni
vzdy, napf. definiéni obor funkce f(x) = /1 — 22 je interval [—1,1] C R. Tento predpoklad ale
zjednodusi vyklad a pro ¢tenare vzdy bude snadné latku zobecnit pro jiny defini¢ni obor.

Pro funkci f: R — R uzivame tyto pojmy:

e Graf funkce f je mnozina { (x,y) € R"™ | x e R", y = f(x) }.

e Vrstevnice funkce f vysky y je mnozina {x € R" | f(x) =y }.

Obrézek ukazuje pifklady grafu a vrtevnic funkei dvou proménnych na obdélniku [—1,1]%

=1

R R f

—xTx (

oo ('
SIS 5
AN} S sre ity sy s,
NS
%
4

X
U0 et
S SSSSSS
s s

<7

SSKKKXHT
S
NS
%
5

=2y (i kdyz 2o, ..., 2, chybi, f se rozumi jako funkce n proménnych)

=a'x=ar, + -+ a,z, (linedrni funkce)

nenormalizované Gaussovo rozdélen)

(%)
(%)
(x) =alx+b=ayx; + -+ a,r, + b (afinni funkce)
(x)
(x)

1. i R2 =R, f(x,y) = 2% — 1>
2. [P R*" = R, f(x

3. R =R, f(x T

4. f:R*" =R, f

5. [ R" = R, f(x)=e

6. f: R" —» R, f(x) = max
7

8

. f: R — R? f(t) = (cost, sint) (parametrizace kruznice, mnozina ([0, 27)) je kruznice)
(

t) = (cost, sint, at) (parametrizace Sroubovice neboli helixu)
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9. f: R" — R", f(x) = x (identické zobrazeni neboli identita)
10. f: R™ — R™, f(x) = Ax (linedrni zobrazeni)
11. £: R" - R™, f(x) = Ax + b (afinni zobrazeni)
12. f: R? - R f(u,v) = ((R+ rcosv)cosu, (R+rcosv)sinu, rsinv)
(parametrizace toru neboli anuloidu, mnozina f([0,27) x [0,27)) je torus)
13. Pii technice image morphing se obrazek napt. obli¢eje zdeformuje na obrazek jiného obli-
¢eje. Morphing je realizovan zobrazenim R? — R2.

14. Elektrické pole piifadi kazdému bodu v R3 vektor z R3. U

8.1 Spojitost

Neformalné tec¢eno, zobrazeni f: R” — R™ je spojité v bodé x € R", jestlize bodum blizkym
k x prifazuje body blizké k f(x). Abychom tuto vétu formalizovali, potfebovali bychom limitu
funkce vice proménnych, jejiz znalost u ¢tenare nepredpoklddame. Uvedeme proto pouze po-
stacujici (avSak nikoliv nutnou) podminku pro spojitost, kterd ndm v praxi postaci. Pritom
predpokladame, ze ¢tenar dokaze ovérit spojitost funkei jedné promeénné.

Véta 8.1.

1. Necht’ funkce f: R — R je spojitd v bodé x. Necht’ k € {1,...,n} a necht’ funkce
g: R" — R je déana jako g(x1,...,x,) = f(xy) (tedy g zavisi jen na proménné xy,). Pak
funkce g je spojita v kazdém bodé (x1,...,x,) takovém, ze x) = x.

2. Necht’ funkce f, g: R" — R jsou spojité v bodé x. Pak funkce f+g, f —g a fg jsou spojité
v bodeé x. Pokud g(x) # 0, je funkce f/g spojita v bodé x.

3. Necht’ g: R" — R je spojitd v bodé x a f: R — R je spojitda v bodé y = g(x). Pak slozena
funkce f o g: R" — R je spojita v bodé x.

4. Necht’ funkce fi,..., fm: R" — R jsou spojité v bodé x. Pak zobrazeni f: R* — R™
definované jako f(x) = (f1(x), ..., fm(X)) je spojité v bodeé x.

Priklad 8.2. 7 véty snadno ukézeme, ze napt. funkce dvou proménnych
f(a,y) = sin(z +y?) (8.1)

je spojita. Podle 1 je z spojita funkce dvou proménnych (x,y). Podobné, y? je spojitd funkce
proménnych (z,y). Podle 2 je proto funkce x + 32 spojita. Protoze funkce sin je spojité, podle 3
je funkce sin(z + y?) spojitd. Takto jsme ‘rekurzivné’ dokézali spojitost celé funkce. 0

8.2 Parcialni derivace

Parcidlni derivaci funkce f: R” — R podle z; znacime jednim ze symbolu

9f(x) _ Oy
Gxi al‘l '

= f:m(X)

kde posledni znaceni predpokladd, ze jsme psali y = f(x). Spocitdme ji tak, ze vSechny pro-
meénné x;, j # 4, povazujeme za konstanty a zderivujeme funkei podle jediné proménné z;.
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Piiklad 8.3. Parcidlni derivace funkce (8.1) jsou

8f§)xx’ v _ folw,y) = cos(z + y?), (8.2a)
%"Z’y) = fy(z,y) = 2y cos(z +y*). (8.2bD)

8.3 Totalni derivace

Zopakujme definici derivace funkce jedné proménné f: R — R v bodé x. Existuje-li limita

df(z) - fy) = flx)
— =1 8.3
= ) = I T, (33)
funkce se nazyva diferencovatelnd v bodé z a hodnota limity se nazyva jeji derivace funkce f v
bodé z. Pokud je funkce v bodé x diferencovatelna, 1ze ji v blizkosti bodu x ‘dobte’” aproximovat
afinni funkci

fy) = f@)+ f(@)(y — ). (8.4)

Viz obrazek:

x v

Jak se da pojem diferencovatelnosti a derivace zobecnit na zobrazeni f: R" — R™? Toho
nelze dosdhnout zobecnénim limity (8.3), ale je 1épe vychazet ze vzorce (8.4). Zkusme zobrazeni
v blizkosti bodu x aproximovat jako

fy) ~ f(x) + £'(x)(y — x), (8.5)

kde symbol f’'(x) oznac¢uje matici rozméru m X n, o které ale zatim nevime nic. Je-li x pevné,
prava strana vyrazu (8.5) je afinni zobrazeni v proménné y (porovnejte s (3.4): pravou stranu (8.5)
lze pséat jako Ay + b, kde A = f'(x) a b = f(x) — f'(x)x). Zobrazeni je diferencovatelné v
bodeé x, jestlize je v okoli tohoto bodu ‘podobné’ afinnimu zobrazeni, neboli existuje matice f’(x)
takova, ze chyba aproximace f(y)—f(x) —f'(x)(y —x) je ‘mald’ pro ‘malé’ y —x. Abychom tuto
podminku formulovali presné, pottebovali bychom limitu funkce vice proménnych, jejiz znalost
u Ctenare nepredpokladame. Ponechame proto pojem ‘diferencovatelné zobrazeni’ nedefinovany
a definujeme pouze o néco silnéjsi vlastnost, kterd nam v tomto kurzu postaci.

Definice 8.1. Zobrazenif: R" — R je v bodé x spojité diferencovatelné, jestlize v bodé x
existuji vSechny parcialnf derivace 0f;(x)/0x; a jsou v tomto bodé spojité.

Véta 8.2. Je-li zobrazeni v bodé spojité diferencovatelné, je v tomto bodé diferencovatelné.
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Priklad 8.4. Obé parcidlni derivace (8.2) funkce (8.1) jsou spojité funkce na celém R? (nebot’
splnuji predpoklady Véty 8.1). Proto je funkce (8.1) spojité diferencovatelnd (a tedy diferenco-
vatelnd) na celém R2. O

Zduraznéme, ze pouhd existence vSech parcialnich derivaci pro diferencovatelnost nestaci.

Piiklad 8.5. Necht’ je funkce f: R? — R definovdna jako

1 kdyz z = 0 nebo y =0,
fla,y) = .
0 kdyzz#0ay#0.

or

of (x,y) _ 0 kdyz x # 0 nebo y = 0,
neexistuje kdyzx =0ay#0

a podobné pro df(z,y)/0x. V bodé (0,0) tedy existuji obé parcidlni derivace (obé jsou rovny
nule). Lze ukdzat, ze v bodé (0,0) funkce neni diferencovatelna. To nepfekvapi, nebot’ funkce
se v okoli tohoto bodu afinni funkci viibec nepodoba. O

V piipadé, ze je zobrazeni f je v bodé x diferencovatelné, ma matice f'(x) prirozeny tvar:
jejl slozky jsou parcialni derivace vsech slozek zobrazeni podle vsech proménnych:

Oh(x) | A
df 8$1 8$n
X Um(x) . Hm)
81'1 amn

Matice (8.6) se nazyva totalni derivace' (nebo kritce jen derivace) zobrazeni f v bodé x. Z
historickych duvodu se ji iika také Jacobiho matice. Specidlni pripady:

e Pro f: R — R je f'(z) skaldr a splyva s obycejnou derivaci (8.3).

e Pro f: R — R™ je f'(z) sloupcovy vektor, jehoz slozky jsou obycejné derivace slozek f.

e Pro f: R" — R je f/'(x) radkovy vektor.

8.3.1 Derivace slozeného zobrazeni

Znamé ‘tetézové pravidlo’ pro derivaci slozenych funkei jedné proménné lze prirozenym zpuso-
bem rozsitit na zobrazeni. Dukaz nasledujici véty neni kratky a nebudeme ho uvadet.

Véta 8.3. Necht’' f: R — R™ a g: R™ — R! jsou diferencovatelna zobrazeni. Derivace sloze-
ného zobrazeni g o f: R" — R! je

(o) (x) = B grip(0) /) 8.7

INékdy se misto pojmu ‘totalni derivace’ pouzivéa pojem ‘totalni diferencidl’. Tyto pojmy jsou si podobné ale
ne identické: totalni derivace je matice a totalni diferencial je linedrni zobrazeni reprezentované touto matici.
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Dimenze zicastnénych prostoru lze prehledné znazornit diagramem (viz §1.1.2)
R" 5 R™ & R
Pokud piseme u = f(x) a y = g(u), pravidlo lze psat také v Leibnizové znaceni jako

dy dy du

== (8.8)

dx dudx
coz se dobte pamatuje, protoze du se ‘jakoby vykrati’ (coz ale neni dukaz!). Zduraznéme, ze
tato rovnost je nasobeni matic. Vyraz na levé strané je matice [ X n, prvni vyraz na pravé strané
je matice [ X m a druhy vyraz na pravé strané je matice m x n. Pro [ = m =n = 1 dostaneme
fetézové pravidlo pro derivaci slozeni funkei jedné proménné. Pravidlo se da zjevnym zpusobem
rozsitit na slozeni vice nez dvou zobrazeni: Jacobiho matice sloZeného zobrazeni je soucinem
Jacobitho matic jednotlivijch zobrazeni.

Priklad 8.6. Necht’ g(u,v) je diferencovatelnd funkce dvou proménnych. Urceme derivaci
funkce z = h(x,y) = g(x + y,zy) podle vektoru (x,y), tedy jeji parcidlni derivace podle x
ay.

Méme R> 5 R? % R, kde f(z,y) = (u,v) = (x + y,zy). Viz obrazek:

T U
— >
z
Yy f v g
> >

Derivace zobrazeni g podle vektoru (u,v) je matice 1 x 2 (fadkovy vektor)

g'(u,v) = 2o 2000 ] — [g(u,0) g, (u,v)].

Derivace zobrazeni f podle vektoru (z,y) je matice 2 x 2

oz o(x
oy Al _[2520 22) 11y
’ d(x’ y) O(zy) I(zy) Yy oz :

ox y

Derivace zobrazeni h = g o f: R*> — R podle vektoru (z,y) je matice 1 x 2 (fadkovy vektor)

dh(z,y) dg(f(z,y)) 0V (2
ey~ dwy) = ¢'(u,v)f'(z,9)

= [gu(u,v) gu(u,v)] B 31:]

= [9u(u,v) + ygo(u,v)  gu(u,v) + xgy(u, )],

kdeu=x+yav=uay. O

Priklad 8.7. Ukazme dva zpusoby, jak najit parcidlni derivaci f, funkce f(z,y) = e(@+y)* +(@y)?,

e Povazujeme y za konstantu a derivujeme f jako funkci jedné proménné x:

z = |2 +y)+ 2(xy)yle ’ ? = Tr+y+ay’)e ’ 2.
2 2 (z+y)*+(zy) 2 2) (@) +(2y)
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e Polozime u =z +y, v =2y, f(u,v) = e ", Z Piikladu 8.6 mame f, = f, + yf,. Jelikoz
fu — 2ueu24rz)27 fv _ 2veu2+v27

méme f, = fu +yfo = 2ue” T 4 y(20)e T = 2(x + y + xy?)e@ TV HEy)®, 0

Piiklad 8.8. Mame diferencovatelnou funkci g: R? — R a chceme spocitat derivaci funkce
g(t+t2,sint) podle t.

Méme R 5 R? % R, kde £(t) = (u,v) = (t + t?,sint). Je

dg(t + % sint)

=t 0 = o) o] ||

cost

] = gu(u,v)(1 4 2t) + g,(u,v) cost.
U

8.3.2 Derivace maticovych vyrazu

Jsou-li funkce nebo zobrazeni zadany vyrazem obsahujicim vektory a matice, derivaci lze vzdy
spocitat ‘hrubou silou’ tak, ze vyraz rozepiseme do slozek a spocitame parcidlni derivace kazdé
slozky podle kazdé proménné. Piisné vzato, tkol jsme tim splnili. Je ovSem vyhodné tento
vysledek zjednodusit tak, ze pro néj najdeme maticovy vyraz.

Piiklad 8.9. Odvod'me derivaci zobrazeni f: R" — R™ daného vzorcem f(x) = Ax + b, kde
A e R™"™ ab e R” Mame

filx) = apxy + -+ apr, + by

fm(X) = Ap1T1 + -+ Qup®y + bm

Ale 0f;(x)/0z; = a;j, tedy dle (8.6) je f'(x) = A. Tomu se nedivime, nebot’ zobrazeni f je
afinni, tedy jeho afinni aproximace (8.5) musi byt to samé afinni zobrazeni. Oporavdu: pravéa
strana vyrazu (8.5) je rovha Ay + b (zkontrolujte!). O

Piiklad 8.10. Pocitejme derivaci zobrazeni g(Ax + b) podle x, kde g: R! — R™ A € R>",
b € R V fetézovém pravidle mame R™ 5 R! & R™ kde f(x) = Ax+b. Je f'(x) = A, tedy

dg(Ax + b)

— o/(Ax + b)A.
. g'(Ax +Db)

t

Piiklad 8.11. Odvod'me derivaci kvadratické formy f(x) = x” Ax, kde A je libovolnd (ne
nutné symetrickd) matice velikosti n x n. Napiseme si funkci f podrobneé:

XTAX = an.’lf% + a9 911 + 0 + a1, +
122102 + a22x% + o+ aparpr +

2
A1pL1Ty + Aon Loy, + -+ Appdy, -
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Z tohoto vyrazu po trose snahy vidime, ze
0f (x)
81’1

a podobné pro derivace podle ostatnich proménnych. Ale tyto parcialni derivace lze usporadat
do tadkového vektoru

= 2&111’1 -+ (CL21 + a12)372 +- (CLnl + aln)xn

of(x of(x
foo =52 - G =xT(A+AT). 0

Nasledujici tabulka uvadi derivace ¢asto potkavanych zobrazeni. Odvod’te je jako cviceni!

f(x) f'(x) poznamka

X I f:R" - R"

Ax A AeR™" f:R" - R™

xT'x 2xT f:R*" =R

xTAx xT(A + AT) AcR¥™ £:R" - R

x'a=alx|a’ acR f:R* =R

R e FR SR

g(x)Tg(x) | 2g(x)"g' (x) g:R"—=R™ f:R" - R

g(x)Th(x) | g(x)Th(x) + h(x)Tg/(x) | g: R* - R™, h: R" - R™ f: R" - R

8.4 Smeérova derivace

Rez zobrazeni f: R — R™ v bodé x € R" ve sméru®? v € R” je zobrazeni ¢o: R — R” dané
jako
pla) =f(x+ av). (8.9)

Smeérova derivace® zobrazeni f v bodé x ve sméru v je ¢islo

0. o () = tim PO 2O foxtav) —f(x)

, (8.10)
kde ¢/ (0) oznacuje derivaci i-té slozky zobrazeni ¢ v bodé a = 0.

Pojem smérové derivace se geometricky snadnéji predstavi pro pripad m = 1, tedy pro
funkci f: R™ — R. Obréazek ilustruje situaci pro funkci f: R? — R:

2

Parcidlni derivace funkce f: R™ — R neni nic jiného nez jeji smérova derivace ve sméru
i-tého vektoru standardni baze e; = (0,...,0,1,0,...,0) (jednicka na i-tém misté).

ZNékdy se fez a smérova derivace uvazujf jen pro normalizované sméry v, tj. ||v||2 = 1. My ale dovolujeme
libovolny vektor v.

3 Piesnéji jde o oboustrannou smérovou derivaci. Jednostrannou smérovou derivaci bychom dostali, kdy-
bychom misto oboustranné limity (8.10) vzali jednostrannou limitu zprava.
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Véta 8.4. Necht’ zobrazeni f: R" — R™ je diferencovatelné v bodé x. Pak jeho smérova
derivace v bodé x ve sméru v je rovna f’'(x)v.

Diikaz. Zobrazeni y = ¢(a) = f(x + av) je slozenim dvou zobrazeni y = f(u) a u = x + av.
u=x+av y=f(x)
» R"

Mame diagram R R™. Médme du/da = v. Podle fetézového pravidla je

(o dydudfw)
L4 ~da  duda  du

Pro a =0 je u = x, ¢imz je véta dokdzana. O

Veéta 8.4 tikd, ze je-li zobrazeni f diferencovatelné, je jeho smérova derivace (v pevném
bodé x) linedrni zobrazeni sméru v reprezentované Jacobiho matici f'(x). Zduraznéme, ze nic
takového neplati, pokud zobrazeni f neni diferencovatelné.

Priklad 8.12. Spocitejme smérovou derivaci funkce f(z,y) = sin(z + y*) v bodé (z,y) ve
sméru (u,v). Podle definice je

o(a) = sin(z + au+ (y + av)?),
¢ (o) = (u+2v(y + av)) cos(z + au + (y + av)?),
¢'(0) = (u + 2vy) cos(x + y?). (8.11)

Podle Véty 8.4 je smérova derivace rovna
wfulw,y) + v, (2,y) = weos(z + y?) + 2oy cos(x + ),

coz je stejné jako (8.11). O

8.5 Gradient

Transpozici totalni derivace funkce f: R” — R se rika gradient a znaci se

f)" =1+ | =Vfx

(V ¢éteme ‘nabla’). Jelikoz f/(x) je fddkovy vektor, je gradient sloupcovy vektor?.

Zkoumejme smérovou derivaci v pevném bodé x pro ruzné normalizované smeéry v (tedy
|v]|2 = 1). Tato derivace je rovna f'(x)v = V f(x)Tv, coz je skalarni soucin gradientu v bodé x
a vektoru v. Je jasné (ale promyslete!), ze:

e Smérova derivace je nejvétsi ve sméru v = V f(x)/||V f(x)]]2, tedy kdyz je v rovnobézny

s gradientem a stejné orientovany. Tedy smér gradientu je smér nejvétsiho ristu funkce.

e Velikost gradientu ||V f(x)]||2 je strmost funkce ve sméru nejvétsiho rustu.

4 Zavedeni nového slova pro transpozici derivace se zd4 zbyteéné — nicméné divod je v tom, Ze totalni
diferencidl je linedrn? funkce, kdezto gradient je vektor. Literatura bohuzel neni jednotné v rozliSovani gradientu
a (totalni) derivace funkce. Nékdy se oboji ztotoziuje a znaci V f(x). To ale vede k nekonzistenci se znacenim
pouzivanym v linedrni algebie, protoze derivace funkce R™ — R pak neni specidlnim pripadem derivace zobrazeni
R™ — R™ (tedy Jacobiho matice) pro m = 1, coz je fadkovy vektor.

71



e Smeérova derivace ve sméru kolmém na gradient je nulova.

Dale 1ze ukazat (viz diskuze v §9.4.1), ze gradient je vzdy kolmy k vrstevnici.
Obrazek ukazuje tfi vrstevnice funkce f: R? — R a jeji gradienty v nékolika bodech:

Vi)

8.6 Parcialni derivace druhého radu

Zderivujeme-li funkci f: R™ — R nejdiive podle proménné z; a pak podle proménné z;, dosta-
neme parcialni derivaci druhého radu, kterou znacime
0 0f(x) _ &f(x)
al‘j 8@ n (%c, al‘j'

Je-li i = j, piSeme zkracené

0 0f(x) _ 0*f(x)
or; Ov;  Ox?

Véta 8.5. Pokud jsou druhé parcialni derivace
PR P
Ox; Ox;’ Ox;j Oz;

spojité v bodé x, pak jsou si rovny.

Priklad 8.13. Urceme vSechny druhé parcidlni derivace funkce f(x,y) = sin(z + y?) z P¥i-
kladu 8.2. Prvni derivace uz tam mame. Nyni druhé derivace:

% = %(cos(:c +y%) = —sin(z +y?),
% - %(cos(x +4%) = —2ysin(z + ),
% _ %(Qy cos(z + y2)) = —2ysin(z + v?),
62]08(7;5@/) - a%@y cos(z +y*)) = 2cos(x +y*) — 4y sin(z +1/%).
Vidime, ze vskutku nezalezi na potadi derivovani podle z a podle y. O

Pro funkci f: R™ — R budeme znacit matici vSech druhych parcidlnich derivaci

Pfx) . X
Ox10x1 0x10zn
ffx)=1 S
Prx) . 9P (x)
Bzvnaxl al'naxn

Je to symetricka matice velikosti n x n, ktera se casto nazyva Hessova matice.
Co by byla druha derivace zobrazeni f: R” — R™? Nebyla by to jiz dvojrozmérna tabulka
(tedy matice) velikosti n X n, nybrz tiirozmérna tabulka velikosti m x n X n.
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8.7 Taylorav polynom

Necht’ funkce f: R — R ma v bodé x derivace az do fadu k. Jeji Taylortv polynom stupné k
v bodé x je polynom Tj: R — R takovy, ze v bodé x mé vSechny derivace az do fadu k stejné
jako funkce f. V tomto smyslu je polynom T}, aproximaci funkce f v okoli bodu .

Tayloruv polynom je timto pozadavkem definovan jednoznacné a ma tvar (odvod'te!)

k

Tly) = 3 2 /O) (s — 2)' (312

=0
kde f® oznacuje i-tou derivaci funkce f (kde nulté derivace je funkce sama, f(© = f) a kde
klademe 0! = 1. Tvary polynomu az do stupné 2:

To(y) = f(x),
Ti(y) = f(z) + f'(z) (y — 2),
To(y) = f(2) + f'(2) (y — 2) + 3./"(2) (y — 2)*.
Tayloruv polynom nultého stupné Ty je hodné Spatnd aproximace, rovna jednoduse konstantni

funkci. Polynom prvniho stupné 7} (z) uz zname ze vzorce (8.4). Polynom druhého stupné 75 je
parabola, ktera ma s funkci f v bodé x spolecnou hodnotu a prvni dvé derivace. Viz obrazek:

To(y) Ti(y)
f(y) = \V/ To(y)

X

Jak zobecnit Taylortuv polynom pro funkci vice proménnych f: R” — R? Definujme Tayloruv
polynom k-tého stupné (funkce f v okoli bodu x) jako polynom Tj: R"™ — R, ktery ma s
funkci f v bodé x spolecné vsechny parcidlni derivace az do fddu k. Nebudeme uvadét vzorec
pro polynom libovolného stupné, napiSeme jen polynomy do stupné dva:

To(y) = f(x), (8.13a)
Ti(y) = f(x) + f'(x) (y — %), (8.13b)
Ty(y) = f(x) + f'(x) (y —=x) + 5(y — %) f"(x) (y — x). (8.13c)

Zde x,y € R", f'(x) € R'™" je Jacobiho matice (fadkovy vektor) a f”(x) € R"*" je Hessova
matice. Funkce (8.13b) je afinni a funkce (8.13c) je kvadraticka.

Tayloruv polynom lze zobecnit na zobrazeni f: R — R™ tak, ze vezmeme Taylorovy poly-
nomy vsech slozek fi,..., f,,. Polynom prvniho stupné tak vede na zobrazeni

Tu(y) = £x) + /() (y - ). (8.14)

coz nenf nic jiného nez prava strana (8.5). Polynom druhého stupné vede na zobrazeni T, jehoz
slozky jsou funkce (8.13¢c). To nejde napsat v maticové formé, protoze vsech m x n x n druhych
parcialnich derivaci se ‘nevejde’ do matice.
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Priklad 8.14. Najdéte Taylortiv polynom druhého stupné funkce f(x,y) =2 ' +y ' + a2y v
bodé (xg,y0) = (2,1). Mame

7
f(x07y0):x +y +"L‘y}$y) )_57
_ T3
(0, y0) = [y — ”(xy 2,1 )—[Z 1],
2073 1 11
f”<x07y0> = |: 1 2y—3:| = |‘411 2:| .
(z,y)=(2,1)

Dle (8.13¢) je (pozor, nase proménné jsou oznacené jinak nez v (8.13c))

Ty(x,y) = f(zo,y0) + f' (0, %0) F _ xo] . : {75 - xo] T f" o, yo) {x - xo]

Y — Yo 2 Y —Y Y — Yo
T oy o fe=2], 1fz=2]"[t 1] [e—2
=5+ 1 [y—l]Jré[y—l] L 2| ly—1
=i +ay+y? -3z -3y+ 3. O

8.8 Cviceni

8.1. Mame mnoziny X = [-1,1] x {0} = {(2,0) | -1 <z <1} CR*a Y =[-1,1] x [-1,1].
Nac¢rtnéte nasledujici mnoziny:

211 > mi _

a) {xeR }1_%1)?”)( v}

b R*|2 > —

) {x e R[22 max|lx — . }

c¢) vrstevnice vysky 1 funkce f(x) = mi}I/l Ix =yl
ye

d) vrstevnice vysky v/2 funkce f(x) = max [ 4P
ye

8.2. Je dana funkce dvou proménnych f(z,y).

a) Spocitejte derivace f podle polarnich soutadnic (p,r), kde x = rcos¢, y = rsin p.
b) Bod (z,y) se v ¢ase t pohybuje po kiivce dané rovnici (z,y) = (¢£* + 2t,log(t* + 1)).
Najdéte derivaci f podle casu.

8.3. Spocitejte derivaci funkce g(u) = f(alu, ||ul]y) podle vektoru u.

8.4. Nadmortska vyska krajiny je ddna vzorcem h(d, s) = 2s*+ 3sd — d*+ 5, kde d je zemépisna
délka (zvétsuje se od zdpadu k vychodu) a s je zemépisna sitka (zvétsuje se od jihu k
severu). V bodé (d,s) = (—1,1) urcete

a) smér nejstrméjsiho stoupdni terénu
b) strmost terénu v jihovychodnim smeéru.
V této uloze je logické uvazovat smér jako normalizovany vektor.

8.5. Spocitejte druhou derivaci f”(x,y) (tj. Hessovu matici) funkei (vysledek co nejvice zjed-
noduste)
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8.6.

a) f(z,y)=e =V
b) f(z,y) = log(e® +e¥)

Hessova matice kvadratické formy f(x) = xT Ax je f"(x) = A + AT. Odvod'te.

8.7. Je ddna funkce f(z,y) = 6xy? — 223 — 3y®. V bodé (o, y0) = (1, —2) najdéte Taylortiv

8.2.a

8.2.b

8.4.a

polynom nultého, prvniho a druhého stupné.

8.8. Metoda konecénych diferenci poc¢ita derivaci funkce ptiblizné jako
fle+h) - f(x)
f/('r) ~ h )

kde h je malé ¢islo (dobra volba je h = /e, kde € je strojové presnost). Toto jde pouzit i
na parcialni derivace. Vymyslete si dvé zobrazeni g: R® — R™ a f: R™ — R! pro néjaké
navzajem ruzné dimenze n,m,l > 1. Zvolte bod x € R". Spocitejte priblizné totalni deri-
vace (Jacobiho matice) g'(x) a f'(g(x)) v Matlabu metodou kone¢nych diferenci. Potom
spocitejte derivaci slozeného zobrazeni (f o g)'(x) jednak metodou koneénych diferenci a
jednak vyndsobenim matic g'(x) a f'(g(x)). Porovnejte.

Napovéda a reseni

folm,y) = = folx,y)rsing + fy(z,y)rcos ¢, fr(z,y) = folz,y) cosp + fy(z,y)sing
(2, y) = 2fu(@,y)(t + 1) + 2t f (x,y) /(12 + 1)

8.4.b) (5,1)T(1,-1)/v2 =22

8.5.a

8.7.

)
) [
) (5,1)/v26
)
)

222 — 1 2xy
2 2 y2
¢ [ 2xy 222 — 1]

85b) —£ [ ! _1]

@ -1 1

To(x,y) = 46, Ty (x,y) = 18z — 60y — 92, Tr(z,y) = —622 — 24ay — 18z + 24y% + 60y + 46
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Kapitola 9

Analytické podminky na lokalni
extrémy

9.1 Vlastnosti bodu vzhledem k podmnoziné R"

Mnozina U C R™ se nazyva okoli bodu x € R, jestlize existuje ¢ > 0 tak, ze'
U={yeR"[[x-yll<e}. (9-1)
Mnozina U je koule (bez hranice) se stfedem x a nenulovym polomérem e.
Definice 9.1. Méjme mnozinu X C R". Bod x € R" se nazyva jeji
e vnitini bod, jestlize existuje okoli U bodu x takové, ze U C X

e hrani¢ni bod, jestlize pro kazdé okoli U bodux jeUNX #DaUnN (R"\ X) # 0

Vsimnéte si, ze hraniéni bod mnoziny nemusi patfit do této mnoziny. Pokud lezi bod v
mnoziné, je bud’ vnitini nebo hrani¢éni, ale ne oboji najednou (dokazte!). Vnitfek |[hranice]
mnoziny je mnozina vsech jejich vnitinich [hrani¢nich] bodu.

Piiklad 9.1. Mdme mnozinu { (z,y) € R? | 2 +y* <1, y > 0} U {(1,1)} na obrazku:

Bod a je vnitini bod mnoziny, protoze existuje jeho okoli U, které celé lezi v mnoziné. Bod b
je hrani¢éni, protoze kazdé jeho okoli ma neprazdny prunik s mmnozinou i s jejim doplikem.
Vsimnéte si, ze b nepatii do mnoziny. Bod a neni hrani¢ni a bod b neni vnitini. Bod ¢ neni

vnitini, je hraniéni a patii do mnoziny. Bod d je hranic¢ni. O
Piiklad 9.2. Bod 1/2 je vnitini bod intervalu (0,1] C R a body 0 a 1 jsou hrani¢ni. O
Piiklad 9.3. Mnozina [0,1] x {1} = {(z,y) |0 <z <1, y =1} C R? (dsetka v roviné) nem4
zadné vnitini body. VSechny jeji body jsou hrani¢ni. je tedy sama svou vlastni hranici. ([l

! Norma v (9.1) miize byt eukleidovskd, ale i libovoln jind vektorové p-norma (viz §11.3.1). Vnitek a hranice
mnoziny na vybéru normy nezavisi.
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9.2 Lokalni extrémy

Zopakujte si pojem extrému funkce na mnoziné (§1.1.4): funkce f: R”™ — R nabyva na mno-
ziné X C R" svého minima v bodé x € X, jestlize f(x) < f(x) pro vSechna x’ € X.

Definice 9.2. Funkce f: R® — R nabyva na mnoziné¢ X C R" svého lokdlniho minima v
bodé x € X, jestlize existuje okoli U bodu x tak, ze funkce f nabyva na mnoziné U N X svého
minima v bodé x.

Lokalni maximum se definuje obdobné. Kazdé minimum funkce f na mnoziné X je zaroven
lokélni minimum funkce f na mnoziné X (naopak to ale obecné neplati). Mluvime-li o lokalnich
extrémech, pro zduraznéni nékdy ‘obycejné’ extrémy (ve smyslu §1.1.4) nazyvame globalni
extrémy. Pokud odkaz na mnozinu X chybi, mysli se ji cely defini¢ni obor funkce f.

Piiklad 9.4. Funkce jedné proménné na obrazku nabyva na uzavieném intervalu [a, f] CR v
bodé a lokalniho a zaroven globalniho maxima, v bodé b lokalnitho minima, v bodé ¢ lokalniho
maxima a zaroven lokalnitho minima, v bodé d lokdlnitho maxima, v bodé e lokalniho a zaroven
globalniho minima, v bodé f lokalniho maxima.

a b c d e f O

V bodé x nabyva funkce f na mnoziné X globalniho (a tedy i lokdlntho) minima, protoze v
zddném bodé na kruznici X nemd funkce mensi hodnotu nez f(x) = 2. V bodé x’' nabyva
funkce f na mnoziné X lokalniho minima, protoze existuje okoli U bodu x’ takové, ze funkce f
nabyva na ¢asti kruznice U N X svého (globalniho) minima. O

9.3 Volné lokalni extrémy

Véta 9.1. Necht’ f: R® - R ax € X C R". Necht’
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e funkce f je v bodé x diferencovatelna,
e X je vnitini bod mnoziny X,
e X je lokalni extrém funkce f na mnoziné X.

Pak f'(x) = 0, neboli vsechny parcidlni derivace funkce f v bodé x jsou nulové.

Diikaz. 7 Definice 9.2 plyne, ze funkce f ma v bodé x (globédlni) extrém na néjakém okoli U
bodu x. Z toho ovSem plyne, ze fez p(a) = f(x + av) funkce f (viz §8.4) v libovolném sméru
v # 0 ma (globalni) extrém v bodé o = 0 na mnoziné { @ € R | x+ av € U }. Tedy funkce ¢
mé v bodé a = 0 lokalni extrém. Tedy jeji derivace je v tomto bodé nulova (to vime z analyzy
funkci jedné proménné). Ale tato derivace je smérova derivace funkce f v bodé x ve sméru v.
Parcialni derivace jsou specialnim pripadem smérové derivace. 0

Bod, ve kterém mé funkce vSechny parcidlni derivace nulové, se nazyva jeji stacionarni
bod. Véta 9.1 svadi k tomu, aby se pouzila v situacich, kdy nejsou splnény jeji predpoklady.
Uved’'me piiklady tohoto chybého pouziti.

Priiklad 9.6. V Prikladu 9.4 jsou predpoklady Véty 9.1 splnény pouze pro body b, ¢, které jsou
stacionarni a vnitini. Body a, f jsou hrani¢ni (tedy ne vnitini) body intervalu [a, f] a v bodech
d, e neni funkce diferencovatelna. O

Priklad 9.7. Funkce f(x) = 2® md na R v bodé 0 stacionarni bod, ale nemd tam lokalni
extrém. To neni v rozporu s Vétou 9.1. U

Priklad 9.8. Funkce f(x) = |x||]2 ma na hyperkrychli X = {x e R" | -1 < x < 1} v
bodé 0 volné lokalni minimum (nakreslete si mnozinu a vrstevnice funkce pro n = 1 a pro
n = 2!). Nem4 tam ale staciondrni bod, protoze tam neni diferencovatelnd. Dale m& funkce na
mnoziné X lokalni maxima ve vSech rozich hyperkrychle, napt. v bodé 1. V bodé 1 ale neni
stacionarni bod, coz neni v rozporu s Vétou 9.1, protoze 1 neni vnitini bod X. U

Véta 9.1 tikd, ze stacionarni body jsou body ‘podezielé’ z volného lokalniho extrému. Udava
podminku prvniho Tddu na volné extrémy, protoze obsahuje prvni derivace. Nasledujici pod-
minka druhého radu pomuze zjistit, zda je stacionarni bod lokalnim extrémem, pripadné jakym.

Véta 9.2. Necht’ f: R" - R ax € X C R". Necht’
e funkce f je v bodé x dvakrat diferencovatelna,
e X je vnitini bod mnoziny X,
e f'(x)=0.

Pak plati:

e Je-li Hessova matice f"(x) pozitivné [negativné] definitni, pak x je lokdlni minimum [ma-
ximum]| funkce f na mnoziné X.

e Je-li f”(x) indefinitni, pak x neni lokalni extrém funkce f na mnoziné X .

I kdyz Vétu 9.2 nebudeme dokazovat, zakladni myslenka dikazu neni prekvapujici. Misto
funkce f vysetfujeme v blizkosti bodu x jeji Tayloruv polynom druhého stupné (8.13c),

To(y) = f(x) + ['(x)(y —x) +5(y —x)" f"(x) (y — %).
0
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Protoze f’(x) = 0, linedrni ¢len je nulovy a polynom je tedy kvadratickd forma posunuté do
bodu x. Rozdil je ale v tom, Ze pokud je kvadraticka forma (pozitivné ¢i negativné) semidefinitni,
mé v pocatku extrém, zatimco Véta 9.2 o pripadu, kdy je f”(x) semidefinitni, nic nepravi. V
tom pifpadé v bodé x lokaln{ extrém byt muze nebo nemusi (ptikladem jsou funkce f(z) = 2*
a f(r) = 2 v bodé x = 0). Bod x, ve kterém je f’(x) = 0 a matice f”(x) je indefinitni, se
nazyva sedlovy bod.

Piiklad 9.9. Extrémy kvadratické funkce (6.10) umime hledat pomoci rozkladu na ¢tverec.
Ovsem je to také mozné pomoci derivaci. Podminka stacionarity je

di(XTAX +b'x +c)=2x"AT + b’ = 0.
X

Po transpozici dostaneme rovnici (6.12a). Druh extrému uré¢ime podle druhé derivace (Hessi-
anu), ktery je roven 2A (predpokadame symetrii A). To souhlasi s klasifikaci extrému kvadra-
tické formy z §6. U
9.4 Lokalni extrémy vazané rovnostmi

Hledejme minimum funkce f: R™ — R na mnoziné

X={xeR"|gx)=0}, (9.2)
kde g = (g1, ..., 9m): R" — R™. To odpovid4 tloze (1.7) s omezenimi typu rovnosti:
min  f(z1,...,2,) (9.3)
za podminek g;(z1,...,2,) =0, i=1,...,m. '

Mluvime o minimu funkce f vdzaném rovnostmi g(x) = 0.

Mnozina X obsahuje v§echna feseni soustavy g(x) = 0, coz je soustava m rovnic o n nezné-
mych. Mnozina X obvykle nemé zddné vnitini body, proto nelze pouzit Vétu 9.1. V nékterych
pripadech ale lze vyjadrit vSechna feSeni soustavy g(x) = 0 parametricky a ulohu tak prevést
na tlohu bez omezeni. Toto jsme pouzili v Piikladu 1.2, uved’'me dalsi priklady.

Priklad 9.10. Hledejme obdélnik s jednotkovym obsahem a minimalnim obvodem. Tedy mi-
nimalizujeme funkci f(x,y) = x+y za podminky zy = 1, neboli hleddme minima f na mnoziné
X={(r,y) eR?|g(z,y)=1-2y=0}

Mnozina X nemd zadné vnitini body (dokazte!), proto nelze pouzit Vétu 9.1. Z podminky
ale mdme y = 1/x, coz dosazeno do ucelové funkce da f(z,1/x) = x + 1/z. Dle Véty 9.1 ma
tato funkce na svém definicnim oboru dva stacionarni body x = +1. Tedy body podezielé z
lokélniho extrému jsou (z,y) = (1, 1). O

Piiklad 9.11. Resme tlohu

min z +y

za podminky 2% +y? =1, (9-4)

tedy hleddme minimum funkce f(x,y) = z + y na mnoziné X = { (z,y) € R? | g(z,y) =0}
kde g(z,y) =1 — 2% — y>.

Mnozina X nemé zadné vnitini body. Ale lze ji parametrizovat jako X = { (cost,sint) | t €
[0, 27) }. Ulohu tak prevedeme na hledani lokdlnich extrémi funkce jedné proménné f(cost,sint) =

cost+sint. Podminka stacionarity df(cost,sint)/dt = —sint+cost = 0 ma dvé feseni t = £7.
Tedy body podezielé z lokélniho extrému jsou (z,y) = ig(l, 1). O
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Neékdy ovsem mnozinu (9.2) parametrizovat nejde nebo je to slozité. Nyni proto odvodime
obecnéjsi postup, metodu Lagrangeoviych multiplikdtori.

9.4.1 Tecny a ortogonalni prostor k povrchu

Zapomenme nejprve na ucelovou funkei f a zkoumejme jen mnozinu (9.2). Predpoklddejme,
ze zobrazeni g je v okoli néjakého bodu x € X spojité diferencovatelné. V tom pripadé je
mnozina X v okoli bodu x ‘zakfiveny povrch™ v R". Pak existuje te¢ny prostor (mnozina
vsech tecnych vektoru) a ortogondlni prostor (mnozina vsech kolmych vektoru) k povrchu X
v bodé x. Tyto dva prostory jsou ortogonélni doplnék jeden druhého. Zde ptresné definice pojmu
‘vektor tecny k povrchu’ a ‘vektor kolmy k povrchu’ neuvadime a spoléhame na geometrickou
intuici. Nasledujici lema uvadime bez dukazu.

Lema 9.3. Necht’ zobrazeni g: R" — R™ je v bodé x € X spojité diferencovatelné. Necht’
rank g'(x) = m. (9.5)
Pak ortogonalni prostor k mnoziné X v bodé x je mnozina

mg g’ (x)7 = span{Vgi(x), ..., Vgn(x)}. (9.6)
Viz obrazek:

span{V¢; (x),...,Vgm(x)}

x X = {x|g(x) =0}

Jelikoz tadky Jacobiho matice g'(x) jsou gradienty Vg;(x), podminka (9.5) vlastné fiké,
ze gradienty Vgi(x),...,Vgn,(x) musi byt linedrné nezavislé. Bodu x € X splaujici pod-
minku (9.5) se nékdy fikd regularni bod povrchu.

Pro m = 1 podminka (9.5) zni Vg(x) # 0 a lema zobeciuje skute¢nost, kterou jsme bez
dikazu uvedli v §8.5, totiz ze gradient funkce je v kazdém bodé kolmy k jeji vrstevnici. Lema
ale navic 1ika, ze kazZdy vektor kolmy k vrstevnici musi byt nasobek gradientu.

Priklad 9.12. Necht’ g: R? — R je funkce g(z,y) = 22 + y* — 1. Mnozina X je jednotkova
kruznice v R?. Mame Vg(z,y) = (2z,2y). Protoze pro kazdé (z,y) € X je Vg(x,y) # (0,0),
predpoklady Lematu 9.3 jsou splnény a ortogondlni prostor k X v bodé (z,y) je mnozina
span{Vg(z,y)} = { (ax,ay) | « € R}, coz je piimka kolmd ke kruznici. Teény prostor v bodé
(x,y) je ortogonalni doplnék této primky, tedy piimka teéna ke kruznici. O

Priklad 9.13. Necht' g: R® — R je funkce g(z,y, 2) = 2*+y*+2%2—1. Mnozina X je jednotkova
sféra v R3. Mame Vg(x,y, z) = (2, 2y, 2z). Ortogonélni prostor k X v bodé (x,y, z) je mnozina
span{Vy(z,y, 2)} = { (ax,ay, az) | a € R}, coz je piimka kolma ke sféfe. Tecny prostor v bodé
(x,y, z) je ortogonélni doplnék této piimky, tedy rovina teénd ke sféte. U

2 Pfesnéji, mnozina X je pifkladem objektu, ktery se nazyvé diferencovatelny manifold. Studiem takovych
objektu se zabyva diferencidlni geometrie.
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Priklad 9.14. Necht’ g = (g1, ¢2): R® — R? je zobrazen{
g,y 2)= (412 +22 -1, (x— 12 +92+ 22— 1).

Nulové vrstevnice funkce g; je jednotkova sféra se stredem v bodé (0,0, 0), nulova vrstevnice
funkce go je jednotkovd sféra se sttedem v bodé (1,0,0). Mnozina X je prunik téchto dvou
sfér, je to tedy kruznice v R®. Mame Vg (z,y,2) = 2(x,y,2) a Vga(r,y,2) = 2(x — 1,9, 2).
Ortogonalni prostor k mnoziné X v bodé (z,y, z) je mnozina span{Vg(x,y, z), Vga(x,y, 2)} =
{a1(z,y,2) + aa(z — 1,y,2) | o, a0 € R}, coz je rovina kolmd ke kruznici v bodé (z,y, 2).
Tecny prostor je ortogonalni doplnék této mnoziny, tedy primka tecna ke kruznici. (l
Priklad 9.15. Necht’ g: R* — R je funkce g(z,y) = (22 + y? — 1)2. MnoZina X je stejnd
kruznice jako v Prikladé 9.12. Mame Vg(x,y) = 4(2* +y* — 1)(x,y). Pro kazdy bod (z,y) € X
je Vg(z,y) = (0,0), tedy predpoklady Lematu 9.3 nejsou splnény. Ortogonalni prostor neni
mnozina span{Vg(z,y)} = {(0,0)}. O

9.4.2 Podminky prvniho fadu

Nyni pfiddme do nasich uvah i icelovou funkei f. Je intuitivné ziejmé (dukaz neuvadime), ze
pokud x mé byt lokdlni extrém funkce f na mnoziné X, smérova derivace f'(x)v = Vf(x)Tv
funkce f v bodé x v kazdém sméru v tecném k povrchu X musi byt nulovd. To znamena, ze
gradient V f(x) musi byt kolmy k te¢nému prostoru v bodé x, neboli musi patfit do ortogonédl-
nitho prostoru (9.6), neboli musi byt linearni kombinaci gradienta Vg;(x),..., Vgn(x). Tedy
existuji ¢isla Ay, ..., A\, € R tak, ze

Vix)+MVa(x)+ -+ A Vgn(x) = 0. (9.7)
Vysledek téchto ivah se obvykle formuluje nasledujicim zpusobem.
Véta 9.4. Necht’ f: R® - R, g: R® - R™, x € X. Necht’
e f ag jsou v bodé x spojité diferencovatelné,
e rank g'(x) = m,
e bod x je lokalni extrém funkce f na mnoziné X.
Pak existuji ¢isla (A1,..., A\pn) = A € R™ tak, ze L'(x,A) = 0, kde funkce L: R"*™ — R je

dana jako

L(x,A) = f(x) + ATg(x) = f(x) + Mgi(x) + - + A (%) (9.8)

Zapis L'(x,A) = 0 oznacuje, ze parcidlni derivace funkce L podle xy,...,Tu, A1,..., A
jsou nulové, neboli bod (x,A) € R™™ je stacionarni bod funkce L. Rovnost dL(x,A)/0x = 0
je ekvivalentni rovnosti (9.7). Rovnost OL(x,A)/0A = g(x) = 0 je ekvivalentni omezenim.
Cislim \; se ifkd Lagrangeovy multiplikdtory a funkei (9.8) Lagrangeova funkce.

Piiklad 9.16. Resme znovu Piiklad 9.11. Lagrangeova funkce je
Jeji staciondrni body (x,y, A) jsou feSenimi soustavy tfi rovnic o trech neznamych

OL(x,y,\)/Oox =1-2)\x =0
OL(z,y,\)/oy=1—-2\y =0
OL(x,y,\)JON=1—2% —y* = 0.
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Prvni dvé rovnice daji * = y = 1/(2)). Dosazenim do tfeti mdme 2/(2\)? = 1, coz da dva
kofeny A = +1/+/2. Stacionarni body funkce L jsou dva, (x,y, \) = +(1,1,1)/v/2. Tedy méme
dva kandidaty na lokalni extrémy, (z,y) = £(1,1)/v/2.

Tuto jednoduchou tlohu je samoziejmé snadné vytesit ivahou. Nakreslete si kruznici X =
{(z,y) | 2> + y*> = 1} a nékolik vrstevnic funkce f a najdéte kyzené extrémy! O

Piiklad 9.17. Resme Pifklad 9.11, kde ale omezen{ zménfme na g(z,y) = (1 — 2% — 3?)?> = 0.
Podle Prikladu 9.15 mame ¢'(z,y) = (0,0) pro kazdé (x,y) € X, ¢ekame tedy potiz.
Stacionarni body Lagrangeovy funkce L(z,y,\) =z +y + A(1 — 2% — y*)? mus{ spliovat

OL(z,y,\)/0x =1 — 4 \z(1 — 2% — ¢?)

OL(z,y,\) /0y = 1 — 4xy(1 — 2* — o*)
8L(I‘,y, )\)/a)\ = (1 - .T2 - y2>2

I
o o o

Tyto rovnice si odporuji. Jelikoz 1 — 22 — y? = 0, tak napf. prvni rovnice iikd 1 —4\x - 0 = 0,
coz neplati pro zadné (x, \). Zaver je, ze lokdln{ extrémy (z,7y) = £(1,1)/v/2 jsme nenagli. [

Priklad 9.18. Vrat'me se k tiloze (5.14), tedy k hledani feseni nehomogenni linedrni soustavy
s nejmensi normou. Lagrangeova funkce je

L(x,A) = x"x + 22T (b — Ax),

kde pridand dvojka neméni situaci. Je OL(x,A)/0x = 2xT — 2AT A (odvod'te!). Staciondrni
body funkce L tedy ziskdme Fesenim soustavy (5.15), kterou jsme v 5.2 odvodili ivahou. [

Predchozi ptiklad vyzaduje od studenta nejen znalost metody Lagrangeovych multiplika-
toru, ale i jistou zruénost v manipulaci s maticovymi vyrazy. Cvicte tuto zruénost ve Cvice-
nich 9.22-9.25!

Véta 9.4 udéva podminky prvnfho fadu na extrémy vézané rovnostmi. Riké, ze pokud (x, )
je stacionarni bod Lagrangeovy funkce, pak bod x je ‘podeziely’ z lokalniho extrému funkce f na
mnoziné X. Jak pozname, zda tento bod je lokalni extrém, pripadné jaky? Podminky druhého
fadu pro vazané extrémy uvadime nepovinné v §9.4.3. Zde pouze zduraznime, ze druh lokalniho
extrému nelze zjistit podle definitnosti Hessovy matice L”(x, A), tedy je chybou pouzit Vétu 9.2
na funkci L.

9.4.3 (x) Podminky druhého fadu

Véta 9.5. Necht’ f: R - R, g: R" - R™, x € R" a A € R". Necht’
e (x, ) je staciondrni bod Lagrangeovy funkce, neboli OL(x,A)/0x = 0 a OL(x,A)/OX = 0,
e f a g jsou dvakrat diferencovatelné v bodé x.

Pak plati:

o Je-li 0*L(x, \)/0x? pozitivné [negativné] definitni na nulovém prostoru matice g'(x), ma f
v bodé x ostré lokdlni minimum [maximum| vazané podminkou g(x) = 0.

o Je-li 9*L(x, \)/0x? indefinitni na nulovém prostoru matice g'(x), nemd f v bodé x lokalni
minimum ani lokalni maximum vazané podminkou g(x) = 0.
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Zde vyraz
62L<X7 A) " ~ !
=0 Nl

znacl druhou derivaci (Hessovu matici) funkce L(x, A) podle x v bodé (x, A). Tvrzeni, ze ma-
tice A je pozitivné definitni na mnoziné 7' znamend, ze y’ Ay > 0 pro kazdé y € T\ {0}.

Jak zjistime definitnost dané matice A na nulovém prostoru Jacobiho matice g’'(x)? Najdeme-
li bazi B tohoto nulového prostoru, pak kazdy prvek mnoziny T lze parametrizovat jako y = Bz.
Protoze y' Ay = z' BT ABz, pievedli jsme problém na zjist'ovani definitnosti matice BT AB.

Priklad 9.19. Najdéme strany kvadru s jednotkovym objem a minimalnim povrchem. Tedy
minimalizujeme zy + xz + yz za podminky xyz = 1. Lagrangeova funkce je

L(z,y,z,\) = xy + 22 + yz + A1 — zyz2).
Polozenim derivaci L rovnym nule mame soustavu

(:L‘ayazv)‘):y+z_)‘yz =0
o J=x+z—drz=0
L(x,y,z,\)=x+y— ey =0
Li\(z,y,2,\) =ayz —1 =0.

L/
L (x,y,2, A

Soustava je zjevné splnéna pro (z,y,z,A) = (1,1,1,2). Mame ukézat, ze tento bod odpovida
lokalnimu minimu. Mame

9 0 11—z 1-X\y 0 -1 -1
%: =Xz 0 1—-Xe|=|-1 o0 —1]. (9.9)
(z,9,2) 11—y 1—)\z 0 -1 -1 0

Ukazeme, ze tato matice je pozitivné definitni na nulovém prostoru Jacobiho matice

g (x,y,2)=[~yz —xz —wy]=[-1 -1 —1].

Nejdiive zkusme $tésti, zda matice (9.9) nen{ pozitivné definitn{ jiz na R® — v tom piipade
by zjevné byla pozitivné definitni i na nulovém prostoru ¢'(z,y, z) (promyslete, proc to tak je!).
Neni tomu tak, protoze jeji vlastni ¢isla jsou {—2, 1,1}, tedy je indefinitni.

Néjakou bazi nulového prostoru matice ¢'(x,y, z) snadno najdeme ruéné, napf.

Snadno zjistime, ze matice

BTGZL(:E,y,Z,)\)B_[l —1 O] 0 -1 -1 1 1 _[2 1}

10 —1| -1 0 .
oz, y, 2)* e T | B ]

ma vlastni ¢isla {2, 1}, tedy je pozitivné definitni. O
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9.5 C(Cviceni

9.1. Co je vnitfek a hranice téchto mnozin? Vysledek napiste v mnozinovém zapisu.

%) {(5y) €R |2 +47 =1,y >0}

b) {(z,y) eR? |y=2% —1<z<1}

Y {(z,y)eR*|ay <1, 2>0,y>0}

) {x e R" | max} ,x; <1}

e) {xeR"|alx=b}, kde a € R", b € R (nadrovina)

f) {xeR"|b<alx<c} kdeaecR" bceR
{xeR"|Ax=b} kde A ¢ R™*" b e R™

@)

[oW

g)
9.2. Je déna funkce f: R® — R, mnoziny ¥ € X C R", a bod x € Y. Uvazujme dva vyroky:
a) Funkce f ma v bodé x lokdlni minimum na mnoziné X.
b)

Funkce f ma v bodé x lokalni minimum na mnoziné Y.
Vyplyva (b) z (a)? Vyplyva (a) z (b)? Dokazte z definice lokalntho extrému nebo vyvrat'te
nalezenim protiptrikadu.

9.3. Muze nastat piipad, kdy funkce na mnoziné ma lokalni minimum ale nemé na ni globalni
minimum? Odpoved’ dokazte.

9.4. Funkce f: R® — R m4 stacionarni bod (2,1,5). Co se d4 o tomto staciondrnim bodé fici,
kdyz Hessova matice f”(2,1,5) v ném ma vlastni ¢isla
a) {27 37 _1}
b) {2,3,0}
) {2,1,1}
9.5. Pro nésledujici funkce spocitejte (na papiie) stacionarni body. Pro kazdy staciondrni bod

urcete, zda je to lokalni minimum, lokalni maximum, ¢ sedlovy bod. Pokud to urcit
nedokazete, oduvodnéte.

a) f(z,y) = (1 - 22° —y?)

b) flz,y) =1/z +1/y +xy

c) fla,y) =e(y* — 2?)

d) f(z,y) =3z — 23 — 3xy?

e) f(z,y) = 6ay® —22° — 3y*

f) flx,y) =2t/3 +y*/2 — doy® +22° + 2y + 3

g) flx,y,2) =2 +y° + 2zyz 4 2*

9.6. Dokazte, Ze funkce f(x,y) = x nabyvd za podminky z3 = y? minima pouze v pocatku.
Ukazte, ze metoda Lagrangeovych multiplikatoru toto minimum nenajde.

Nésledujici dlohy se pokuste vyfesit parametrizaci podminek (analogicky k Prikladu 9.11) a

pak metodou Lagrangeovych multiplikdtori. Pokud jedna z téchto metod neni pouzitelna, vy-

nechte ji. Pti pouziti metody Lagrangeovych multiplikatort sta¢i pouze najit staciondarni body

Lagrangeovy funkce — nemusite urcovat, jde-li o lokalni extrémy a piipadné jaké.

9.7. Najdéte lokdlni extrémy funkci
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9.8.

9.9.

9.10.

9.11.

9.12.

9.13.

9.14.

a) flz,y)=2x—y

b) fz,y) =2(y—1)
) flz,y) = 2* + 2y
d) f(x,y) = 2%y

e) flz,y) ="+

f) f(x,y) = sin(xy)

g) f(z,y) =e"

na kruznici 22 + y? = 1. Napovéda: Nekdy je dobré tcelovou funkei zjednodusit, pokud to
nezméni feseni.
Najdéte extrémy funkce

a) f(r,y,2) = x + yz za podminek 22 + y? + 22 = 1 a 2% = 2% + /*

b) f(z,y,z) = ryz za podminek 2? + y?> + 22 =l azy +yz + 20 =1

Najdéte extrémy funkce

a) f(x,y,2) = (z+y)(y+2)

flx,y,2) =a/x+b/y+c/z, kde a,b,c > 0 jsou dany
flay,z) =2>+y*+2

flz,y,2) =23 +y° + 2% + 22y2

(%) f(z,y,2) = 2° +y° + 2° — Bayz

(%) f(z,y,2) = 2° + 2zyz — 2°

na sféie z2 4+ y? + 2% = 1.

Rozlozte dané kladné realné cislo na soucin n kladnych realnych ¢isel tak, aby jejich soucet
byl co nejmensi.

Spocitejte rozmery télesa tak, aby mélo pti daném objemu nejmensi povrch:

a) kvadr

b) kvadr bez vika (m4 jednu dolni sténu a ctyfi bocni, horni sténa chybi)

d) pullitr (vélec bez vika)
e) () kelimek (komoly kuzel bez vika). Objem komolého kuzele je V' = Zh(R*+ Rr+1?)
a povrch plasté (bez podstav) je S = w(R+7)+/ (R — r)? 4+ h2. Muzete pouzit vhodny

numericky software na feseni vzniklé soustavy rovnic.

)

c) vélec
)
)

Najdéte bod nejblize pocatku na kiivce

a) x+y=1
b) z+2y=5
o) y=2*+1

d) 2 +2y* =1

Necht’ x* je bod nejblize poc¢atku na nadplose h(x) = 0. Ukazte metodou Lagrangeovych
multiplikatoru, ze vektor x* je kolmy k tec¢né nadroviné plochy v bodé x*.

Mame kouli o poloméru r a stiedu xg, tj. mnozinu {x € R™ | ||x — xqlla < r}. Mdme
nadrovinu {x € R" [aT’x =0 }.
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9.15.

9.16.

9.17.

9.18.

9.19.

9.20.

9.21.

Do elipsy o danych délkach os vepiste obdélnik s maximélnim obsahem. Predpokladejte
pritom, ze strany obdélniku jsou rovnobézné s osami elipsy.

Fermativ princip v paprskové optice 1ika, ze cesta mezi libovolnymi dvéma body na pa-
prsku mé takovy tvar, aby ji svétlo probéhlo za cas kratsi nez ji blizké drahy. Pozdéji
se gzjistilo, ze spravnym kritériem neni nejkratsi ale extrémni cas. Tedy skutecnd dréha
paprsku musi mit ¢as vétsi nebo mensi nez ji blizké drahy. Z tohoto principu odvod’te:

a) Zékon odrazu od zrcadla: ihel dopadu se rovna tihlu odrazu.
b) Snelluv zdkon lomu: na rozhrani dvou prostiedi se svétlo lomi tak, ze

cp  sinog

¢y sinag’
kde «; je thel paprsku od normaly rozhrani a ¢; je rychlost svétla v prostiedi 7.
Odvozeni udélejte:

(i) Pro rovinné zrcadlo a rovinné rozhrani (coz vede na minimalizaci bez omezeni).

(ii) Pro zrcadlo a rozhrani tvaru obecné plochy s rovnici g(x) = 0. Dokézete najit situaci,
kdy skutecna draha paprsku ma cas vetsi nez ji blizké drahy?

Rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni ndhodné proménné je funkece p: {1,....,n} — R,
(tj. soubor nezdpornych ¢isel p(1),...,p(n)) spliujici > "_, p(x) = 1.

a) Entropie ndhodné proménné s rozdélenim p je rovna — Y p(z) log p(z), kde log je
prirozeny logaritmus. Najdéte rozdéleni s maximalni entropii.

b) Dokazte Gibbsovu nerovnost (téz zvanou informacni nerovnost): pro kazdé dvé roz-

déleni p, g plati
> p(x)logg(x >Zp ) log p(x
=1

pricemz rovnost nastava jen tehdy, kdyz p = q.

(x) Mame trojihelnik se stranami délek a, b, c. Uvazujme bod, ktery mé takovou polohu,
ze soucet ctvercu jeho vzdélenosti od stran trojihelniku je nejmensi mozny. Jaké budou
vzdalenosti x, vy, z tohoto bodu od stran trojuhelniku?

(x) Mame krychli s délkou hrany 2. Do stény krychle je vepsana kruznice (ktera ma tedy
polomér 1) a okolo sousedni stény je opséna kruznice (ktera mé tedy polomér v/2). Najdéte
nejmensi a nejvetsi vzdalenost mezi body na kruznicich.

(x) Najdéte extrémy funkce

fl@y, zuvw)=1+z+u) '+ (1+y+o) '+ (1+2z+w)"

3

za podminek zyz = a®, vow = b* a x,y, z, u, v, w > 0.

Popiste mnozinu feSeni soustavy

r+2y+z =1
20—y —2z=2.

Najdéte takové feseni soustavy, aby vyraz \/x2 + y? + z? byl co nejmensi. Najdéte co
nejvice zpusobu reseni.
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9.22. Minimalizujte xTx za podminky a’x = 1. Jaky je geometricky vyznam tlohy?

9.23. Maximalizujte a’x za podminky x’x = 1. Jaky je geometricky vyznam tlohy?

9.24. Minimalizujte xT Ax za podminky b”x = 1, kde A je symetrickd pozitivné definitni.

9.25. Minimalizujte ||Cx||2 za podminky Ax = b, kde A m4 linedrné nezavislé rddky a C ma
linearné nezavislé sloupce.

9.26. (x) Minimalizujte ||[Ax — b||2 za podminky Cx = 0, kde A m4 linedrné nezdvislé sloupce
a C ma linedrné nezavislé radky.

9.27. (%) Minimalizujte ||Cx||s za podminek Ax =0 a x'x = 1.

9.28. (%) Minimalizujte ||Ax||s za podminky x"Cx = 1, kde C je pozitivné definitni.

9.29. (%) Minimalizujte a’x za podminky x"Cx = 1, kde C je pozitivné definitni.

9.30. (%) Jaké musf byt vlastnosti matice A a vektoru b, aby max{ ||Ax|, | bTx =0} = 0?

Napovéda a reseni

9.1.a) vnittek ), hranice puvodn{ mnozina

9.1.b) vnitiek @, hranice { (v,y) € R? |y =22, -1 <z <1}

9.1.c) vnitfek puvodni mnozina, hranice { (z,0) |z >0} U{(0,y) |y >0} U{(z,y) |zy=1}

9.1.d) max]";z; < 1 je totéz co x; < 1 pro vsechna i, tedy mnozina jde napsat také jako (—oo,1]”
(kartézsky soucin n stejnych polootevienych intervalu). Vnitiek je (—oo,1)", hranice (tézko se
popise krétceji) je (—oo, 1]™ \ (=00, 1)"

9.1.e) vnitiek (), hranice puvodn{ mnozina

9.1.f) vnitiek {x | b < aTx < ¢}, hranice {x |a’x=b}U{x|alx =c}

9.1.g) Vnitiek nem4d, hranice je puvodni mnozina.

9.3. muze

9.4.a)

9.4.b)

9.4.c) funkce ma v tomto bodé lokalni minimum

funkce nemd v tomto bodé lokalni extrém

nemuzeme rozhodnout, zda maé funkce mé v tomto bodé lokalni extrém

9.5.d) Stacionarni body jsou 4.

9.5.¢) Stacionarni body jsou 3.

9.5.f) Staciondrnich bodu je 5.

9.5.g) Stacionarni body jsou 3, a to (0,0,0), (3/2,3/2,—9/4), (3/2,3/2,—9/4).

9.16.a) Udéldme jen pro obecny piipad (ii). Mdme dva body a,b a hleddme bod x spliaujici g(x) = 0
pro ktery je celkova dréha ||x — al|2 + ||x — b||2 extremédlni. Staciondrni body Lagrangeovy funkce
splityji (x —a)? + (x — b)? = A\Vg(x), kde y° = y/||y||2- Ale to ik, ze vektor Vg(x) lezi v jedné
roviné s jednotkovymi vektory (x —a)? a (x — b)? a pilf dhel mezi nimi. Pro dikaz druhého
tvrzeni nasobte rovnici vektory (x —a)? a (x — b)? a porovnejte.

9.24. x=A"'b/(bTA"!b)

9.25. x = (CTC)'AT(A(CTC)'AT)"1b.

9.26. x=[I— (ATA)"!CT(C(ATA)"ICT)~ICT](ATA)*ATD
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Kapitola 10

Iteracni algoritmy na volné lokalni
extrémy

Zde se budeme vénovat numerickym iteracnim algoritmum na nalezeni volného lokdlniho mi-
nima diferencovatelnych funkei na mnoziné R".

10.1 Sestupné metody
[teracni algoritmy na hledani lokalniho minima spojité funkce f: R — R maji tvar
Xk+1 :Xk+akvk, (101)

kde vektor v, € R"™ je smér hledani a skalar o > 0 je délka kroku. Ve tiidé algoritmu
zvanych sestupné metody (descent methods) hodnota ticelové funkce monotonné klesd!,

Jf(Xng1) < f(xx).

Necht’ je funkce f diferencovatelna. Smér v, se nazyva sestupny v bodé xy, jestlize
f(x) vi, <0, (10.2)

tedy smérova derivace ve sméru vy, je zaporna. Pokud v bodé x;, existuje sestupny smér, existuje
délka kroku oy > 0 tak, ze f(xyy1) < f(xx). Pokud v bodé x;, sestupny smér neexistuje, vektor
f'(xx) je nutné nulovy (proc?) a tedy xj je staciondrni bod.

Mame-li sestupny smeér, optimalni délku kroku oy najdeme minimalizaci funkce f na polo-
piimce z bodu x;, ve sméru v. Tedy minimalizujeme funkci jedné proménné

(o) = f(xx + arvi) (10.3)

pres vSechny o > 0. Tato uloha je v kontextu vicerozmérné optimalizace nazyvana line search.
Ulohu stagf fesit priblizné. Takovou pribliznou metodu neni obtizné vymyslet a proto se ji dale
nebudeme zabyvat.

Déle uvedeme nejznaméjsi zastupce sestupnych metod.

I Existujf totiz i algoritmy, ve kterych hodnota f(xj) neklesd monotonné (tj. nékdy stoupne a nékdy klesne)
a piesto konverguji k optimu (napi. subgradientni metody).
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10.2 Gradientni metoda

Tato nejjednodussi metoda voli smér sestupu jako zaporny gradient funkce f v bodé x:
vi=—f"(xx)" = =V f(x). (10.4)

Tento smér je sestupny, coz je okamzité vidét dosazenim do (10.2).

Nevyhodou gradientni metody je to, ze konvergence muze byt pomala kvuli ‘cik-cak’ chovani.
To se muze stat tehdy, kdyz funkce v okoli lokalniho optima je v nékterych smérech mnohem
protazenéjsi nez v jinych (presnéji, kdyz vlastni ¢isla Hessianu f”(x) maji velmi ruzné velikosti).
Vyhodou metody je spolehlivost, protoze smér je vzdy sestupny.

10.2.1 (%) Zavislost na linearni transformaci soutfadnic

Transformujme vektor proménnych x linedrni transformaci X = Ax, kde A je ¢tvercova regu-
larni matice. Je jasné, ze funkce f puvodnich proménnych x bude mit stejné lokalni extrémy
jako funkce f novych proménych x, dand jako

f(%) = f(AX) = f(x) = f(AT'%).
[terace gradientni metody v novych proménnych je
X1 = X — o f(%p) " (10.5)

Zkoumejme, jaké iteraci to odpovida v puvodnich proménnych. K tomu potfebujeme vyjad-
fit (10.5) v proménnych x. Pouzitim fetézového pravidla odvodime

AR f® dx _ df(x) dx

FR="% = ax &~ dx & AT
Dosazenim za % a f'(%) do (10.5) a tpravou dostaneme
Xpy1 =X — ap (ATA) 7 (x)T (10.6)
To 1ze napsat ve tvaru (10.1) se smérem hledani
vi = —(ATA) 7 (xp)". (10.7)

Tento smér se lisi od puvodntho sméru (10.4) vyndsobenim matici (AT A)~!. Vidime tedy, 7e
gradientni metoda neni invariantni vuci linearni transformaci souradnic.

Ovsem lze ukédzat, ze novy smér (10.7) je také sestupny. Dosazenim (10.4) do (10.2) to
znamend, ze —f(xx)(ATA)™' f/(x)" < 0. To je ale pravda, nebot’ matice AT A a tedy i jej
inverze je pozitivné definitni, viz Cviceni 6.16.

Na vzorec (10.7) se Ize divat jesté obecnéji. Je jasné, ze smér v, = —C; ' f/(x)7 je sestupny,
je-li matice Cy pozitivné definitni. Da se ukazat i opak, totiz ze kazdy sestupny smér lze napsat
takto. Matice C; muze byt jind v kazdém kroku. Uvidime, ze algoritmy uvedené dale budou
mit vzdy tento tvar.

10.3 Newtonova metoda

Newtonova metoda (presnéji Newton-Raphsonova) je slavny iteraéni algoritmus na feseni
soustav nelinedrnich rovnic. Lze ho pouzit i na minimalizaci funkce tak, ze hledame jeji bod s
nulovym gradientem. Oba zpusoby pouziti popiseme.
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10.3.1 Pouziti na soustavy nelinearnich rovnic

Resme rovnici g(x) = 0, kde g: R — R je diferencovatelné zobrazeni. Jedn4 se tedy o soustavu
n rovnic s n neznamymi. Zobrazeni g aproximujeme v okoli bodu x; Taylorovym polynomem
prvniho stupné

g(x) ~ g(x) = g(xx) +&'(xx)(x — x1), (10.8)
kde Jacobiho matice g'(x;) € R™™" je derivace zobrazeni v bodé x;. Dalsi iteraci x;1 najdeme
feSenim nehomogenni linedrni soustavy g(xx.1) = 0. Pokud je Jacobiho matice regularni, rese-
nim je

X1 = X, — 8 (xx) g (xp). (10.9)

Viz obrazek:

g(x)/ /8(x) = g(xk) + &' (xx)(x — xz)

X' Xp41 Xg

Hlavni vyhodou Newtonovy metody je, ze v blizkém okoli feSeni obvykle konverguje velmi
rychle (mnohem rychleji nez gradientni metoda). Nevyhodou je, zZe je nutno zacit s pomérné
presnou aproximaci x, skutecného teseni, jinak algoritmus snadno diverguje.

Priiklad 10.1. Babylonskd metoda na vypocet druhé odmocniny cisla a > 0 je dana iteraci

1 a
Th41 = 5(% + —>
Ty

To nenf nic jiného nez Newtonova metoda pro feseni rovnice 0 = g(x) = 22 — a. Opravdu,
2 _

g(xy) T, —a 1 ( a ) 1 ( L0 )
€T = T — = X1 — = L. — —\ T — — = — |\ — .
k+1 k 7' (@n) k 27y A o 5 \ Tk o

4

Priklad 10.2. Hleddme prusecik (z,y) € R?* dvou kiivek (z — 1)*+3? = 1 a 2 +¢y* = 1.

e (0= 1)+ (=1
=1ty =1 / 2 —1) 2y
g(r,y) = [ 2t byt -1 } , gl(r,y) = [ A3 4y3] .

Iterace (10.9) je

Yk+1 Yk i Ay} rp+yp—1

[Mﬂzrﬂ_Fm—DQﬂ*vm—W+ﬁ—1'

Nacrtneme-li si obé kiivky, vidime, ze maji dva pruseciky, lisici se znaménkem druhé souradnice.
Zvolme pocatecéni odhad pro horni prusecik (g, o) = (1,1). Prvni iterace bude

ARIR N el

Sestd iterace (zg,ys) = (0.671859751039018, 0.944629015546222) je takovd, ze rovnice jsou
splnény se strojovou presnosti. U
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Priklad 10.3. Funkce g(z) = 2? — 1 m4 dva nulové body x = +1. Pokud v néjaké iteraci bude
x,, = 0, nastane déleni nulou. Pokud bude x; velmi malé, déleni nulou nenastane, ale iterace
Zry1 se ocitne velmi daleko od kotene. U

Priklad 10.4. Pro funkci g(z) = 2* — 22 + 2 zvolme zy = 0. Dal§f iterace bude z; = 1 a dalsf
9 = 0. Algoritmus bude oscilovat mezi hodnotami 0 a 1, tedy bude divergovat. 0

10.3.2 Pouziti na minimalizaci funkce

Newtonovu metodu lze pouzit pro hledani lokalniho extrému dvakrat diferencovatelné funkce
f: R" — R tak, 7e v algoritmu (10.9) polozime g(x) = f/(x)?. Tim dostaneme iteraci

Xpa1 = X — [ (x%) 7 (xe) T (10.10)

kde f”(xy) je Hessova matice funkce f v bodé xy.

Vyznam iterace (10.9) byl takovy, ze se zobrazeni g v bodé x; aproximovalo Taylorovym
polynomem prvniho stupné (tedy afinnim zobrazenim) a pak se nasel kofen x;; tohoto poly-
nomu. Vyznam iterace (10.10) je takovy, ze se funkce f aproximuje Taylorovym polynomem
druhého stupné (tedy kvadratickou funkei) a pak se najde minimum této kvadratické funkce.
Odvod’te podrobné, ze tomu tak je!

FOO) ) F ) = fxa) + f(er) (x = xi) + 5 (x = i) T 7 () (x — %)

x;k X)k+1 Xk
Iteraci (10.10) lze napsat v obecnéjsim tvaru (10.1), kde
Vi = —f”(Xk)ilf/(Xk)T. (1011)

Vyhodou tohoto zobecnéni je moznost zvolit optimalni (ne nutné jednotkovou) délku kroku
pomoci jednorozmérné minimalizace (10.3). Algoritmu (10.10) s jednotkovou délkou kroku se
pak tika ¢ista Newtonova metoda.

Vektoru (10.11) fikame Newtonuv smér. Vidime, ze se od gradientniho sméru (10.4) 1is
nasobenim Hessovou matici f”(xy). Aby to byl sestupny smér, musi byt

F(xn) vie = =/ (xp) £/ (xx) " f (x1)" < 0.

Toto plati, kdyz f'(xx) # 0 (tj. x; neni stacionarni bod) a matice f”(xy) je pozitivné definitni
(nebot’ pak bude pozitivné definitni i jeji inverze, viz Cviceni 6.18).

V porovnani s gradientni metodou mé Newtonova metoda (pouzitd na minimalizaci funkce)
nevyhodu v tom, ze musime pocitat Hessian f”(x;) a fesit soustavu f”(xz)vy = —f(xx)?, coz
pro velky pocet proménnych je pomalé ¢i nemozné. Vsimnéte si ale, ze na rozdil od §10.3.1 je
zde matice g'(xy) = f”(xx) symetrickd, coz muze Feseni soustavy ulehcit.
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10.4 Nelinearni metoda nejmensich ¢tvercu

Resme preuréenou soustavu rovnic g(x) = 0 pro g: R” — R™ (tedy soustavu m rovnic s
n nezndmymi) ve smyslu nejmensich ¢tvercu. To vede na minimalizaci funkce

F(x) =llgx)l; = g(x)" g(x) = Zgi(X)Q, (10.12)

kde g; jsou slozky zobrazeni g. Specialnim piipadem je ptiblizné feseni linedarni nehomogenni
soustavy Ax = b, kde g(x) = b — Ax (viz §5.1). Zde ovSem predpokldddme obecné nelinearni
zobrazeni g.

Zatimco v §10.2 a §10.3.2 bylo cilem minimalizovat obecnou funkci, zde chceme minimali-
zovat funkci ve specidlnim tvaru (10.12). Nyni mame dvé moznosti. Bud’ muzeme nasadit na
funkci (10.12) jednu z metod pro minimalizaci obecné funkce, k ¢emuz se vratime v §10.4.2.
Nebo muzeme byt chytiejsi a vyuzit specidlntho tvaru funkce (10.12), coz popiseme v §10.4.1.

10.4.1 Gauss-Newtonova metoda

Aproximujme opét zobrazeni g Taylorovym polynomem prvniho stupné (10.8). Uloha (10.12)
pak vyzaduje minimalizovat ||g(x)||3. To je tloha linedrnich nejmensich ¢tverci, kterou jiz
zname z §5.1. Normalni rovnice (5.3) maji tvar

T

g (xi)" g (x0) (x — xz) = —g' (%) & (%)

Pokud mé Jacobiho matice g'(xy) linedrné nezavislé sloupce (tedy hodnost n, viz §5.1), tuto
rovnici muzeme vyresit pseudoinverzi:
Xk+1 — Xk — g,(Xk)+g(Xk). (1013)

Algoritmus (10.13) je zndm jako Gauss-Newtonova metoda. Muzeme jej opét napsat obec-
néji ve tvaru (10.1) se smérem hledani

vy = —g' (x1) Tg(xz) (10.14a)
= —(g'(xx) ' (xx)) '8’ (i) & (x8) (10.14b)
= —5(g'(x) g (xx)) " ' (xi) " (10.14c)

Pro m = n mame g'(x;)" = g'(x;) "}, tedy Gauss-Newtonova metoda se redukuje na Newto-
novu metodu (10.9) na FeSeni soustavy n rovnic s n nezndmymi.
Tvar (10.14c) dostaneme 7z (10.14b) dosazenim derivace ucelové funkce (10.12)

f(x) = 2g(x)"g/(x)

(viz §8.3.2). Vidime, ze Gauss-Newtonuv smér (10.14c) se lisi od gradientniho sméru (10.4)

pouze nésobenfm matici (g (xx)"g'(xx)) ! Aby byl tento smér sestupny, musi byt

J(xi) vie = =5 f/ (%) (&' (%) g (%))~ f/ (x1)" < 0.

Toto plati, kdyz f'(xz) # 0 a matice g'(x1)7g'(xx) je pozitivné definitn{ (viz Cvicen{ 6.18). Ma-

tice g'(x1)7g/(xx) je pozitivné definitn{ prave tehdy, kdyz g'(x;) ma linedrné nezavislé sloupce
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(dokazte!), coz ovsem jiz predpokladame kvuli existenci inverze. Tedy vidime, Ze za ptirozenych
podminek je Gauss-Newtonuv smér vzdy sestupny.

Cistd Gauss-Newtonova metoda (tj. s jednotkovou délkou kroku) miize divergovat, a to
i kdyz je pocéateéni odhad xq libovolné blizko lokdlnimu minimu funkce (10.12). Protoze ale
Gauss-Newtonuv smér je vzdy sestupny, vhodnou volbou délky kroku «y lze vzdy zajistit
konvergenci.

Priklad 10.5. Hleddme piiblizné feSeni soustavy tif rovnic (z — 1) +y? = 1, 2t + y* = 1,
22+ (y —1)*> = 1/2 o dvou nezndmych. Oba pruseciky kiivek danych prvnimi dvéma rovnicemi
jiz. zndme z Prikladu 10.2. Ani jeden z téchto pruseciku nelezi na tteti kiivee (i kdyz je ji blizko),
tedy soustava je preurcend. Nezbyva ndm tedy, nez ji fesit priblizné. Hleddme bod (z,y) € R?,
ktery minimalizuje ¢islo

flay) =gl y) gy =((z -1 +y" = 1)+ @ +y* = 1>+ (@® + (y — 1)* — 1/2)?

kde

(=12 +y*—1 20w —1) 2y
g(z,y) = at+yt =1 , glry)=| 42° 4y’
4 (y—1)2—1/2 2z 2y — 1)

Rozumny pocétecni odhad je (zo,y0) = (1,1). Prvni Gauss-Newtonova iterace (10.13) je

Jr
= |- |4 4 L =17
o 2 0| |[1/2

Po osmé iteraci (s, ys) = (0.691002152515578, 0.940548357857245 ) se jiz hodnota f(zs,ys) =

0.0008674592922855055 v ramci strojové presnosti nemeéni. O
Priklad 10.6. V systému GPS mame m satelitu se znamymi souradnicemi ag,...,a,, € R”
a chceme spocitat souradnice pozorovatele x € R™ z namétenych vzdalenosti y; = ||la; — x||2

pozorovatele od sateliti. Méfeni jsou zatizena chybou, proto obecné tato soustava rovnic nebude
mit zadné reseni. Resme tuto preurcenou nelinedarni soustavu ve smyslu nejmensich ¢tvercu, tedy
minimalizujme funkci

£ =37 (== ailla —v)"

Méme tedy g = (g1, ..., 9m): R" — R™, kde g;(x) = ||x—a;||2 —y;. Derivace slozek g je (pomuze
nam §8.3.2, ale udélejte sami!) ¢/(x) = (x — a;)7/||x — a;||o. Tedy

(x — al)T/HX —ayl[2
g'(x) = : e R™x™,

(x = an)/||x = ap»

Pak dosadime do vzorecku (10.13). O
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10.4.2 Rozdil proti Newtonové metodé

Predpoklddejme, ze bychom optimalizovali nasi ucelovou funkei (10.12) piimo Newtonovou
metodou z §10.3.2. Spocitejme (proved’te sami!) Hessidn funkce (10.12):

(%) = 2¢/(x)"g/(x) + 2 Z 9i(x)g; (x). (10.15)

Hessian je souctem clenu obsahujicitho derivace prvniho radu a ¢lenu obsahujictho derivace
druhého tadu. Vidime, ze Gauss-Newtonuv smér (10.14c) se lisi od Newtonova sméru (10.11)
zanedbanim ¢clenu druhého fadu v Hessidnu (10.15). Jinymi slovy, Gauss-Newtonovu metodu je
mozno vnimat jako aproximaci Newtonovy metody na minimalizaci funkce (10.12) spocivajici
v tom, 7e skuteény Hessidn (10.15) se aproximuje vyrazem 2g’(x)”g’(x).

To se projevuje tim, ze Gauss-Newtonova metoda obvykle konverguje pomaleji nez plna
Newtonova metoda pouzitd na funkci (10.12). OvSem vyhnuli jsme se poc¢itani druhych derivaci

funkce g, coz je hlavni vyhoda Gauss-Newtonovy metody.

10.4.3 Levenberg-Marquardtova metoda

Levenberg-Marquardtova metoda je Siroce pouzivané vylepseni Gauss-Newtonovy metody,
které jeji iteraci

1 T

X1 =X — (8 (x0) "8 (%)) '8 (xi) " & (xk)

nahrazuje iteraci
X1 = X — (&' (%) T8 (k) + D) g (x0) T & (x1) (10.16)

kde pi > 0. Vidime, ze:

e Pro malé yuy se (10.16) blizi Gauss-Newtonové iteraci.

e Pro velké gy je (g'(xx)7g (xx) + D)™t ~ p 'L, tedy (10.16) je blizkd iteraci xj1 =

xi — pi f'(xx)T gradientnf metody s délkou kroku 4"

Tim jsou spojeny vyhody Gauss-Newtonovy metody (typicky rychlda konvergence v okoli op-
tima) a gradientni metody (spolehlivost i daleko od optima). Volbou parametru puy spojité
prechazime mezi obéma metodami.

Parametr p;, ménime béhem algoritmu. Zaéneme napi. s jo = 10® a pak v kazdé iteraci:

e Pokud iterace snizila tcelovou funkci, iteraci pfijmeme a py zmensime.
e Pokud iterace nesnizila ucelovou funkei, iteraci odmitneme a py zvétsime.

Zvétsovani a zmensovani p déldme nasobenim a délenim konstantou, napt. 10. VSimnéte si,
toto nahrazuje optimalizaci délky kroku oy (line search).

Na algoritmus lze pohlizet i jinak. V iteraci (10.13) se pocitd inverze matice g'(x;)7g’(xx).
Tato matice je sice vzdy pozitivné semidefinitni, ale muze byt blizka singuldrni (kdy se to
stane?). To neblaze ovlivni stabilitu algoritmu. Matice (10.16) je ale vzdy pozitivné definitni
(viz Cviceni 6.17), a tedy regularni.

10.5 Cviceni

10.1. Najdéte vSechna teSeni rovnice sinz = %:c (sinus je v radidnech) na kalkulacce s nejvétsi
presnosti, jakou dokazete. Na kalkulacce smite pouzivat jen operace +, —, X, /, sin, cos.
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10.2.

10.3.

10.4.

10.5.

Najdéte lokdln{ extrém funkce f(x,y) = x* —y+sin(y* — 2x) ¢istou Newtonovou metodou.
Pocateéni odhad zvolte (xo, o) = (1,1).

Méame m bodu v roviné o souradnicich (z;,v;), @ = 1,...,m. Tyto body chceme pro-
lozit kruznici ve smyslu nejmensich ¢tvercu — tj. hleddme kruznici se stfedem (u,v) a
polomérem r takovou, aby soucet ctvercu kolmych vzdalenosti bodu ke kruznici byl mini-
malni. Zformulujte prislusnou optimalizacni tlohu. Odvod’te iteraci Gauss-Newtonovy a
Levenberg-Marquardtovy metody.
Maéame soustavu rovnic

r+y—2zxy= 1

-r+y+ xy=-3
r—y+ xy= 1

Je soustava linedrni? Kolik mé feseni a pro¢? Chceme soustavu fesit priblizné ve smyslu
nejmensich ¢tvercu, tj. minimalizovat funkei f(x,y) ve tvaru (10.12). Napiste iteraci

a) gradientni metody,

b) Newtonovy metody,

¢) Gauss-Newtonovy metody,

d) Levenberg-Marquardtovy metody.

Rovnici 22 + 1 = 0 lze vnifmat jako soustavu s n = 1 nezndmou a m = 1 rovnici. Soustava
nema teSeni, chceme ji tedy tesit priblizné Gauss-Newtonovou metodou. OvSem protoze
je m = n, redukuje se Gauss-Newtonova iterace (10.13) na Newtonovu iteraci (10.9). Ma
tato formulace tedy smysl? K ¢emu bude metoda konvergovat?

Napovéda a reseni

10.1.

10.4.

Jeden koten je x = 0 a pak dva dalsi lisici se znaménkem. Jeden z nich ziskdme Newtonovou
metodou: x < x — (2sinx — ) /(2 cos x — 1). Pocédteéni odhad zvolime pomoci nacrtku = = 2. Po
nékolika iteracich méme x = 1.895494267033981.

Soustava je nelinedrni. Nema feSeni, protoze po zavedeni proménné xy = z dostaneme linearni
soustavu s fesenim (z,y, z) = (0.5, —1.5,—1), coz je spor.
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Kapitola 11

Linearni programovani

Linearni rovnici rozumime vyrok a;z+- - -+a,x, = b, neboli h(x) = 0 kde h je afinni funkce.
Linearni nerovnici rozumime vyrok a;zy + --- + a,x, < b ¢i a1y + - - - + a,x, > b, neboli
g(x) < 0¢ig(x) > 0 kde g je afinni funkce. Uloha linedrniho programovani (LP, také zvané
linedrni optimalizace) znamend minimalizaci linedarni funkce za podminek ve tvaru linedrnich
rovnic a nerovnic. Neboli v obecné formulaci (1.7) je funkce f linedrni (tj. tvaru (3.5)) a funkce
gi, h; jsou afinni (tj. tvaru (3.17)).

Stejné jako pro obecnou lohu spojité optimalizace (viz §1.2) mohou nastat tii pripady:

e tloha m4 (alespon jedno) optimdlni feSent,

e tloha je nepripustnd (mnozina piipustnych feseni je prazdnd, omezeni si odporuji),

e tloha je neomezend (ticelovou funkei l1ze za danych omezeni libovolné zlepsovat).

Jednoduché tlohy linedrntho programovani lze tesit graficky.

Priklad 11.1. Méjme linearni program

min —xr — y
za podminek x4+ 2y < 14
3r — y> 0
r— y< 2

(11.1)

Mnozina X = {(z,y) € R* | x +2y < 14, 3z —y > 0, z —y < 2} pifpustnych Fesen{ této
ulohy je prunik tii polorovin. Tuto mnozinu snadno nakreslime:

8

N /3:6—3/:0

c= (-1,
6

/7],

N

S N

T—y =2

N > N
N N f# N
X\ A :
N N

\ r+2y=14

N

AN
S \cTX:—l()
8.
AN
AN
\\ \\CTX:_8
\\
AN
AN
vcf'x=—6
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Ucelové funkce —z — 1, neboli ¢x pro x = (z,y) a ¢ = (—1,—1), md vrstevnice kolmé k
vektoru ¢ a roste ve sméru c. Proto (viz levy obrazek) ucelova funkce na mnoziné X nabyva
(globalniho) minima v bodé (x,y) = (6,4). Uloha mé tedy jediné optimalni fesent.

Pokud bychom téelovou funkei tlohy (11.1) zménili na —x — 2y, bude tato funkce na mno-
ziné X nabyvat minima ve vSech bodech tisecky spojujici body (2,6) a (6,4) (viz pravy obrézek).
Uloha m4 tedy nekoneéné mnoho optimalnich teseni. 0

11.1 Specialni tvary tloh LP

Algoritmy na feSeni LP ¢asto predpokladaji ulohu v néjakém specidlnim tvaru, kdy jsou dovo-
leny pouze jisté typy omezeni. Nejcastéji uzivané specialni tvary jsou
e min{c’x|x€R", Ax=b, x>0}, kde A € R™" b € R™, ¢ € R". Neboli
min ¢z +---+ c,x,
za podminek a;ry +---+ apxr, =0, 1=1,....m
z; >0, 7=1,...,n
Tedy dovolujeme pouze omezeni typu rovnosti a nezdporné proménné!.
e min{c'x|xeR", Ax>b, x>0}
e min{c’x|x€eR", Ax >b}
Tyto specidlni tvary LP nemaji mensi vyjadiovaci schopnost nez obecny tvar (ve kterém

omezeni mohou byt libovolné linearni rovnice ¢i nerovnice), nebot’ obecny tvar se dé prevést

na libovolny specidlni tvar nékterou z nasledujicich iprav:

e Maximalizaci funkce ¢Zx nahradime minimalizaci funkce —c’x.

Nerovnost a’x < 0 naahradime nerovnosti —a’x > 0.

Rovnost a’x = b nahradime dvéma nerovnostmi a’x > b, —a’x > —b.

Nerovnost a’ x < b pfevedeme na rovnost piiddnim pomocné slackové proménné? u; > 0
jako a’x 4 u; = b;. Podobné prevedeme nerovnost a’x > b na rovnost.

e Neomezenou proménnou z; € R rozdélime na dvé nezdporné proménné x; > 0, z; > 0
piiddnim podminky z; = z — z; .
Uloha ziskana z puvodni ilohy pomoci téchto uprav je ekvivalentni puvodni iloze v tom smyslu,
ze hodnota jejich optima je stejnd a argument optima puvodni tlohy lze ‘snadno’ ziskat z
argumentu optima nové ulohy.

Priklad 11.2. V tloze (11.1) chceme prvni podminku pfevést na rovnost. To udélame zave-
denim slackové proménné u > 0. Transformovana tloha je

min —z — y

za podminek x4+ 2y +u =14

3r — y > 0
r— Yy < 2
u> 0

'Tomuto tvaru se nékdy #iké standardni. Bohuzel nazvoslovi riznych tvart LP neni jednotné, nizvy jako
‘standardni tvar’, ‘zdkladni tvar’ ¢ ‘kanonicky tvar’ tedy mohou znamenat v ruznych knihach néco jiného.

2 Slack znamend anglicky napf. mezeru mezi zdi a skiini, kterd neni zcela piirazena ke zdi. Termin slack
variable nemd ustaleny cesky ekvivalent, nékdy se preklada jako skluzovd promeénnd.
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Je-li (z,y,u) optimum této ilohy, optimum tlohy (11.1) je (z,y). O

Piiklad 11.3. V tloze (11.1) obé proménné mohou mit libovolné znaménko. Chceme prevést
ulohu na tvar, kde vSechny proménné jsou nezaporné. Dosadime x =z, —2z_ ay =y, —y_,
kde x,x_,y.,y_ > 0. Vyslednd tuloha je

min —xy + - — Yy + Y-
za podminek ., — x_ + 2y, —2y_ <14
vy — 3 — yr + y-=> 0
Typ — o — yYp+ y- < 2
Ly Ty Yty Y > 0 U
11.1.1 Po ¢astech afinni funkce
Méjme funkei f: R" — R danou vzorcem
f(x) = max(clx + dy), (11.2)

=1

kde ¢; € R™ a d; € R jsou dany. Tato funkce neni linedrni ani afinni, je po ¢astech afinni (viz
Cviceni 11.6). Pifkladem pro n =1 a k = 3 je funkce f(z) = max{—z — 2, 0, 3(z — 1)}, jejiz
graf je na obrazku:

Resme tlohu
min{ f(x) | x € R", Ax >b}. (11.3)

To neni uloha LP, nebot’ jeji ticelova funkce neni linearni. Ovsem lze ji prevést na LP zavedenim
pomocné proménné:

min{ f(x) [ x € R", Ax >b} =min{z | (x,2) e R"™, f(x) <z, Ax>b} (11.4a)
=min{ z | (x,2) € R"™ max(c/x+d;) <z, Ax >b} (11.4b)

=min{ z | (x,2) € R"™ (Vi)(c!x +d; < 2), Ax >b} (11.4c)
Rovnost (11.4a) plati proto, ze v optimu pravé tlohy je f(z) = z. Kdyby bylo f(z) < z, mohli
bychom totiz z zmensit bez poruseni omezeni a tedy (x, z) by nebylo optimum. Rovnost (11.4c)

plati proto, ze pro libovolna ¢isla a;, b plati

maxa; <b <= (Vi)(a; <D). (11.5)

Rédek (11.4c) je jiz tloha LP.
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Priklad 11.4. Uloha
min max{ 3x; + 4y, 2x; — 329 }
za podm. x7 + 225 < 14
3{L‘1 — X9 Z 0
1 — T9 S 2

neni LP, protoze ucelova funkce f(z1,xe) = max{ 3x; +4xy, 2x1 — 3z } neni linedrni ani afinni
(nakreslete si na papir jeji vrstevnice!). Ulohu lze ale preformulovat na LP

min 2z
za podm. 3z + 4, < 2
2r1 — 319 < 2z
xr, + 2[L‘2 S 14
3.1’1 — X9 Z 0
Ty — x9 <2 d

Tento prevod lze uzit i pro funkce obsahujici absolutni hodnoty, nebot’ |z| = max{—z, z}.
Je ale nutnd opatrnost: neplati nic takového jako (min; a; < b) < (Vi)(a; < b), tedy mame-li
spatnou kombinaci minim/maxim a nerovnosti, prevod na LP neni mozny.

11.2 Neékteré aplikace LP

11.2.1 Optimalni vyrobni program

Z m druhu surovin vyrdbime n druhu vyrobku.
® a;; = mnozstvi suroviny druhu ¢ potfebné na vyrobu vyrobku druhu j
e b; = mnozstvi suroviny druhu ¢, které mame k dispozici
e ¢; = zisk z vyrobeni jednoho vyrobku druhu j
e 1, = pocet vyrobenych vyrobku druhu j

Ukolem je zjistit, kolik jakych vyrobki mame vyrobit, abychom doséhli nejvétsiho zisku. Regent:

n
max{ E Cj.Tj

J=1

Zaijxj S bi, Zj Z 0 } (116)

J=1

Priklad 11.5. Pan ustanku prodava lupinky za 120 Ké/kg a hranolky za 76 K¢/kg. Na vyrobu
1 kg lupinku se spottebuje 2kg brambor a 0.4 kg oleje. Na vyrobu 1kg hranolku se spotiebuje
1.5kg brambor a 0.2kg oleje. Je nakoupeno 100kg brambor a 16kg oleje. Brambory staly
12 Ké¢/kg, olej 40 Ké/kg. Kolik ma pén vyrobit lupinku a kolik hranolku, aby co nejvice vydélal?
To lze vyjadrit jako LP

max 1200 + 76h

za podminek 2l + 1.5 < 100
0.4 + 0.2h < 16
lLLbh > 0
Pritom predpokladame, ze zbytky surovin se po pracovni dobé vyhodi. Pokud se zbytky vyuziji,
tak maximalizujeme (120 — 24 — 16)] + (76 — 18 — 8)h = 801 + 50h.
V obou pripadech je optimélni feseni [ = 20 kg lupinku a h = 40 kg hranolku. U
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11.2.2 Smeésovaci (dietni) problém

Z n druhu surovin, z nichz kazda je smési m druhu latek, mame namichat konecény produkt o
pozadovaném slozeni tak, aby cena surovin byla minimalni.

e a;; = mnozstvi latky druhu 7 obsazené v jednotkovém mnozstvi suroviny druhu j
e b; = nejmensi pozadované mnozstvi latky druhu ¢ v koneéném produktu
e ¢; = jednotkova cena suroviny druhu j

e r; = mnozstvi suroviny druhu j

n
I’Illn{ E Cj.ﬁl]j
j=1

Priklad 11.6. Jste kuchatka v menze a chcete uvarit pro studenty co nejlevnéjsi obeéd, ve
kterém ovSsem kvuli predpisum musi byt dané miniméalni mnozstvi zivin (cukru, bilkovin a
vitamint). Obéd varite ze tii surovin: brambor, masa a zeleniny. Jsou dany hodnoty v tabulce:

Reseni:

Zaijxj Z bi, X Z 0 } (117)
j=1

na jednotku | na jednotku | na jednotku | min. pozadavek
brambor masa zeleniny na jeden obéd
obsah cukru 2 1 1 8
obsah bilkovin 2 6 1 16
obsah vitaminu 1 3 6 8
cena 25 20 80

Kolik je tfeba kazdé suroviny na jeden obéd?
Minimalizujeme 250+50m~+80z za podminek 2b+m+2z > 8, 2b+6m+z > 16, b+3m+6z > 8
a b,m,z > 0. Optimalni teseni je b = 3.2, m = 1.6, z = 0 s hodnotou 160. O

11.2.3 Dopravni problém
Méame m vyrobcu a n spottebitelu.
e a; = mnozstvi zbozi vyrabéné vyrobcem ¢
e b; = mnozstvi zbozi pozadované spotiebitelem j
e ¢;; = cena dopravy jednotky zbozi od vyrobce i ke spottebiteli j
e 1;; = mnozstvi zbozi vezené od vyrobce i ke spotiebiteli j

Chceme co nejlevnéji rozvézt zbozi od vyrobetl ke spotfebiteliim. Regent:

mm{ iici]ﬂfzj ixlj = Qy, ixlj = bj, Tij Z 0 } (118)
j=1 =1

i=1 j=1
Zadéni musi splnovat > " a; = Z?Zl b; (nabidka musi byt rovna poptavce), jinak bude

tloha nepifpustnd. Uloha jde modifikovat tak, ze dovolime S ap > Z?Zl b; (proved'te!).
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11.3 Pouziti na nehomogenni linearni soustavy

11.3.1 Vektorové normy

Norma formalizuje pojem ‘délky’ vektoru x.

Definice 11.1. Funkce ||-||: R® — R se nazyva vektorovd® norma, jestlize spliiuje tyto axiomy:

1. Jestlize ||x|| = 0 pak x = 0.
2. |ax|| = |al ||x|| pro kazdé o € R a x € R™ (norma je kladné homogenni).

3. Ix+yl < |Ix||+ |ly|l pro kazdé x,y € R™ (trojiihelnikova nerovnost).

7, axiomu plynou tyto dalsi vlastnosti normy:
e ||0]| =0, coz plyne z homogenity pro o = 0
e ||x|| > 0 pro kazdé x € R"™. To jde odvodit tak, ze v trojihelnikové nerovnosti polozime
y = —X, coz da
Ix — x| = [[0]| = 0 < [[x]| + [|—x]| = 2],
kde na pravé strané jsme pouzili homogenitu.

Jednotkova sféra normy je mnozina { x € R" | ||x|| = 1}, tedy vrstevnice normy jednot-
kové vysky. Diky homogenité je jednotkova sféra stredoveé symetrickd a jeji tvar zcela urcuje
normu.

Uved’'me piiklady norem. Zakladnim piikladem je p-norma

%[l = (J [P 4 - [) 7.

Musi byt p > 1, jinak neplati trojihelnikova nerovnost. Nejcastéji narazite na:
o ||x||1 = |z1| + - + |xn|. Nékdy se ji tikd manhattanskd norma, protoze v systému pravo-
thlych ulic je vzdalenost mezi body x a y rovna ||x — y||;.

o |Ix|la = /27 + -+ 22 = VxTx. Je to znamé eukleidovskd norma.

o ||x||0 = lim, o ||x]|, = max{|z4|,..., |z,|} (dokazte rovnost vypoctem limity!). Nekdy se
ji tika Cebysevova norma nebo mazx-norma.

Jednotkové sféry téchto norem v R? vypadaji takto:

Se O ]
NI

[l =1 x[l2 =1 [%[loo =1

Existuji ale i normy, které nejsou p-normy, napf.
o ||x|| = 2|z1] + /23 + 23 + max{|x4|, |z5]} je norma na R®.

e Je-li [|x|| norma a A je ¢tvercova nebo tizka matice s plnou hodnosti, je také || Ax|| norma.

SExistujf i maticové normy, coz jsou funkce R™*" — R. Pifkladem je Frobeniova norma (7.8).
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11.3.2 Priblizné reSeni preurcenych soustav

Méjme preurcenou linearni soustavu Ax = b, kde A € R™*™ a 0 # b € R™. Nalezeni jejiho
priblizného feseni formulujme jako tlohu

min ||Ax — bl[,. (11.9)

x€R™
Uvazujme tii pripady:
e Pro p = oo hleddme takové x, které minimalizuje vyraz

|Ax — b||« :mTalx|aZ-Tx—bi|, (11.10)

tedy minimalizuje maximalni residuum. Toto feSeni je znamé pod nazvem minimazni nebo
Cebysevovo. Uloha je ekvivalentni linearnimu programu

min z
zapodm. alx—0;<z i=1,....,m
—alx+b;<z i=1,...,m
neboli
min{z€ R|xeR", —21 <Ax—-b<:z1}. (11.11)

e Pro p = 2 dostaneme teseni ve smyslu nejmensich ¢tvercu, které jsme odvodili v §5.1.

e Pro p =1 hledame takové x, které minimalizuje vyraz

|Ax — bl =) |alx — b, (11.12)
i=1
kde ay, ..., a,, jsou radky matice A. Uloha je ekvivalentni linearnimu programu
min Zzi
i=1
zapodm. alx —b <z, i=1,...,m
—alx+b; <z, i=1,....m
neboli
min{ 17z |z € R™", x cR", -z< Ax—-b <z} (11.13)

11.3.3 Linearni regrese
Vrat'me se k linearni regresi z §5.1.3 (znovu prectéte!). Funkéni zavislost priblizné popsanou
naméfrenymi dvojicemi (¢;,v;), @ = 1,..., m, jsme aproximovali regresni funkei

F(t,x) = 2101(t) + - + 2nn(t) = (1) x,

kde parametry x jsou takové, aby y; ~ f(t;,x) pro vSechna i. Pfiblizné rovnosti &~ jsme chapali
ve smyslu nejmensich ¢tvercu, tedy hledali jsme takové x které minimalizovalo funkci

m

D i — f(tix)” = [ly — Ax]l2, (11.14)

i=1
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kde y = (y1,...,Ym) a prvky matice A jsou a;; = ¢,(t;). Tedy fesime tlohu (11.9) pro p = 2.
Muzeme ale pouzit i jiné normy nez eukleidovskou. Pro p = 1 minimalizujeme

>y — ftnx)| = |ly — Ax]|x (11.15)
i=1

a pro p = oo minimalizujeme
rglggX\yz—f(ti,X)\ = [ly — Ax| . (11.16)

Déle ukazeme, k ¢emu to muze byt dobré.
Regrese ve smyslu co-normy je vhodna napt. pii aproximaci funkei.

Priklad 11.7. Na pocitaci bez matematického koprocesoru potiebujeme mnohokrat vyhodno-
covat funkei sinus na intervalu [0, §]. Protoze vypocet hodnot této funkce by trvalo piilis dlouho,
chceme ji aproximovat polynomem tiettho stupné z; + 2ot + 23t% + 24t3, jehoz hodnoty se spo-
¢itaji rychleji. Spocitejme hodnoty y; = sint; funkce v dostatecném poctu bodu t; = % pro
i=1,...,m. Koeficienty polynomu je vhodné hledat minimalizaci CebySevova kritéria (11.16),
nebot’ to ndm da zaruku, ze chyba aproximace nikde neptfesdhne hodnotu, kterd je nejmensi
mozna pro dany stupen polynomu. O

Regrese ve smyslu 1-normy je uzitecnd tehdy, kdyz je mala ¢ast hodnot y; namétena uplné
Spatné (napf. se nékdo pfi zapisovani ¢isel spletl v desetinné ¢arce). Takovym hodnotam se
iikd vychylené hodnoty (outliers). Disciplina zabyvajici se modelovanim funkénich zavislosti
za pritomnosti vychylenych hodnot se nazyva robustni regrese. V tomto pripadé feseni ve
smyslu nejmensich ¢tvercu neni vhodné (neni ‘robustni’), protoze i jediny vychyleny bod velmi
ovlivni reSeni. Regrese ve smyslu 1-normy je proti vychylenym bodum odolnéjsi.

Ukazeme to na nejjednodussim mozném piipadu regrese: odhad hodnoty jediného cisla ze
souboru jeho nepfesnych méreni. Pro dand ¢isla 'y = (y1,...,ym) € R™ hleddme = € R mini-
malizujici funkci

f@) =z =y, .2 = yw)llp = 1z — y]l,. (11.17)

1

e Pro p= oo je f(z) = max™, |z — y;|. ReSenfm je x = +(min}", y; + max”, y;), tedy bod

v poloviné mezi krajnimi body.

e Prop=2je f(z) = />or,(x — y;)%. Refenim je aritmeticky priimeér, x = L 3" v, (viz
Pitklad 5.4).

e Prop = 1je f(z) = 3", |z — y;|. Resenim je medidn z cisel y; (dokazte!). Median
se vypocte tak, ze sefadime cisla y; podle velikosti a vezmeme prostiedni z nich. Pokud
je m sudé, mame dva ‘prostfedni prvky’ a v tom pripadé funkce f nabyvd minima v
jejich libovolné konvexni kombinaci. Je pak tizus definovat median jako aritmeticky prumeér
prostiednich prvku.

Predpokladejme nyni, ze jedno z ¢isel, napt. vy, se zvétsuje. V tom pripadé se feseni x pro
ruznéa p budou chovat ruzné. Napf. aritmeticky prumér se bude zvétsovat, a to tak, ze zvétso-
vanim hodnoty y; dosdhneme libovolné hodnoty x. Pro median to ovsem neplati — zvétsovanim
jediného bodu y; ovlivnime z jen natolik, nakolik to zméni poradi bodu. Jeho libovolnym zvét-
Sovanim nedosahneme libovolné hodnoty .
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Piiklad 11.8. Suplérou zméifme priumér ocelové kulicky v nékolika mistech, dostaneme hod-
noty y = (1.02, 1.04, 0.99, 2.03) (cm). Pfi poslednim méfeni jsme se na stupnici prehlédli, proto
je posledni hodnota uplné Spatné. Z téchto méreni chceme odhadnout skutecny prumér. Mame

1 m m 1 - .
5( nin ; + I?jlxyi) = 1.51, - Zlyl = 1.27, mezgg%anyi = 1.03.

1=

Je zjevné, ze median je neovlivnén vychylenym bodem, zatimco ostatni odhady ano. (l

nost reseni ve smyslu 1-normy takto jednoduse formalné ukazat a analyza muze byt mnohem
tezsi. Ale intuitivné bude situace obdobna: feSeni ve smyslu 1-normy bude méné citlivé na
vychylené body nez feseni ve smyslu 2-normy.

11.4 Cviceni

11.1. Najdéte graficky mnozinu optimalnich feseni lohy

min C1T1 + CoTo + C3T3

za podm. 1 + x5 >1
xr, + QI‘Q <3

T+ w9 <10
Ty, w0, 23 >0

pro nasledujici piipady: (a) ¢ = (—1,0,1), (b) ¢ = (0,1,0), (¢) c = (0,0, —1).

11.2. Vyteste uvahou tyto jednoduché tilohy LP a napiste co nejjednodussi vyraz pro optimalni
hodnotu. Vektor ¢ € R™ a ¢islo k € N, 1 < k < n, jsou dany.

a) max{cix |0<x<1}
max{clx|-1<x<1}

max{c’x|x>0, 1Tx=1}
max{c’x|[x>0, 1"Tx <1}
max{clx|-1<1Tx <1}

max{c'x x>0, 1"x =k}

g) max{c'x | 0<x<1, 1Tx=k}

h) max{cIx|0<x<1, 1Tx <k}

i) max{cx|0<z;, <2y <---<2,<1}

i) () max{c’x |-y <x<y, Ty=4k y<1}

Q. o0 T

@

—

)
)
)
)
)
)
)
)

11.3. Pokud to dokézete, preved’te na LP.

a) min{ |xy| + |z2] | 221 — 22 > 1, —x1 + 225 > 1}
) max{|z1 — 1|+ 4 |zp — | | @11 + -+ apx, > b}
) max{c’x | Ax=b, [d'x| <1, x>0}

d) mingepn Y1, maxi (chx + dy)
)

Mingegn Yo, f(ajx — b;), kde funkce f je definovdna obrazkem
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11.4.

11.5.

11.6.

11.7.

5 1 1 3

) min{ [[Ax —blj; [x € R", [Ix[|c <1}
) min{ ||x]|; | x € R", Ax=Db}

) min{ [Ix[[; [ x € R", |Ax = bl <1}
1) minxegs ([[Ax —bl[1 + [|x]|)

Méame algoritmus (Cernou skfinku) na feseni LP, kterou muzeme zavolat i vicekrat. S
pomoci tohoto algoritmu vyfteste tilohu max{|c’x| | Ax=b, x > 0}7?

Dokazte nebo vyvrat'te nasledujici rovnosti. Zde ¢ € R™ a A € R™*" jsou ddny, || - || je
libovolna norma, a optimalizuje se pfes proménné x € R".

a) max{c’x | x € R", ||x||=1} =max{c’x|x e R", ||x]| <1}
b) min{c’x |x € R", ||x||=1} =min{c’x|x e R", ||x|| <1}
¢) max{ [[Ax[| [x € R", [x|]| =1} = max{||Ax[| [x € R", x| <1}

Napoveéda: Inspirujte se ivahou v §11.1.1.

Pochopte kéd v Matlabu, ktery nakresl{ graf funkce f(x) = max?_,(cI'x + d;) pro x € R*:

k = 200; N = 40;

cd = randn(3,k);

x1 = ones(N,1)*linspace(-1,1,N); x2 = linspace(-1,1,N)’*ones(1,N);
x = [x1(:)?; x2(:)°]; x(3,:) = 1;

meshc (x1,x2,reshape (max(cd’*x,[],1),[N N])); axis vis3d

Hleddme nejvétsi hyperkouli B(a,r) = {x € R" | [|x — alls < r}, kterda se vejde do
polyedru P = {x € R" | Ax < b }. Tedy hleddme maximalni r za podminky B(a,r) C P,
kde optimalizujeme ptes proménné (a,r). Vyjadrete jako LP.
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11.8.

11.9.

11.10.

Mame kladku s provazem, jehoz oba konce
konci hakem. Na levém héku visi n zavazi na
provazcich, pricemz i-té zavazi ma tihu m; a
jeho vyska nad zemi je d;, pro ¢ = 1,...,n.
Na pravém haku visi n’ zdvazi na provazcich,
pricemz i-té zavazi mé tthu m! a jeho vyska
nad zemi je d;, proi =1,...,n'. Vysky d; a d!
se méti v poloze, kdy jsou oba haky ve stejné
vysce nad zemi. Kladka se pohybuje bez teni,
provaz a provazky jsou nekonecné ohebné, pro-
vazky a hdky maji nulovou hmotnost. Obrazek
ukazuje piiklad pron =3, n’ = 2.

Soustava mé jediny stupen volnosti dany oté-
¢enim kladky. Ozna¢me jako x vysku levého
my

haku nad bodem, kdy jsou oba haky ve stejné
vysce — tedy pro x = 0 jsou oba haky ve stejné - m}
vysce a pro x > 0 bude levy hak o 2z vyse nez

pravy hak. V zavislosti na x kazdé zavazi bud’ &
visi nad zemi (pak je jeho potencidlni energie
rovna m; krat vyska nad zemi) nebo lezi na
zemi (pak je jeho potencidlni energie nulova).
Soustava bude v rovnovaze pii minimalni cel-
kové potencidlni energii.

a) Napiste vzorec pro celkovou potencidlni energii soustavy jako funkei .
b) Napiste linedrni program, jehoz optimum je rovno minimélni potencidlni energii sou-
stavy. Neni-li to mozné, vysvétlete.

Uvazujme Priklad 11.5 takto pozménény: pan ma pomocnika, kterému plati 10 Ké za
kazdy kg vyrobeného zbozi (je jedno, zda to jsou lupinky nebo hranolky). Ovsem pokud
se toho vyrobi hodné, chce pomocnik vétsi plat, protoze musi zustat prescas. Tak za kazdy
kg nad 20 kg vyrobeného zbozi si necha priplatit dalsich 10 K¢, a za kazdy kg nad 30 kg
vyrobeného zbozi si nechd priplatit dalsich 20 Ké (tedy za kazdy kg nad 30 kg vyrobeného
zbozi dostane 10 + 10 + 20 = 40 K¢). Kolik ma pan vyrobit lupinka a hranolku, aby mél
co nejvetsi denni zisk (tj. trzbu z prodeje minus plat pomocnikovi)? Zformulujte jako LP.
Veverka pted zimou potiebuje prerovnat zasoby orisku. Stavajici zasoby ma v m jamkach,
pficem? i-t4 jamka mé soufadnice p; € R? a je v ni a; oifski. Potfebuje je pienosit do
n novych pripravenych jamek, pficemz j-t4 jamka ma soufadnice q; € R? a na konci v
ni bude y; ofisku. Veverka unese najednou jen jeden ofisek. Necht” x;; oznacuje celkovy
pocet ofisku prenesenych ze staré jamky ¢ do nové jamky j. Uvazujte dvé tlohy:

a) Cisla y; jsou déna. Hledaji se takové cisla x;;, aby se veverka vykonala co nejméné
prace, kde prace na preneseni jednoho ofisku je ptimo imérnda vzdélenosti (vzdusnou
carou). Béh bez ofisku se za préci nepovazuje.

b) Hledaji se ¢isla z;; a y; tak, aby veverka vykonala co nejméné prace a navic byly v
novych jamkéach orisky rozlozeny co nejrovnomeérnéji, ¢imz minimalizuje skodu zpu-
sobenou piipadnou kradezi. Presnéji, aby rozdil mezi nejvétsim a nejvétsim z cisel y;
byl mensi nez dané ¢islo ¢ .
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Formulujte obé ulohy jako LP. Predpokladejte, ze pocty ofisku jsou nezaporna redlna cisla,
ac ve skutecnosti mohou byt pouze nezaporna cela cisla.

Napovéda a reseni

11.2.2) max{c’x|0<x<1}=>" max{0,c¢}, tedy optimdln{ hodnota je soucet kladnych é&fsel c;.
Dukaz: Ukazme, Zze optimum se nabyva pro takové x, ze x; = 0 pro¢; < 0ax; =1 proc; >0
(pro ¢; = 0 je x; libovolné). Kdyby to tak totiz nebylo, mohli bychom é&islo ¢’ x zvétsit zmensenim
néjakého z; pro ¢; < 0 nebo zvétsenim pro ¢; > 0. Tedy x by nebyl optimalni argument.

11.2.b) >, |¢i|. Dokéze se podobné.
11.2.c) max! ;¢
11.2.d) max!; max{0,¢;} = max{0, max}"; ¢; }

11.2.e) Kdyz ¢; = a pro kazdé i (tj. vSechna ¢; jsou stejnd), tak optimalni hodnota je |a|. Jinak je uloha
neomezena.

11.2.i) Néapovéda: substituujte y; = z; — ;1

11.3.a) min{ z; + 29 | x1,22,21,220 € R, 229 — w9 > 1, —x1 + 229 > 1, 21 < 21, 29 < 29, —x1 <
21, —x2 < 22}

11.3.b) Nejde.

11.3.c) max{c’x | Ax=b, d'x <1, -dTx <1, x>0}

11.3.d) min{ 17z | ¢];x+dy < 2 (VK,1), —clx—dg < z (Vk,1), x € R", z € RF'} (analogické §11.1.1)
11.3.f) min{17z | x€R", z€ R™, —z<Ax-b<z -1<x<1}

11.3.0) min{17y + 2 [x€R", y e R™, 2 € R, - z<Ax-b <z, —21<x<21}

11.4. Postupem uvedenym v §11.1 nedokdzeme pievést na jedinou tdlohu LP. Ale lze vyfesit vypoctenim
dvou tiloh LP: optimélni hodnota je max{A, —B}, kde A = max{c’x | Ax =b, x > 0} a
B=max{-c'x|Ax=Db, x>0}

11.8.a) E(z) =" mimax(d; +z,0) + Z;il m), max(d; — x,0)

11.8.b) min{ Y ;" | miz + Z:i1 mizl | @,z 2l €R, 2z > di+x, 2L >d, —x, >0, 2. >0}

11.9. Stejné tloha jako v Piikladu 11.5, jen tucelova funkce se zméni na 1200 + 76h — f(I 4+ h) kde
f(t) = max{ 10¢, 200 + 20(¢ — 20), 400 + 40(¢ — 30) }. To pievedeme na LP

max 120l + 76h — z

za podminek 10l + 10h — 2 < 0
20l + 20h — z <200

400 + 40h — z < 800

20 + 1.5h < 100

0.41 + 0.2h < 16

ILbh > 0
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Kapitola 12

Konvexni mnoziny a polyedry

Definice 12.1. Mnozina X C R" se nazyva konvexni, jestlize
xeX,yeX, 0<a<l = aox+(l-a)yelX. (12.1)

Mnozina { ax + (1 —a)y | 0 < a < 1} je tsecka spojujici body x a y (viz Priklad 3.6).
Definice tedy tika, ze mnozina je konvexni, jestlize s kazdymi dvéma body obsahuje i tisecku,
ktera je spojuje. Obrazek ukazuje piiklad konvexni a nekonvexni mnoziny v R?%:

Yy

)s///o

Konvexni mnozinu lze definovat i abstraktnéji. Konvexni kombinace vektoru xi, ..., Xy
je jejich linedarni kombinace ayx; + - - - + apx; takova, ze a; +---+ar =1 a ay,...,ap > 0.
Mnozina je konvexni pravé tehdy, kdyz je uzaviena vuéi konvexnim kombinacim (neboli kazda
konvexni kombinace vektoru z mnoziny lezi v mnoziné). Lze dokézat indukei, Ze tato definice je
ekvivalentni Definici 12.1. Vimnéte si, ze ax + (1 — a)y pro 0 < a < 1 je konvexni kombinaci
dvou vektoru x,y, nebot’ a+ (1 —a)=1, > 0,1 —a > 0.

Konvexni obal vektoru xi,...,x; je mnozina vSech jejich konvexnich kombinaci. Tuto
k-tici vektoru muzeme vnimat jako mnozinu X = {xy,...,xy}, konvexni obal pak zna¢ime

conv X = conv{xy,...,xp} ={aax1+- - Fapxp |1+ -+ar =1, ag,...,ap > 0}. (12.2)

Jak se definuje konvexni obal mnoziny s nekonecngm poctem prvki, napt. pravém obrazku
vyse? Nelze pouzit definice (12.2), nebot’ neni jasné, co znamend soucet anx; + -+ + apXy
pro nekoneény pocet vektoru (mnozina X muze byt i nespocetnd). Konvexni obal libovolné
(konecné ¢i nekoneéné) mnoziny X C R"™ se definuje jako prunik vSech konvexnich mnozin,
které mnozinu obsahuji, tedy

conv X = m{Y CR"|Y DO X, Y konvexni }.

Obrazek ukazuje konvexni obal koneéné (vlevo) a nekonecné (vpravo) mnoziny pro n = 2:
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12.1 Ctyii kombinace a étyii obaly

Konvexni kombinace je linedrni kombinace, jejiz koeficienty splnuji omezeni oy + - -+ + ai = 1
aai,...,q > 0. Vsimnéte si, ze kdyz vynechame druhé omezeni, dostaneme afinni kombinaci
(viz §3.3). Podle toho, které ze dvou omezeni vyzadujeme, dostaneme ¢tyfi druhy kombinaci.
Udélejme si v nich nyni potradek.

Vaézeny soucet ayx; + - - + agX vektoru xy,...,x; € R" se nazyva jejich
linearni kombinace, jestlize «q,...,a, € R.
afinni kombinace, jestlize ay,...,ap €R, a;+---+ap=1.
nezaporna kombinace, jestlize «q,...,a, € R, g, ... a5 > 0.
konvexni kombinace, jestlize ay,...,ap €R, a1+ ---+ar=1, aq,...,a; > 0.

Mnozina, ktera je uzaviend vuci

linearnim kombinacim, se nazyva linearni podprostor.
afinnim kombinacim, se nazyva afinni podprostor.
nezapornym kombinacim, se nazyva konvexni kuzel.
konvexnim kombinacim, se nazyva konvexni mnozina.

K tomu, co jiz znate, ptibyl pojem nezaporné kombinace a konvexniho kuzelu.

Linedrni [afinni, nezdporny, konvexni] obal vektoru x,...,X; je mnozina vsech jejich li-
nedrnich [afinnich, nezdpornych, konvexnich| kombinaci. Obecnéji, linedrni [afinni, nezdporny,
konvexni] obal mnoziny X C R" je prunik vsech linearnich podprostoru [afinnich podprostoru,
konvexnich kuzelu, konvexnich mnozin] obsahujici mnozinu X.

Piiklad 12.1. Mé&jme tii body v R3, které nelezi v jedné roviné s pocdtkem. Jejich linedrni

obal je celé R3. Jejich afinni obal je rovina jimi prochézejici. Jejich nezdporny obal je nekonecny

trojboky hranol, jehoz vrchol je v pocatku a jehoz hrany jsou tii polopiimky urcené pocatkem

a danymi body. Jejich konvexni obal je trojuhelnik jimi urceny. U
Jako cviceni si nakreslete linearni, afinni, nezaporny a konvexni obal ndhodné zvolenych k

vektoru v R™ pro vsech devét pripadu k,n € {1,2,3}.

12.2 Operace zachovavajici konvexitu mnozin

Jaké operace s konvexnimi mnozinami maji za vysledek opét konvexni mnozinu? Zdaleka nej-

v/

Véta 12.1. Prunik (konecné ¢i nekoneéné mnoha) konvexnich mnozin je konvexni mnozina.
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Diikaz. Udélame jen pro dvé mnoziny, zobecnéni na libovolna pocet mnozin je o¢ividné. Necht’
X, Y C R"” jsou konvexni. Necht’ x,y € XNY, tedy kazdy z bodu x,y je souc¢asné v mnoziné X
i v mnoziné Y. Proto pro 0 < a < 1 bude bod ax + (1 — a)y také v mnoziné X i Y, tedy bude
v mnoziné X NY. U

Sjednoceni konvexnich mnozin ale nemusi byt konvexni mnozina.

12.3 Konvexni polyedry

Poloprostor je mnozina {x € R" | a’x > b} pro ngjaké a € R, b € R. Jeho hranice je
nadrovina { x € R" | aT’x = b }. Vektor a € R" je norméla této nadroviny. Obrdzek zndzornuje
tyto pojmy pro n = 2:

Definice 12.2. Konvexni polyedr je priinik konecné mnoha poloprostorii.
Konvexni polyedr je tedy mnozina
X={xeR"|a]x>b,i=1,....m}={x€R"|Ax>b}, (12.3)

kde al',... al jsou fadky matice A € R™™ a by,...,b, € R jsou slozky vektoru b € R™.
Vsimnéte si, Ze definice dovoluje i omezen{ typu rovnosti al'x = b;, protoze to je ekvivalentn{
al'x < b;, al'x > b;. Obréazek ukazuje pitklad pron =2, m = 7:

ag

Vsimnéte si, ze omezeni 6 a 7 jsou redundantni — jejich odebranim by se polyedr nezménil.
Jelikoz poloprostor je oc¢ividné konvexni mnozina, plyne konvexita konvexniho polyedru z
Véty 12.1. Vsimnéte si, ze konvexni polyedr nemusi byt omezeny.

Priklad 12.2. Mnozina X z Piikladu 11.1 je konvexni polyedr. U
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Priklad 12.3. Piiklady konvexnich polyedru v R™:
e prizdnd mnozina ()
e cely prostor R"
e kazdy afinni podprostor (napt. bod, pfimka, rovina, nadrovina)
e polopiimka {x+av|a >0}
e poloprostor
e panel {x € R" | by <alx < by}
e hyperkrychle {x e R" | [|x[[oo <1} ={x€eR"|-1<z;<1,i=1,...,n}
e simplex, to jest konvexni obal n 4 1 afinné nezavislych bodu
e standardni simplex {x e R" | z; >0, > " a; <1}

e pravdépodobnostni simplex {x € R" | z; > 0, Y ", a; = 1} (mnozina vsech rozdéleni
pravdépodobnosti diskrétni ndhodné proménné)

e zobecnény osmistén {x € R” | ||x[[y = > 0 |z <1} O

Piiklad 12.4. Koule v R" je primnikem nekoneéné mnoha poloprostorii a’x < 1 pro vechna
|lalla = 1. Je to konvexni mnozina, ale neni to konvexni polyedr (protoze pocet poloprostoru
neni konecny). O

12.3.1 Stény konvexniho polyedru

Definice 12.3. Sténa konvexniho polyedru X C R" je mnozina

F = argminc’x

xeX
pro néjaké c € R™.

Tak v Priikladu 11.1 je mnozina F' na prvnim i druhém obrézku sténa polyhedru X.
Dimenze stény je dimenze jejiho afinniho obalu (zopakujte si pojem afinniho obalu z §12.1
a dimenze afinntho podprostoru z §3.3). Stény nékterych dimenzi maji jméno:

e sténa dimenze 0 se nazyvéa vrchol,
e sténa dimenze 1 se nazyva hrana,
e sténa dimenze n — 1 se nazyva faseta (angl. facet, zatimco face znamend sténa).

7 Definice 12.3 a Véty 12.1 plyne, ze kazdd sténa konvexniho polyedru je sama o sobé
konvexni polyedr.
Bez dukazu uvedeme ekvivalentni definici stény, kterd predpokladd, ze polyedr je ve tvaru (12.3).

Véta 12.2. F' C X je sténa konvexniho polyedru (12.3) pravé tehdy, kdyz
F={xeX|alx=0b,icl} (12.4)
pro néjakou podmnozinu indexu I C {1,...,m}.

Stény konvexniho polyedru tvoil mnozinu castecné usporadanou mnozinovou inkluzi, tzv.
sténovy svaz. Sténovy svaz popisuje 'kombinatorickou strukturu’ polyedru.
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Priklad 12.5. Necht’ polyedr (12.3) je pyramida v R3, na levém obrazku:

{A,B,CD,E}

TV

{A,B,C,D} {ABE}  {BCE} {CDE} {ADE}
{AB} {BC} {CD} {AD} {AE} {BE} {CE} {DFE}
A {8 ¢ D {&

T [

{

Tento polyedr je prunikem péti poloprostoru (predpokladame, ze zadné omezeni neni redun-
dantn{), tedy m =5 a n = 3. Necht’ omezeni al x > b; pro i = 1,2,3,4,5 je poloprostor, jehoZ
hranici je polorovina uréend po fadé body ABCD, ABE, BCE, CDE, ADE. Pro I = {1} je
mnozina (12.4) faceta ABCD. Pro I = {1,2} je mnozina (12.4) hrana AB. Pro I = {1,2,3} je
mnozina (12.4) vrchol B.

Obrazek vpravo je diagram"' znazornujici sténovy svaz. V d-tém radku diagramu jsou vy-
psany vsechny stény dimenze d (pocitano zdola). Sténa A dimenze d je spojena se sténou B
dimenze d — 1 jestlize B C A. O

1

12.3.2 Jak byste vypsali vSechny vrcholy konvexniho polyedru?

Z Vety 12.2 plyne (po trose premysleni), ze nasledujici dvé tvrzeni jsou ekvivalentni:
e Bod x € R" je vrchol polyedru (12.3).
e Existuje mnozina I C {1,...,m} tak, 7ze soustava alx = b;, i € I, ma praveé jedno fegeni x
a toto feseni navic patif do polyedru (12.3), tj. splituje nerovnice alx > b;, i,...,m.
Toto ndm dovoluje formulovat algoritmus, ktery vypise vsechny vrcholy polyedru (12.3). Na-
jdeme vsechny mnoziny I C {1,...,m} takové, Ze soustava a]x = b;, i € I ma pravé jedno
feSenf a toto feseni navic splituje soustavu alx > b;, 4, ..., m. Kazdé takové fesen{ je vrchol.

12.3.3 Dveé reprezentace konvexniho polyedru

Nasledujici véta je hluboka a uvadime ji bez dukazu. Pro neomezené konvexni polyedry plati

VVVVVV

Véta 12.3. Konvexni obal kone¢né mnoha bodu je omezeny konvexni polyedr. Obracené, ome-
zeny konvexni polyedr je konvexnim obalem svych vrcholu.

Mame tedy dvé reprezentace omezeného polyedru:

e H-reprezentace: prunik koneéné mnoha poloprostoru ("H’ jako half-space)

e V-reprezentace: konvexni obal koneéné mnoha bodu ('V’ jako vertex)
Prechod od jedné reprezentace ke druhé muze byt vypocetné tézky ¢i prakticky nemozny.
Duvodem je to, ze polyedr definovany jako prunik malého poc¢tu poloprostoru muze mit velmi
velky pocet vrcholu (pfesné: je-li m pocet poloprostoru, tak pocet vrcholu nebude omezen
zddnou polynomiélni funkei proménné m). Naopak, polyedr s malym poétem vrcholu muze mit
velky pocet facet. V tom ptipadé by algoritmus, ktery prevadi H-reprezentaci na V-reprezentaci

' Pfesnéji, je to Hasseho diagram ¢astecné usporadané mnoziny, ktery mate znat.
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nebo naopak, musel vydat velmi dlouhy vystup. V algoritmu v §12.3.2 se to projevuje tim, ze
musime projit vSechny podmnoziny mnoziny {1, ..., m}, kterych je 2.

Piiklad 12.6. Uvazujme nésledujici konvexni polyedry v R™ (viz Piiklad 12.3):
e Simplex ma n + 1 vrcholu a n 4 1 facet.

e Hyperkrychle ma 2n facet a 2" vrcholu.

e Zobecnény osmistén ma 2n vrcholu a 2" facet. O

12.4 Cviceni

12.1.

12.2.

12.3.

12.4.

12.5.

Odpovézte, zda nasledujici mnoziny jsou konvexni a odpovéd’ dokazte z definice konvexni
mnoziny:

a) interval [a,b] C R, kde a < b

b) {xeR"|Ax<b, Cx=d}

c) {xeR" | x'Ax <1}, kde A je pozitivné semidefinitni

d) Z (mnozina celych ¢isel)

e) {x € R" | max{zy,,...,,x,} >0}

Které z nasledujicich mnozin jsou konvexni? Nemusite dokazovat z definice, staci uvést
presvédcivy argument. Mnozinu si nakreslete pro ptipad n =1 an = 2.

a) {xeR" |}l =1}
b) {xeR" |}z >1}
c) {xeR"|x>0,>" z=1}
d) {xeR"|x>0,>" z;<1}
e) {xeR"|[x]z=1}
f) {xeR"|[jx[l <1}
g) {(z,y) eR*|2>0,y>0, zy=1}
h) {(z,y) eR* |2? +y* <2} N {(z,y) eR* [ (z —1)* +y° < 2}
Bude Veéta 12.1 platit, pokud v ni souslovi ‘konvexni mnozina’ nahradime souslovim ‘line-

arni podprostor’ (prip. ‘afinni podprostor’, ‘konvexni kuzel”)? Kladnou i zépornou odpovéd’
dokazte.

Které z nasledujicich mnozin jsou konvexni polyedry? Pokud je mnozina konvexni polyedr,
dokazete ji vyjadrit ve tvaru { x | Ax > b} (tj. jako prunik poloprostoru)?

a) {x eER" x>0, > wa; =b, >, x;a} = c}, kde a;, b, ¢ jsou dané skalary
b) {Cx|x >0, 17x =1}, kde matice C je ddna

c) {Cx|[xeR", [x|]; <1}, kde matice C je ddna

d) {xeR"||x—al2 <|x—Db|2}, kde a,b jsou dény

Méjme konvexni polyedr ve tvaru {x € R" | Ax > b }.

a) Napiste kéd v Matlabu, ktery vypise vrcholy polyedru pomoci postupu v §12.3.2.
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b) Vypiste vrcholy polyedru pro

-1 =2 —14
3 -1 0
A= -1 1|’ b= -2
2 1 4
12.6. Méjme vektory ay,...,a,, € R". Pro kazdé i = 1, ..., m definujeme mnozinu

Xi={xeR"|[[x—as <|x—ajlls, j #i}.

Ukazte, ze mnoziny Xi,...,X,, jsou konvexni polyedry. Ukazte, Ze tyto mnoziny tvori
rozklad (zopakujte si, co je to rozklad mnoziny) mnoziny R"™. Sjednoceni hranic téchto
mnozin se nazyva Voronoitv diagram. Nakreslete si ho pro n = 2 a m = 4 pro ruzné
konfigurace bodu ay, ..., ay.

Napovéda a reseni
12.1.a) Konvexni, protoze pro libovolné a € [0, 1] je aa + (1 — a)b € [a, b].
12.1.b) Konvexni.
12.1.¢) Konvexni.
12.1.d) Nekonvexni. Napf. prox =1,y =2, a = % ¢islo ax + (1 — a)y = 1.5 neni celé.
12.1.e) Nekonvexni.
12.2.a) nadrovina, konvexni
12.2.b) poloprostor, konvexni
12.2.c) prunik poloprostoru a nadroviny, konvexni polyedr
12.2.d) prunik poloprostort, konvexni
12.2.¢) sféra, neni konvexni
12.2.f) koule bez hranice, konvexni
12.2.g) graf jedné vétve hyperboly, neni konvexni

12.2.h) prunik dvou kouli, konvexni

41,2} {1,3} {2,4} {3,4}

x| (26) (64 (5.7 (20)

12.5.b) Zde jsou vrcholy a odpovidajici mnoziny I C {1,...,4}:
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Kapitola 13

Simplexova metoda

Zde popiseme algoritmus na teseni uloh linearniho programovani zvany simplexova metoda.
Zapomenme prozatim na 1celovou funkci a zkoumejme mnozinu piipustnych feseni LP ve
tvaru
X={xeR"|Ax=b, x>0}, (13.1)
kde A € R™*™ je sirokd (m < n) matice s hodnosti m, tedy jeji tadky jsou linedrné nezavislé.
Soustava Ax = b ma nekonecné mnoho feseni. Polozime-li vSak n — m slozek vektoru x
rovno nule (tedy ucinime-li n — m z podminek x > 0 aktivnich), soustava mé nejvyse jedno
feseni. Tato uvaha vede k néasledujicim definicim:
e Mnozina J C {1,2,...,n} se nazyva baze ilohy, pokud |J| = m a sloupce matice A
s indexy J jsou linearné nezavislé. Tedy sloupce J tvori regularni matici m x m.
e Vektor x je bazové feSeni piislusné béazi J, pokud Ax =b a z; =0 pro j ¢ J.
e Bézové Teseni x je pripustné, pokud x > 0.
e Bazové teseni x je degenerované, pokud ma méné nez m nenulovych slozek.
e Dvé baze jsou sousedni, pokud maji m — 1 spole¢nych prvku.
Protoze matice A ma hodnost m, existuje aspon jedna baze a kazdé bazi prislusi prave jedno
bazové teseni. Bazové reseni vSak muze prisluset vice nez jedné bazi, coz se stane prave tehdy,
kdyz je toto bazové feseni degenerované.

Piiklad 13.1. Necht’ je soustava Ax = b dédna tabulkou (blokovou matici)

11310 2|1
[A b= 10401 4/4]. (13.2)
~1 0411 4|2

e J =1{2,3,5} neni baze, protoze sloupce 2,3, 5 matice A jsou linearné zavislé.

e J = {1,4,5} je béze, protoze tyto sloupce jsou linedrné nezavislé. Bazové feseni x =

(21,22, ...,x¢) prislusné bazi J se najde feSenim soustavy
-1 1 0 |2y 1
1 0 1| |zg| = |4 (13.3)
-1 1 1| |z5 2

a poloZzenim zy = z3 = x5 = 0. Soustava (13.3) ma praveé jedno feseni, nebot’ jeji ma-
tice je reguldarni. Dostaneme x = (3,0,0,4,1,0). Toto bazové teseni je pripustné. Neni
degenerované, protoze ma m = 3 nenulovych slozek.
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J ={1,2,4} je baze. Bazové teseni je x = (4, —1,0,6,0,0). Je nepiipustné, protoze x5 < 0.

J ={3,4,5} je bdze. Bazové feseni x = (0,0, 1, —2,0,0) je degenerované, protoze ma méné
nez m = 3 nenulovych slozek.

Stejné bazové teseni x = (0,0,1,—2,0,0) dostaneme volbou béze J = {3,4,6}. Vidime,
ze degenerované bazové teseni odpovida vice nez jedné bazi.

Baze {1,4,5} a {2,4,5} jsou sousedni, protoze maji spoletné dva prvky {4,5}. Baze
{1,4,5} a {2,4,6} nejsou sousedni. O

Polyedr (13.1) je specialni tvar polyedru (12.3). Dle Definice 12.3 se vSechna minima line-
arni funkce na konvexnim polyedru (13.1) nabyvaji na néjaké sténé tohoto polyedru. Pokud
tato sténa obsahuje alespon jeden vrchol polyedru (to nebude platit jen pro velmi jednodu-
ché polyedry (13.1), zamyslete se nad tim!), pak se alespon jedno minimum nabyvé i v tomto
vrcholu.

Z Vety 12.2 plyne, ze ptipustnd bazova feseni jsou vrcholy polyedru (13.1). Déle lze ukazat
(dukaz vynechame), ze dvojice sousednich bazi odpovidaji bud’ jedinému (degenerovanému)
vrcholu nebo dvojici vrcholu spojenych hranou.

To ndm dovoluje navrhnout naivni algoritmus na feseni LP: udélame vycet vSech pripustnych
bazovych teSeni a nalezneme to s nejlepsi hodnotou ucelové funkce. Tento algoritmus neni
prakticky, protoze bézovych feSeni je exponencidlné mnoho. Simplexova metoda je vylepseni
tohoto pristupu: prechazi mezi sousednimi bazemi tak, ze bazova feseni jsou stale pripustna
(tedy prechdzi po hranich polyedru) a ucelova funkce se zlepsuje (nebo aspon nezhorsuje).

13.1 Stavebni kameny algoritmu

Zde vysvétlime jednotlivé stavebni kameny simplexové metody, které nakonec v §13.2 spojime
v cely algoritmus.

13.1.1 Prechod k sousedni standardni bazi

Simplexova metoda pracuje pouze se standardnimi bazemi, tj. sloupce J jsou (permutované)
vektory standardni baze. To mé vyhodu v tom, Ze (i) nemusime kontrolovat, zda jsou sloupce J
linedrné nezavislé a (ii) nenulové slozky bazového feseni x jsou rovny piimo slozkdm vektoru b.
Na pocatku algoritmu se predpokladd, ze matice A obsahuje standardni bazi.

7 linearni algebry zname ekvivalentni radkové upravy soustavy Ax = b: libovolny radek ta-
bulky [A b} muzeme vynasobit nenulovym ¢islem a muzeme k nému pricist linedrni kombinaci
ostatnich radku. Tyto dpravy neméni mnozinu reSeni soustavy.

Ukazeme, jak prejit od aktudlni standardni baze J k sousedni standardni bazi, tedy néjaky
sloupec j' € J bézi opusti a néjaky sloupec j ¢ J do baze vstoupi. Necht’ i je radek, ve kterém
je a;jy = 1. Prvek (i, j) matice se nazyva pivot (angl. znamend cep). Necht’ a;; # 0. Chceme
nastavit pivot a;; na jednicku, vynulovat prvky nad i pod pivotem, a nezménit piitom sloupce
J\ {j'}. Toho se dosdhne témito ekvivalentnimi fadkovymi tpravami:

1. Vydeél radek 7 ¢islem a;;.
2. Pro kazdé i’ # i odecti ay;-ndsobek tadku ¢ od tadku 7.

Rikdme, Ze jsme provedli ekvivalentni dpravu kolem pivotu s indexy (4, 7).
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Priiklad 13.2. Mgjme soustavu

0 6 1 0 4[4
[A b]=|1 300 2(3 (13.4)
0 101 2|1

L=

se (standardni) bazi J = {1,4,5}. Vidime ihned odpovidajici bazové feseni, x = (3,0,0,4,1,0).

Chceme nahradit bazovy sloupec j° = 1 nebdzovym sloupcem j = 2, tedy prejit k sousedni
bazi {2,4,5}. Mdame i = 2, tedy pivot je prvek asy (v tabulce ordmovan). Ekvivalentnimi
radkovymi tpravami musime docilit, aby pivot byl roven jedné a prvky nad nim a pod nim
byly nulové. Pii tom smime zménit sloupec 1, ale sloupce 4 a 5 se zménit nesméji. Toho se
docili vydélenim radku 2 ¢islem ags (coz zde nemd zadny efekt, protoze ndhodou agy = 1) a pak
prictenim vhodnych nasobku tadku 2 k ostatnim radkum. Vysledek:

-2 001 0 0]-2
[A bj=|] 113002 3
1 0401 4 4
Nyni sloupce {2,4,5} tvori standardni bazi. O

13.1.2 Kdy je sousedni bazové reSeni pripustné?

Uvedenym zpusobem muzeme od aktudlni baze prejit k libovolné sousedni bazi. Pritom nové
bazové teseni muze nebo nemusi byt piipustné. Je-li aktudlni bazové feseni pripustné, jak
pozname, zda i nové bazové feseni bude pripustné?

Protoze nenulové slozky bazového tfeseni x jsou rovny slozkdm vektoru b, bazové teseni je
pripustné pravé tehdy, kdyz b > 0. Necht’ v aktualni tabulce je b > 0. Proved’'me ekvivalentni
upravu kolem pivotu (i, ). Hleddme podminky na (i, j), za kterych bude i po dpravé b > 0.

Po ekvivalentni upravé kolem pivotu (i, j) se vektor b zmeéni takto (viz §13.1.1):

e b; se zmeéni na b;/a;;,
e pro kazdé ¢’ # i se by zmeéni na by — ay;b;/a;;.

Tato ¢isla museji byt nezaporna. To nastane pravé tehdy, kdyz plati nésledujici podminky:

Qjj > 0, (135&)

b; by
pro kazdé i’ # i plati a;; < 0 nebo — < , (13.5b)
Qg5 Qg

kde 'nebo’ je uzito v nevylu¢ovacim smyslu. Podminka (13.5a) je zfejma. Podminka (13.5b) je
ekvivalentni podmince by — a;;b;/a;; > 0, nebot’ a;; > 0, b; > 0, by > 0 (rozmyslete!).
Piiklad 13.3. Uvazujme opét tabulku (13.4).
e Ekvivalentni iprava okolo pivotu (7, 7) = (3, 2) nepovede k piripustnému bazovému tesent,
nebot’ a;; = —1 < 0, coz porusuje podminku (13.5a).
e Ekvivalentni iprava okolo pivotu (7, 7) = (2, 2) nepovede k piripustnému bazovému tesent,
nebot’ pro ¢ =1 je ay; >0 a % > %, tedy podminka (13.5b) je porusena.

e Ekvivalentni viprava okolo pivotu (7,j) = (3,6) povede k piipustnému bazovému feseni.
1.3

Podminky (13.5) jsou splnény, nebot’ a;; =2 > 0 a % < %, 3 < 3. O
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13.1.3 Co kdyz je cely sloupec nekladny?

Jestlize jsou v8echny prvky v néjakém nebézovém sloupci j nekladné, vime z podminky (13.5a),
ze tento sloupec se nemuze stat bazovym. Plati ale navic, ze soufadnice x; bodu x se muze
libovolné zvétsovat a bod x presto zustane v polyedru X. Tedy existuje poloptimka s pocatkem
v x lezici celd v polyedru X. Tedy polyedr X je neomezeny.

Priklad 13.4. Necht’ [A b} je tabulka

0 -2 6 1 0 4|4
1 1300 2|3
0 -1 101 21
x=3 00410]

s bazi {1,4,5}. Pod tabulkou je napsano bazové reseni x. Kdyz se x5 bude libovolné zvétso-
vat, zménu lze kompenzovat soucasnym zvétSovanim bazovych proménnych x, x4, 5 tak, ze
vektor Ax zustane nezménén a tedy roven b. Konkrétné, vektor pro kazdé o > 0 bude vektor
x = (3,0,0,4,1,0) + «(1,1,0,2,1,0) spliovat Ax =b ax > 0. O
13.1.4 Ekvivalentni upravy tucelového radku

Dosud jsme provadéli ekvivalentni radkové tipravy pouze na soustavé Ax = b a ucelové funkce
si nevsimali. Tyto upravy lze rozsitit na celou ilohu LP vcetné ucelové funkce. Nebudeme
tcelovou funkei uvazovat ve tvaru ¢’x, ale v mirné obecnéjsim tvaru ¢’x — d. Tedy fesime LP

min{c’x —d| Ax=b, x>0}. (13.6)
Ulohu budeme reprezentovat simplexovou tabulkou
{‘i ]‘ﬂ | (13.7)
Prictéme k ucelovému tadku [CT d] libovolnou line4drni kombinaci y” [A b} ostatnich
radku [A b}, kde y jsou koeficienty linedrni kombinace. Ukazeme, Ze tato uprava zachova
hodnotu uéelové funkce ¢’'x — d pro kazdé x spliiujici Ax = b. Novy ucelovy fddek bude
[CT d] +yT [A b} = [CT +yTA d+yTb} .
Nova ucelova funkce bude tedy
(c"+y"A)x — (d+y'b) =c'x —d+y'(Ax — b).

Ale to je rovno ¢’x — d pro kazdé x spliujici Ax = b.

13.1.5 Co udéla prechod k sousedni bazi s ticelovou funkci?

Necht’ J je standardni baze. Prictéme k tucelovému rfadku takovou linearni kombinaci ostatnich
fadku, aby pro vSechna j € J bylo ¢; = 0 (novému vektoru c se pak iikd redukované ceny).
Protoze bazové feSeni x je v nebazovych sloupcich nulové, znamens to ¢!x = 0. Tedy hodnota
ticelové funkce c’x — d v bazovém feSeni x je rovna jednoduse —d.
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Navic je snadno vidét, co udéla prechod k nové bazi s ucelovou funkei. Necht’ j' je sloupec
opoustéjici bazi a j je sloupec vstupujici do baze. Prii pfechodu k nové bazi se ¢islo z; stane
nulovym a ¢islo z; se zvéts{ z nuly na kladné (nebo se nezméni). Protoze c;; = 0, ¢islo ¢’'x —d
pii ¢; > 0 stoupne (nebo se nezmeéni) a pii ¢; < 0 klesne (nebo se nezmeni).

Priklad 13.5. Mé¢jme tlohu se simplexovou tabulkou

1 -2 =3 -1 2 1|4
c"dl _ |0 2 6 10 4[4
{Ab}_1130023’

0 -1 1 01 2|1

kde J = {1,4,5}. Slozky vektoru ¢ v bazovych sloupcich vynulujeme tak, ze k tic¢elovému fadku
pricteme prvni fadek, odec¢teme druhy tadek, a odecteme dvojnasobek tretiho radku:

0 1 -2 00 —-1/3
0 2 610 4|4
11 300 2|3
0o -1 101 2|1
x=3 0 041 0
T

Pod tabulku jsme napsali bazové teseni x. Nyni je ¢’ x = 0, a tedy hodnota ucelové funkce v
bézovém feseni je c’'x —d = —d = —3.

Dejme tomu, ze chceme pridat do baze nebazovy sloupec 2 a vyloucit z ni néktery z bazovych
sloupcu {1,4,5}. Po tomto prechodu se x5 stane kladné nebo zustane nulové a jedna ze slozek
x1, T4, T5 se vynuluje. Protoze ¢ = ¢4 = ¢5 = 0, zména x1, x4, x5 se na ucelové funkci neprojevi
a ta se zmeéni o coxo. Kritérium tedy stoupne nebo zustane stejné, protoze co =1 > 0. O

Pokud v nékterém sloupci j je ¢; < 0 a a;; < 0 pro vSechna 4, pak muzeme proménnou z;

libovolné zvétsovat (viz §13.1.3) a tcelovou funkci libovolné zmensovat. Uloha je tedy neome-
Zena.

13.2 Zakladni algoritmus

Spojenim popsanych stavebnich kamenu dostaneme iteraci simplexového algoritmu na teseni
ulohy (13.6). Iterace prejde k sousedni standardni bazi takové, ze bazové feseni zustane pii-
pustné a tucelova funkce se zmensi nebo alespon nezméni. Vstupem i vystupem iterace je sim-
plexova tabulka (13.7) s témito vlastnostmi:

e podmnozina sloupcu A tvori standardni bazi J,
e bazové teseni odpovidajici této bazi je pripustné, b > 0,
e slozky vektoru c v bazovych sloupcich jsou nulové, ¢; = 0 pro j € J.
I[terace se provede v téchto krocich:
1. Vyber index j pivotu tak, aby ¢; < 0 (§13.1.5).
2. Vyber index i pivotu podle podminek (13.5). Z téchto podminek plyne (promyslete!)

by
i € argmin —, (13.8)

i |ay ;>0 di'j

. T o PRI
kde argming |, , o oznacuje, ze se minimalizuje pfes vSechna ¢ splnujici a;; > 0.
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3. Udeélej ekvivalentni ipravu okolo pivotu (z,7) (§13.1.1).

4. Udélej ekvivalentni ipravu tucelového fadku, kterd vynuluje ¢; v novém bazovém sloupci j
(8§13.1.5).

Algoritmus, ktery opakuje uvedenou iteraci, nazveme zakladni simplexovy algoritmus.
Algoritmus konéi, kdyz uz nelze iteraci provést. To nastane z jednoho z téchto duvodu:

e Vsechny koeficienty c; jsou nezaporné. Ucelovou funkei nelze zlepsit a jsme v optimu.

e V nékterém sloupci j je ¢; < 0 a a;; < 0 pro vSechna 1. Uloha je neomezena.

Vybér indexu (i, j) pivotu v krocich 1 a 2 nemusi byt jednoznacny, tedy muze byt vice
sloupct j s vhodnym znaménkem ¢; a vice fadkt ¢ muze spliovat podminky (13.5) (tedy muze
byt vice argumentu minima v podmince (13.8)). Algoritmus, ktery vybird jediny pivot z téchto
moznosti, se nazyva pivotové pravidlo.

Ztidka se algoritmus muze dostat do stavu, kdy cyklicky prochézi stale stejnou mnozinu bazi,
které odpovidaji jedinému degenerovanému bazovému feseni a tedy ucelova funkce se neméni.
Tomuto problému cykleni se da zabrénit pouzitim vhodného pivotového pravidla (nejznaméjsi
je Blandovo anticyklici pravidlo), které ale popisovat nebudeme.

Priklad 13.6. Vyfeste linearni program (13.6) simplexovou metodou, kdyz vychozi simplexova
tabulka (13.7) je

0 -2 100 =3]|0
0 2610 4|4
1 1300 2(3°
0 -1 101 [2]1

Béaze je J = {1,4,5} a bazové teseni x = (3,0,0,4,1,0).
Ucelovy tadek budeme nazyvat nulty, ostatni pak prvy, druhy atd. Prvni iterace simplexo-
vého algoritmu se provede v téchto krocich:

1. Vybereme sloupec j, ktery vstoupi do baze. To muze byt libovolny sloupec, ktery ma v
nultém radku zaporné ¢islo. Je rozumné vzit nejmensi takové cislo, zde —3, tedy 5 = 6.

2. Vybereme tadek i pivotu dle (13.8) nalezenim argumentu minima z ¢isel %, %, % Bude tedy
1 = 3. Vysledny pivot je oznacen rameckem. Vsimnéte si, ze tadek ¢ = 3 mé v aktudlni

bézi jednicku ve sloupci 5, sloupec 5 tedy béazi opusti.

3,4. Udélame ekvivalentni tpravu okolo pivotu (i,j) a zdroven vynulujeme ¢islo ¢;. Neboli
chceme, aby se z pivotu a;; stala jednicka a nad i pod pivotem byly nuly, a to véetné nul-
tého radku. Tedy nejprve tieti fadek vydélime dvéma a potom k nultému radku pricteme
trojnasobek tretiho radku, od prvniho fddku odecteme ¢tyinasobek tretiho radku, a od
druhého radku odec¢teme dvojnasobek tietiho radku. VSimnéte si: k zadnému radku nikdy
nepricitame nasobky jiného radku nez pivotového. Vysledek:

0 =35 25 0 15 0|15
0 41 -2 0] 2
1 2 20 -1 0] 2
0 —05 05 0 05 1[05

Na konci prvni iterace mame bazi J = {1,4,6}, bazové feseni x = (2,0,0,2,0,0.5), a hodnotu
ucelové funkce —d = —1.5.
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Druhd iterace: pivot je ve sloupci j = 2. Jeho fddek najdeme dle (13.8) porovnanim ¢isel
%, %, tedy ¢ = 1. Vysledek druhé iterace:

0 0 6 0875 —0.25 0]3.25
01 1 025 —05 0| 05
100 —05 00| 1
00 1 0125 1{0.75
Vysledek treti iterace:
007 10 1[4
013 050 2][2
100 —0500[1
004 051 4|3

Protoze vSechna ¢isla v ucelovém tadku jsou nezapornd, algoritmus koné¢i. Uloha mé optimalni
feseni s hodnotou —4 v bodé (xy, x9, x3, x4, T5, x6) = (1,2,0,0,3,0). O

Piiklad 13.7. Necht’ simplexova tabulka (13.7) je

-2 6 10 0]0
—1 -1 -1 1 0]2
2] -1 —2 0 1|1

Tabulka po prvni iteraci je
0 5 -1 0 1] 1
0 —1.5 =2 1 0525
1 =05 =1 0 0.5]0.5

Podle nultého tadku by dalsi pivot mél byt ve tretim sloupci. Ale ¢isla a;3 jsou vSechna zaporna
(viz §13.1.3). Tedy tloha je neomezena. V nové tabulce je vidét, ze muzeme zvétSovat s

libovolné a kompenzovat to vhodnym néarustem z; a 4. Jelikoz ¢; = ¢4 = 0, zmény z; a
x4 se na ucelové funkci neprojevi a jediny vliv na ni bude mit x3, které ho bude libovolné
zmensovat. ]

13.3 Inicializace algoritmu
Na zacatku zakladniho simplexového algoritmu musi byt tloha zadana ve tvaru
min{c’x | Ax=b, x >0}, (13.9)

kde matice A obsahuje standardni bazi a b > 0. Ukazeme, jak lze obecnou tlohu LP prevést
na tento tvar.
Nékdy je pfevod snadny. Pokud mé tloha tvar min{ ¢’x | x € R", Ax < b, x > 0} a plati
b > 0, piiddnim slacki tlohu pievedeme na min{c’u | Ax +u=b, x >0, u > 0}. Tato
uloha simplexovou tabulkou
c" 00
[A I b} ’

ve které sloupce prislusné proménnym u tvoii standardni bazi.
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Priklad 13.8. Vyfeste simplexovym algoritmem:
min —3xr; — x93 — 313

za podminek  2x1 + @9 + w3 <2
T1 + 2x9 + 323 < 5

201 + 219 + w3 <6

T1, 29,3 > 0

Pridame slackové proménné uq, us, ug > 0, abychom omezeni uvedli do tvaru rovnosti:
min —3x; — X9 — 373

za podminek 2z + x9 + x3 + wy =
1 + 279 + 323 + Uy =5
201 + 229 + @3 + uz =
T1, Lo, XT3, U, U, Uz > 0

Zde je vychozi simplexova tabulka:

N — DN W
DN DN | =
— W W
O O O
O = OO
_— o OO
S O O

13.3.1 Dvoufazova simplexova metoda

Pokud je tloha zaddna v obecném tvaru, operacemi z §11.1 ji lze vzdy prevést do tvaru (13.9).
Vynasobenim vhodnych tadku zapornym ¢islem vzdy zajistime b > 0, matice A ale nemusi
je pripustnd. V tomto piipadé nejdiive vyfesime pomocnou tlohu LP, ktera najde néjaké (ne
nutné optimalni) pripustné reseni. Z néj pak ziskdme standardni bazi. Pomocn4 iloha je

min{17u|Ax+u=b, x>0, u>0} (13.10)

0 17 0

A I b’
Pro libovolné u > 0 je 17u > 0, pficemz 17u = 0 prave tehdy, kdyz u = 0. Tedy tloha (13.9) je
pripustnd pravé tehdy, je-li optimalni hodnota tlohy (13.10) rovna 0. Na pocatku tvoii sloupce

prislusné proménnym u standardni bazi, lze tedy na ni pustit zdkladni simplexovy algoritmus.
Ten muze skonéit dvéma zpusoby:

a ma simplexovou tabulku

e Pokud je optimum vétsi nez 0, pak tloha (13.9) je neptipustna.

e Pokud je optimum rovno 0, pak tloha (13.9) je pripustnd. Pokud neni optimalni te-
Seni (x,u) tlohy (13.10) degenerované, po skonéeni simplexového algoritmu jsou vSechny
bazové proménné kladné. Protoze u = 0, proménné u budou tedy nebazové. Proto mezi
sloupci prislusnymi proménnym x bude existovat standardni béze.

Pokud je optimalni feseni (x,u) tlohy (13.10) degenerované, nékteré proménné u mohou
byt na konci algoritmu bazové. Pak je nutno udélat dodatecné tpravy kolem pivotu ve
sloupcich piislusnych bazovym proménnym u, abychom tyto sloupce dostali z baze ven.
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Nalezeni néjakého piipustného feseni v pomocné tloze (13.10) se nazyva prvni faze a feseni
puvodni tlohy pak druha faze algoritmu, mluvime tedy o dvoufazové simplexové metodé.

Piiklad 13.9. Reste
min —201’1 - 30372 — 401’3

za podminek 31+ 2x9 + x3 =10
T + 233‘2 + 2.1’3 =15
x1,%2,23 = 0

Mame sice b > 0, ale neni jasné, zda existuje pripustné x, tim méné neni vidét standardni
béaze. Provedeme prvni fazi algoritmu. Pomocnd uloha bude

min Uy + U

za podminek 3z 4+ 229 + x3 + Uy =10

$1+2[E2+2[L‘3 +U2:15

X1,To,T3,Ur, U2 Z 0

s tabulkou

000110
321 1 0]10
1 2 2 0 115

Sloupce nad ptridanymi proménnymi tvoii standardni bazi, muzeme tedy na pomocnou ulohu
pustit zédkladni simplexovy algoritmus. Po vynulovani ceny nad bazovymi proménnymi budou
kroky algoritmu vypadat takto:

-4 -4 -3 0 0] —25

3 02 1 1 0] 10
1 2 2 0 1| 15

2 0 -1 2 0] =5
15 .
-2 0 —1 1| 5

—_
)
ot
e
ot
ot

0o 0 0 1 1 0
251 0 1 =05 25
-2 0 1 -1 1 )

Optimum je rovno 0, tedy puvodni tloha je ptipustna. Proménné uq, us jsou nebazové a tedy
rovny nule, bdzové proménné jsou o, z3. Ted’ tedy muzeme zacit druhou fazi (feseni puvodni
tlohy) s pocatecni tabulkou
—20 =30 —40| 0
2.5 1 01]25
-2 0 1] 5 O
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13.4 Cviceni

13.1.

13.2.

13.3.

13.4.

13.5.

13.6.

Najdéte vsechny baze a bazova teseni polyedru {x € R" | Ax =b, x> 0} pro
101 01

A=, 3V

Ktera z nich jsou piipustna? Kterd z nich jsou degenerovana?

V tabulce zakrouzkujte vSechny pivoty takové, ze ekvivalentni uprava kolem nich povede
k pripustnému bazovému reSeni:

0 2 610 —4 3 014
1 1 -3 00 2 303
[A b} 10 -1 101 -2 =3 0|1
0 —2 00 2 -1 1|1
Zapiste linedrni program
min —xy — x4 — 3x5
za podminek 21, + x4+ x5+ x5 =2
—T1 + T + 2x4 + 375 =4
2.1’1 + x3 + 233‘4 — 5 =6

X1,T2,X3, T4, X5, Te Z 0

do simplexové tabulky. Predpokladejte, ze aktualni béze je {2, 3, 6}. Jaké je aktudlni bazové
feseni? Je toto bazové feseni pripustné. Je degenerované? Pokud je to mozné, udélejte jeden
krok simplexového algoritmu. Pokud to mozné neni, vysvétlete proc.

Vyfteste simplexovou metodou:

max 2r1 — 9 — 313

za podminek —2x; — x9 + x3 <2
—x1 + 229 — 323 < D

—2x17 — 49 + 23 <6

T1,29, 23 > 0

Vyfeste simplexovou metodou (navzdory tomu, Ze lze fesit tivahou):

max 6371 + 9372 + 5373 + 9374

za podminek x1 + o+ 23+ x4 =1
X1, T2, T3, T4 Z 0

Necht’ tloha (13.6) méa vice nez jedno optimélni feseni. Jak se to poznd v simplexové

tabulce? Navrhnéte algoritmus, jehoz vystupem bude vycet vSech optimalnich bazovych
reSeni.
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13.7. Méjme linedrni program

min 2z, —3r3 + a4
za podminek  x1 — xo — 13 >0
—x1 + 219 — 323 <5
200 — T9 — T3+ 214 =6

L1, T2,T3, Ty Z 0

Inicializujte co nejjednodussim zpusobem zakladni simplexovy algoritmus. Vyteste timto
algoritmem. Nepouzivejte dvoufazovou metodu.

13.8. Upravte do vhodného tvaru a vyteste dvoufdzovou simplexovou metodou:

max 3r1 — 4x9

za podminek —2x; — bxy < 10
31’1 + X9 < 3

—2x1 + X2 < -2

T Z 0

T S —1

Napovéda a reseni

J {1,2}  {1,3} {1,4} {2,3} {3,4}

13.1. b'4 (1,—-1) (0,1) (1,2) (0,1) (1,0)
prip. ne ano ano ano ano

degen. ne ano ne ano ano

13.4. Uloha je neomezend kvuli prvnimu sloupci.

13.7. Napf. oto¢ime znaménko prvniho omezeni, tfeti omezeni vydélime dvéma, pridame slackové pro-
meénné pro prvni a druhé omezeni. Pak vynulujeme ceny nad bazovymi sloupci. Iterace algoritmu:

1 05 -25 00 0]-3 ~15 3 0 0 25 0] -3 030340]|G6
~1 1 [1Jo1o] o -1 110 10 0 0112206
-1 2 300 1| 5 -4 500 31| 5 05087 1[29

1 -05 —05 1 0 0] 3 05 0 0105 0] 3 1002106

Vysledek: (1, z2, 23, 24) = (6,0,6,0), hodnota optima —6.
13.8. Optimum je (z1,z2) = (25, —36)/13.
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Kapitola 14

Konvexni funkce

Definice 14.1. Funkce f: R" — R je konvexni na konvexni mnoziné¢ X C R", jestlize
xeX,yeX 0<a<l = flax+(1—-a)y)<af(x)+(1—-a)f(y) (14.1)
Funkce f je konkavni na mnoziné X, jestlize je funkce — f konvexni na mnoziné X.

Rozlisujte pojem konvexni mnozina a konvexni funkce, jde o ruzné véci. Déle si vSimnéte, ze X
musi byt konvexni mnozina — pojem konvexni funkce na nekonvexni mnoziné neni definovan.
Pokud X je cely defini¢ni obor funkce f, odkaz na X muzeme vynechat a fikdme pouze, Ze
funkce f je konvexni.

Podminku (14.1) lze zobecnit pro vice nez dva body: funkce f je konvexni praveé tehdy, kdyz

X1,..., X €X, aj,..., 0, >0, a1 +---Fa=1 —
f(Ole + -t Oéka) < Oélf(Xl) + -+ Oékf<Xk). (142)

Podminka (14.2) (zndma jako Jensenova nerovnost) zjevné implikuje (14.1) a indukei lze
dokazat, ze to plati i naopak. Porovnejte s definici linearniho zobrazeni (3.3)!

Geometricky vyznam podminky (14.1) je ten, ze tisecka spojujici body (x, f(x)) a (y, f(y))
lezi nad grafem funkce (viz levy obrézek). Geometricky vyznam podminky (14.2) je ten, ze kon-
vexni polyedr vybarveny sedé (viz pravy obrazek) lezi nad grafem funkce. Podrobné rozmyslete,
jak tyto geometrické interpretace odpovidaji vyrazum (14.1) a (14.2)!

x ax+(1—-a)y y );1 )Q 3{3

Piiklad 14.1. Dokazme z Definice 14.1, Ze funkce f: R" — R definovand jako f(x) = max]", z;
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je konvexni. Mame dokazat, ze pro kazdé x, y a 0 < a < 1 plati

flax+ (1 —a)y) = miax(oz:pi + (1 — a)y:) (14.3a)
< max oz + mzax(l — Q)y; (14.3b)
= amaxz; + (1—a) max y; (14.3c¢)
= af(x)+ (1 -a)f(y) (14.3d)
kde rovnost (14.3¢) plyne z nezapornosti ¢isel o a 1 — av.
Nerovnost (14.3b) plyne z toho, ze pro kazdé ay, ..., an, b1, ..., b, € R plati
miax(ai +b) < max a; + max b;. (14.4)

Nerovnost (14.4) dokdzeme napiiklad takto. Necht’ i*, j*, k* jsou indexy, ve kterych se nabyvaji
maxima, tedy a; + b = max;(a; +b;), a;« = max; a;, by = max; b;. Proto a; < aj« a by < by,
Tedy max;(a; + b;) = a; + bi» < a;« + by = max; a; + max; b;. d

Piiklad 14.2. Dokazme z Definice 14.1, ze funkce f: R™ — R definovana jako f(x) = min]", z;
nenf konvexni. Napf. volba n =2, x = (0,2), y = (2,0), @ = 1 nespliuje (14.1), nebot’

flx+y)/2)=f(1,1) =1> (f(x) + f(y))/2 = (0+0)/2=0. O

Pouzitim Jensenovy nerovnosti na vhodnou konvexni funkci lze ziskat mnoho uzite¢nych
nerovnosti.

Priklad 14.3. Funkce log je konkdavni na R, ,. NapiSme pro tuto funkci Jensenovu nerov-

nost (14.2) (jelikoz funkce je konkdvni a ne konvexni, musime v Jensenové nerovnosti obratit
1

znaménko nerovnosti), ve které polozime oy = --- = a,, = -

r+ -t x, < logxy + -+ log z,

log

n n

kde xy,...,x, jsou kladné. Vezmeme-li exponencidlu kazdé strany, dostaneme

x1+...+l‘n
n

> ($1 .. -xn)l/".

Tato znama nerovnost fika, ze aritmeticky prumeér neni mensi nez geometricky. U

Priiklad 14.4. Uved'me casto potkavané jednoduché konvexni ¢ konkavni funkce:
1. Exponencidla f(z) = e* je konvexni na R, pro libovolné a € R.
2. Mocnina f(z) = z* je na R, konvexni pro a > 1 nebo a < 0 a konkdvni pro 0 < a < 1.

3. Mocnina absolutni hodnoty f(z) = |z|* je pro a > 1 konvexni na R (specidlné: absolutni
hodnota |z| je konvexni).

e~

Logaritmus f(x) = logx je konkdvni na R, ..

5. Zéaporna entropie f(x) = xlogx je konvexni na R, (nebo i na Ry, pokud dodefinujeme
0log0 = 0, coz se ¢asto déla, protoze lim, .oy zlogx = 0).

6. Afinni funkce f(x) = a’x + b je zéroven konvexni i konkdvni.
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7. Kvadratickd forma f(x) = xT Ax je konvexni pro A pozitivné semidefinitn{, konkdvni pro
A negativné semidefinitni, a nekonvexni a nekonkavni pro A indefinitni (viz Piiklad 14.5).

8. Maximum slozek f(x) = max]_ , z; = max{zi,...,x,} je konvexni na R".

9. Log-sum-exp funkce f(x) = log(e™ + ---+e") je konvexni. Tato funkce se nékdy nazyva
meékké maximum, nebot’ funkce

fx) = f(tx)/t =log(e" + - - + ") /¢

se pro t — 400 blizi funkci max? | x; (dokazte vypoctem limity!).

1/n

10. Geometricky prumér f(x) = (x1---x,)"" je konkdvni na R’ .

11. Kazda norma (viz Definice 11.1) je konvexni funkce, nebot’ pro kazdé 0 < o < 1 mame
Jax+ (1 —a)y| < [lex|[ + [[(1 = a)y[| = aflx|| + (1 — o)y,

kde nerovnost plyne z trojuhelnikové nerovnosti a rovnost z homogenity.

Nakreslete ¢i predstavte si vrstevnice a grafy téchto funkei (v piipadé vice proménnych pro
n=1an=2)! O

14.1 Konvexita diferencovatelnych funkci

Konvexni funkce nemusi byt v kazdém bodé diferencovatelna (uvazte napf. funkci f(z) = |z]).
Pokud je ale funkce jednou ¢i dvakrat diferencovatelnd, jeji konvexitu lze snadnéji nez pomoci
podminky (14.1) (které se nékdy tika podminka nultého rddu) charakterizovat pomoci derivaci.
Nasledujici dvé vety uvedeme bez dukazu.

Véta 14.1 (Podminka prvniho ¥adu). Necht’ funkce f: R™ — R je diferencovatelna na
konvexni mnoziné X C R". Funkce f je konvexni na mnoziné X praveé tehdy, kdyz

xeX,yeX = fly)>fx)+f(xy—x).

To znamend, ze Tayloruv polynom prvniho fadu funkce f v kazdém bodé x € X (viz (8.13b))
je vsude (tj. pro kazdé y) mensi nebo roven funkei f:

f(x)

f(y)
fx) + f(x)(y —x)

y  x

Véta 14.2 (Podminka druhého fadu). Necht’” X C R" je konvexni mnozina, kterd md
pouze vnitini body. Necht’ funkce f: R" — R je dvakrat diferencovatelna na X. Funkce f
je konvexni na mnoziné X pravé tehdy, kdyz v kazdém bodé x € X je Hessova matice f"(x)
pozitivné semidefinitni.
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Priklad 14.5. Necht’ f(x) = xTAx, kde A je symetrickd pozitivné semidefinitni. Ukazme
konvexitu této funkce tfemi zpusoby:

e Dokazme konvexitu z Veéty 14.2. To je trividlni, protoze Hessidn je f”(x) = 2A a tedy je
pozitivné semidefinitni.

e Dokazme konvexitu z Véty 14.1. Protoze f'(x) = 2xT A, mame dokdzat, zZe
y'Ay > xTAx + 2xTA(y — x).
To jde upravit na x’ Ax — 2x7Ay + yTAy > 0. Plat{!
xTAx — 2xTAy +yTAy = (x —y) T A(x —y), (14.5)

coz je nezaporné pro kazdé x,y, protoze A je pozitivné semidefinitni.

e Dokazme konvexitu z Definice 14.1. Musime dokazat, ze pro kazdé x,y e R" a0 < a <1
plati (14.1), tedy

[ax + (1 — a)y]"Alax + (1 — a)y] < axTAx + (1 — o)y Ay
Po roznasobeni a prevedeni vSech ¢lent na jednu stranu upravujeme:
(a —a®)xTAx — 2a(1 — a)xTAy + (1 —a) — (1 —a)?)yTAy > 0
a(l —a)(x"Ax — 2xTAy + y"Ay) > 0.

Vyraz a(l — «) je pro kazdé 0 < a < 1 nezaporny. Nezapornost vyrazu (14.5) jsme jiz
ukazali. U

14.2 Vztah konvexni funkce a konvexni mnoziny

Zopakujte si pojmy vrstevnice a graf funkce z §1.1.3! Zavedeme dva podobné pojmy, které se
lisi pouze nahrazenim rovnosti nerovnosti. Pro funkci f: R” — R definujeme:

e Subkontura? vysky y je mnozina {x € R" | f(x) <y }.
e Epigraf funkce je mnozina { (x,y) € R"" | x € R", f(x) <y}

Levy obrazek znazornuje subkonturu vysky y a epigraf funkce R — R, pravy obrazek subkonturu
vysky 2 funkce R? — R:

dom f 3

0

1 Vsimnéte si, ze pron =1 a A = 1 se rovnost (14.5) zjednodusf na zndmé 2% — 22y + y2 = (z — y)*.

2 Slovo ’subkontura’ je pokus o ¢esky pieklad anglického ’sublevel set’.
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Existuji tésné vztahy mezi konvexitou funkce a konvexitou jejiho epigrafu a subkontur (coz
jsou mnoziny), dané nasledujicimi vétami.

Veéta 14.3. Je-li f konvexni funkce, pak je kazda subkontura této funkce konvexni mnozina.

Dukaz. Predpokladejme, ze body x; a x5 patii do subkontury, tedy f(x;) <y a f(x2) <y. Pro
kazdé 0 < a < 1 plati

flaxy + (1 —a)xz) < af(x) + (1 —a)f(x2) Cay+ (1 —a)y =y,

kde prvni nerovnost plyne z konvexity funkce a druhd z nerovnosti f(x;) <y, f(x2) < y. Tedy
bod ax; + (1 — a)xy patif do subkontury, kterd je proto konvexni mnozina. O

Obracena implikace ve Vété 14.3 neplati: snadno najdeme funkci, ktera neni konvexni a jejiz
kazd4 subkontura je konvexni mnozina®. Piiklad je na obréazku:

f

0

Véta 14.4. Funkce f je konvexni prave tehdy, kdyz jeji epigraf je konvexni mnozina.

Diikaz. Predpoklddejme, ze funkce f je konvexni. Vezméme dva body (x1,41) a (X2, y2) 7 epi-
grafu, tedy f(x1) <y a f(x2) < yo. Pro kazdé 0 < a < 1 plati

flaxy + (1 —a)xz) < af(xi) + (1 —a)f(x2) < ayr + (1 — a)ys,

kde prvni nerovnost plyne z konvexity funkce a druhd nerovnost z f(x1) < 1 a f(x3) < 9.
Tedy bod a(x1,y1) + (1 — a)(x2,y2) patii do epigrafu, ktery je proto konvexni mnozina.

Predpoklddejme, ze epigraf je konvexni mnozina. Tedy pokud body (x1,y1) a (X2, y2) patii
do epigrafu, pak také bod a(xy,y1) + (1 — «)(xX2, y2) patii do epigrafu pro kazdé 0 < o < 1.
Volbou y; = f(x1) a y2 = f(X2) méme

flax) + (1 —a)x2) < ayr + (1 — a)ye = af(x1) + (1 — a) f(x2),

proto je funkce f konvexni. O

14.3 Operace zachovavajici konvexitu funkci

Operace zachovavajici konvexitu funkci umoznuji z jednoduchych konvexnich funkei ziskat slo-

vvvvvvvvvvvv

nez z Definice 14.1 nebo Vét 14.1 a 14.2.

3 Funkce, jejiz kazda subkontura je konvexni mnozina, se nazyvé kvazikonvezni. Kvazikonvexni funkce nejsou
zdaleka tak hezké jako konvexni funkce.
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Jsou-li g1,...,g9,: R® — R konvexni funkce a aq,...,a; > 0, je snadné dokazat z Defi-
nice 14.1 (proved’te!), ze také funkce

f=a1g1+ -+ aggk (14.6)

je konvexni. Specialné, jsou-li f a g konvexni funkce, pak f + g je konvexni.

Zkoumejme nyni slozenou funkci f(x) = (ho g)(x) = h(g(x)), kde R* &5 R™ R
Obecné neplati ani v ptipadé m = n = 1, ze konvexita funkci g a h zarucuje konvexitu funkce f.
Nutné a postaéujici podminky pro konvexitu sloZené funkce jsou obecné dosti komplikované a

VVVVVV

Véta 14.5. Necht’ funkce h: R™ — R je konvexni. Necht’ A € R™*™ a b € R™. Pak funkce
f(x) = h(Ax + b) je konvexni.

Diikaz. Pro kazdé x,y € R" a 0 < o <1 plati

flax+ (1 —a)y) =h(Alax+ (1 —a)y] + b)
= h(a(Ax +Db) + (1 —a)(Ay + b))
ah(Ax+b)+ (1 —a)h(Ay +b)
af () + (1 — ) f(y). .

IN

Priklad 14.6. Funkce f: R*" — R dand vzorcem f(x,y) = ||x—y]|, kde x,y € R™, je konvexn{
funkce argumentu (x,y) € R?". Ve Vété 14.5 vezmeme A = [I —I] e R™*®" a b =0. O

Nejzajimavéjsi operace zachovavajici konvexitu funkei je maximum.

Véta 14.6. Necht’ I je libovolna mnozina a g;: R™ — R, i € I, jsou konvexni funkce. Pak

f(x) = max g;(x) (14.7)

el

je konvexni funkce, kde predpoklddame, ze pro kazdé x maximum existuje*.

Dikaz. Postupujeme podobné jako v Prikladu 14.1:

flax+ (1 —a)y) =maxg(ax+ (1 - a)y) (14.8a)
< maxfag;(x) + (1 — a)gi(y)] (14.8b)
< maxfag,(x)] +max[(1 — a)gi(y)] (14.8c¢)
= amaxg;(x) + (1 — a) max gi(y) (14.8d)
=af(x)+ (1 —a)f(y) (14.8¢)

Nerovnost (14.8b) plyne z konvexity funkei g;. Nerovnost (14.8c) plyne z nerovnosti (14.4),
kterou jsme sice dokézali jen pro konecnou mnozinu [ ale ziejmé plati i pro nekonecnou 1.
Rovnost (14.8d) plyne z nezépornosti o a 1 — a. O

4 Pokud pro néjaké x mnozina { g;(x) | i € I } nema nejvétsi prvek (coz se miize stat jen tehdy, je-li mnozina I
nekonecénd), muzeme maximum v (14.7) nahradit supremem a véta stéle plati.
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Uved’'me jesté jiny dukaz Véty 14.6, ktery vyuziva pojem epigrafu.
Duiikaz. Epigraf funkce f je mnozina

{(xy) eR™ [ x € R", maxgi(x) <y} ={(x,y) eR"" [x € R", (Vi € [)(g:(x) <)}

= (N (xy) R |x €R", gi(x) <y},
el
kde jsme vyuzili ekvivalence (11.5). Vidime, Ze epigraf funkce f prunik epigrafu funkei g;.
Protoze funkce g; jsou konvexni, dle Véty 14.4 jsou jejich epigrafy konvexni mnoziny. Dle
Véty 12.1 je prunik konvexnich mnozin konvexni mnozina. Tedy epigraf funkce (14.7) je konvexni
mnozina. Dle Véty 14.4 je tedy funkce f konvexni. U

Piiklad 14.7. Necht’ f(x) = max!", z; je maximum ze slozek x. Konvexitu této funkce jsme
dokazali z Definice 14.1, nicméné dokazme ji z Véty 14.6. Mame g¢;(x) = z;. Funkce g; jsou
linedrni, tedy konvexni. Tedy funkce f(x) = max]", g;(x) je konvexni. O

Priklad 14.8. Funkce i
f(x) = max(ajx + b;)
je maximem afinnich funkci. Tuto funkci jsme jiz potkali v §11.1.1. Protoze afinni funkce jsou

konvexni, je i jejich maximum konvexni. O

Piiklad 14.9. Necht’ C' C R" je libovolna (ne nutné konvexni) mnozina. Funkce
f(x) = max|x — |

udavé vzdalenost bodu x od nejvzdélengjsiho bodu mnoziny C' (zde predpokladdme, ze ma-
ximum existuje). Dle Véty 14.5 je pro kazdé pevné y vyraz ||x — y|| konvexni funkei x. Tedy
vyraz ||x — y|| 1ze chdpat jako mnozinu konvexnich funkci x indexovanych indexem y (muzeme
oznacit ||x —y|| = gy(x)). Jelikoz f je maximem téchto funkei, je i funkce f konvexni. O

Priklad 14.10. Mé¢jme funkci
f(e) =max{c’'x |x € R", Ax > b},

ktera vyjadiuje zavislost optiméalni hodnoty daného linearniho programu na vektoru c (viz §11).
Méme f(c) = maxyexc’x a X = {x € R" | Ax > b} (zde piedpokldddme, Ze pro kazdé c
maximum existuje, neboli mnozina X je neprazdnd a omezend). Je-li x pevné, je ¢’'x linedrni
funkce vektoru c. Funkce f je tedy maximum nekonecného mnozstvi linedrnich funkei, tedy je
konvexni. U

Priklad 14.11. Necht’ a;,...,a, € R™ by,...,b, e Raw = (wy,...,w,) € R" je vektor ne-
zapornych vah. Pfiblizné fesen{ soustavy alx = b;, i = 1,...,n, ve smyslu vdzZenych nejmensich
¢tverct (viz §5.4) znamend vypocitat

kde jsme oznacili hodnotu vysledného minima jako funkeci vektoru vah. Funkce f je konkdvni,
protoze je minimem linearnich funkci. O
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14.4 Cviceni

14.1. Pro kazdou funkci f: R® — R dokazte z Definice 14.1, které z téchto ¢tyt tvrzeni plati:

funkce je konvexni, konkavni, konvexni i konkavni, ani konvexni ani konkavni.

¢) f(x) = aritmeticky prumeér ¢isel xq, ..., z,
d) f(x) = median] ; z; (medidn ¢isel xq, ..., z,)

14.2. Pro kazdou funkci dokazte, které z téchto ctytech tvrzeni plati: funkce je konvexni, kon-

14.3.

14.4.

14.5.

kavni, konvexni i konkavni, ani konvexni ani konkavni. Muzete to dokazat bud’ z Defi-
nice 14.1, pomoci derivaci, nebo pomoci operaci zachovavajicich konvexitu.

a) f(z)=e"

2

b) f(z) =e™"
c) fla,y) = |z -yl
d) flz,y) = -y
e) f(x) = [|Ax —bl|3
f) f(x) =37, x;logz; na mnoziné R’} ,
g) f(x)=3F log(b; —alx) na mnozine X = {x e R" |alx < b;,i=1,...,k}
by 7(x) = minly Joi
i) f(x) = max} , x; + min} , z;
i) 7(x) = maxi_, z; — minf_,
f

e
N~—
—
%
N~—
—

x) = soucet k nejvétsich ¢isel q,...,x, (kde k < n je ddno)

Robustni proklddani pfimky mnozinou bodu (x;,vy;) € (R” x R), i = 1,...,m vyzaduje
minimalizaci funkce

fla,b) = Zmax{—aTxi +b+yi—e 0,a'x;+b—y —e},
i=1

kde a € R™ a b € R. Dokazte, ze f(a,b) je konvexni funkce.
Je dana funkce f(z) = —cosx a mnozina X = [—m, +7] (kde [-] znac¢i uzavieny interval).
Zakrouzkujte pravdiva tvrzeni (muze jich byt i vice):

a) Funkce f je na mnoziné X konvexni.

b) Funkce f je na mnoziné X konkdvni.

¢) Funkce f neni na mnoziné X ani konvexni ani konkavni.

Kazdy z obrazku zobrazuje nékteré vrstevnice funkce dvou proménnych a jejich vysky. Je
mozné, aby funkce, kterda ma tyto vrstevnice, byla konvexni? Dokazte z Definice 14.1.
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14.6. Co je subkontura vysky 2 funkce jedné promeénné f(x) = 2? — 27

14.7. Zkuste dokazat z Definice 14.1 konvexitu ¢i konkavitu funkci z Prikladu 14.4. Jestlize to
nesvedete, dokazte jejich konvexitu ¢i konkavitu pomoci Vét 14.1 a 14.2.

14.8. Dokazte, ze ucelové funkce vystupujici v nasledujicich tlohach jsou nekonvexni:

a) Piiklad 10.6
b) Cviceni 10.3

Napovéda a reseni
14.1.a) Konvexni i konkavni, nerovnost (14.1) plati s rovnosti.
14.1.b) Je konvexni, neni koknavni.
14.1.c) Konvexni i konkdvni, nerovnost (14.1) plati s rovnosti.
14.1.d) Pro n < 2 konvexni i konkdvni, pro n > 2 ani konvexni ani konkdvni.
14.5. 'V Definici 14.1 zvolte x,y na vrstevnicich vysky 1 a 3. Zvolte chytie a. Odpovéd’: ne, ano.
14.7. Interval [—1,2].
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Kapitola 15

Konvexni optimalizac¢ni ulohy

Najit globalni minimum funkce na mnoziné je obvykle mnohem tézsi nez najit néjaké lokalni
minimum. Mohli bychom si myslet, ze globalni mimimum najdeme tak, ze najdeme vsechna
lokalni minima a vybereme to, pro které je tcelova funkce nejmensi. Problém je v tom, ze
lokalnich minim muze byt velmi mnoho.

Piiklad 15.1. Resme tlohu
max{x'x | x € [-1,1]"}, (15.1)

tedy maximalizujeme konvexni funkci x’x na hyperkrychli [—1,1]". Je jasné (nakreslete si
obrazek pro n = 2, tedy pro ¢tverec!), ze funkce m4a lokalni maximum v kazdém vrcholu
hyperkrychle. Jelikoz hyperkrychle ma 2" vrcholu (viz §12.3.3), tiloha mé 2" lokélnich maxim.

V tomto symetrickém piipadé globalni maximum snadno najdeme tvahou. Uvazme vsak
mirnou modifikaci tlohy:

min{ x” Ax | x € [-1,1]" }. (15.2)

O

kde A € Z™" (tedy matice mé celociselné prvky). Nalezeni globalniho maxima této tlohy je
pravdépodobné velmi tézké, v nasledujicim smyslu.

Rekneme, ze dany algoritmus fesi ilohu (15.2) v polynomidlnim case', jestlize existuje po-
lynom p takovy, ze algoritmus pro kazdou matici A skonéi v ¢ase mensim nez p(L), kde L je
pocet bitt potfebnych k zdpisu vSech prvki a;; matice A v bindrnim kédu. Algoritmus, ktery
by fesil ilohu v polynomidlnim ¢ase, neni zndam.

Véta 15.1. Necht’ funkce f: R® — R je konvexni na konvexni mnoziné¢ X C R". Pak kazdé
lokalni minimum funkce f na mnoziné X je zaroven globalni.

Diuikaz. Necht’ x je lokalnim minimem f na X, viz obrazek:

17de se dotykame teorie sloZitosti algoritmii, kterou budete brat az pozdéji.
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Dle Definice 9.2 tedy existuje okoli U bodu x tak, ze f(x) < f(y) pro vSechna y € U N X.
Necht’ ale x neni globalni minimum, tedy existuje x* € X takové, ze f(x*) < f(x). Ukdzeme,
ze to vede ke sporu. Muzeme totiz zvolit 0 < a < 1 tak, ze bod y = ax+ (1 — a)x* lezi v U.
Protoze je mnozina X konvexni, lezi bod y zaroven i v .X. Mame

fiy) = flax+(1—a)x") < af(x)+ (1 -a)f(x) < af(x)+ (1 -a)f(x) = f(x).
Ale tvrzeni f(y) < f(x) je ve sporu s predpokladem, Ze x je lokdlni minimum. d

Véta 15.1 tedy definuje ttidu tloh, pro které nam staci najit libovolné lokalni minimum,
abychom nasli globalni minimum. Uloze, ve které minimalizujeme konvexni funkci na konvexni
mnoziné, se fika konvexni optimalizacni tloha.

Uvazujme nyni obecnou tlohu spojité optimalizace ve standarnim tvaru (1.7),

min{ f(x) | x € R", g(x) <0, h(x) =0} (15.3)
neboli
min  f(xy,...,2,)
za podminek g;(z1,...,2,) <0, i=1,...,m
hi(ZL'l,...,ZL'n)ZO, Z:]_,,l
kde f: R" = R, (g1,...,9m) = g R* = R™ (hy,..., ) = h: R* — R Mnozina pifpustnych
feSeni této tlohy je konvexni, jestlize funkce f, g1,. .., gm jsou konvexni a funkce hq, ..., h; jsou

afinn{ (tedy zobrazeni h je afinni). Tato mnozina je totiz prunik mnozin {x € R" | g;(x) < 0}
(které jsou konvexni, nebot’ jsou to subkontury konvexni funkce ¢;) a {x € R" | h(x) = 0}
(coz je afinni podprostor, tedy také konvexni).

Podminka, ze funkce f,g1,..., g.n jsou konvexni a zobrazeni h je afinni, je postacujici ale
nikoliv nutna pro konvexitu mnoziny ptipustnych feseni.

Priklad 15.2. Uvazujme dvé ekvivalentni definice téze mnoziny
{xeR?*|2/(14+23) <0, (11 +22)* =0} ={x€R? |2, <0, 2, + 25 =01}.

Oba tvary definuji stejnou mnozinu (proc?). V prvnim tvaru funkce g(x) = x1/(1 + x3) nenf
konvexni a funkce h(x) = (z1 + z9)? neni afinni. Pfesto je mnozina konvexni, coz je vidét ze
druhého tvaru. U

Uloze tvaru (15.3), ve které jsou funkce f, gy, ..., gn konvexni a zobrazeni h afinni, fikame
konvexni optimalizacni dloha ve standardnim tvaru.
15.1 Ekvivalentni transformace tlohy

Dveé ulohy ve tvaru (15.3) nazveme ekvivalentni, kdyZ se z mnoziny optimalnich feseni jedné d&
‘snadno’ (v linedrnim ¢ase) ziskat mnozina optimélnich feseni druhé. Ekvivalentni transfor-
mace je pak kazda transformace tlohy, jejimz vysledkem je tiloha ekvivalentni. Dale uvedeme
priklady ekvivalentnich transformaci. U kazdé poznamename, zda zachovava konvexitu tlohy.
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Zména proménnych
Necht’ ¢o: R" — R™ je bijektivni zobrazeni (viz §1.1.2). Pak iloha (15.3) je ekvivalentni tloze
min{ f(p(x)) | x € R", g(p(x)) <0, h(p(x)) =0}.

Tato transformace nemusi zachovat konvexitu tlohy.

Monoténni transformace tiéelové funkce

Necht’ ¢»: R — R je monoténni rostouci funkce. Pak

min{ f(x) | x € X } = min{ ¢(/(x)) | x € X}
Tato transformace nemusi zachovat konvexitu funkce f.

Priklad 15.3. Tuto transformaci jsme jiz nékolikrat pouzili v nejmensich ¢tvercich. Mame

minimalizovat napt. funkci f(x) = ||[Ax — b||z, ale zvolime ¥ (y) = y* a minimalizujeme funkci
P(f(x)) = ||Ax —b||3 = (Ax — b)T(Ax —b). Nova funkce ma vyhodu, Ze je na rozdil od staré
diferencovatelnd, a to pii zachovani konvexity. O

Slackové proménné
Podobné jako v linedrnim programovéni, tiloha (15.3) je ekvivalentni tloze
min{ f(x) [ x e R", se R™, s >0, g(x) +s=0, h(x)=0}.
Transformace zachova konvexitu tlohy jen v ptipadé, kdy g(x) + s je afinni zobrazeni vektoru
(x,s), tedy kdy zobrazeni g je afinni,
Epigrafovy tvar
Ulohu (15.3) je ekvivalentni tiloze
min{y |x e R", y e R, f(x) —y <0, g(x) <0, h(x)=0}.

Tato transformace zachovava konvexitu ulohy. Plyne z ni dulezité pozorovani, ze kazdou opti-
malizacni 1lohu lze prevést na tulohu s linearni uc¢elovou funkei.

15.2 Tridy konvexnich optimaliza¢nich tloh

Optimalizacni dlohy ve tvaru (15.3) se taxonomizuji podle druhu funkei f, g;, h;. Pro kazdou

tifdu existuji specializované algoritmy schopné najit lokalni minimum?.

15.2.1 Linearni programovani (LP)

V linedarnim programovdni jsou vSechny funkce f, g;, h; afinni. Jde tedy v jistém smyslu o nej-
jednodusi pripad konvexni optimalizac¢ni 1lohy. Presto jsme vidéli v Kapitole 11, Ze jiz tento
jednoduchy pripad ma velmi mnoho aplikaci.

2 Viz napf. http://www.neos-guide.org.

137


http://www.neos-guide.org

15.2.2 Kvadratické programovani (QP)

V kvadratickém programovani jsou funkce g;, h; afinni a funkce f je kvadraticka konvexni, tedy
f(x) =xTAx +bTx + c kde A je pozitivné semidefinitni (viz Pitklad 14.5).

Priklad 15.4. Prfi feSeni soustavy ve smyslu nejmensich ¢tverci (§5.1) pocitame konvexni QP
bez omezeni minyegrn ||[Ax — b||2. Tuto tlohu lze vselijak modifikovat, napf. muzeme piidat
omezeni ¢ < x < d, tj. kazdd proménna z; musi byt v intervalu [¢;, d;]. To vede na konvexni
QP s omezenimi. O

Priklad 15.5. Hledédni feSeni preurcené linedrni soustavy s nejmensi normou (§5.2) vede na
tilohu min{ x’x | Ax = b }, coz je konvexni QP. O

Priklad 15.6. Chceme spocitat vzdalenost d(Py, ) = min{ [[x; — Xall2 | x1 € P1, Xo € P2}
dvou konvexnich polyedru P, = {x € R" | Ajx < by }, P, = {x € R" | Ayx < by }. Uloha
vede na QP

d(Pr, P,)* = min{ ||x; — x2||3 | x1,%x2 € R", A1x; < by, Aoxy < by }. dJ

Priklad 15.7. Je ddno m bodu v R", z nichz kazdy patii do jedné ze dvou tiid, oznacenych —1
a 1. Jinymi slovy, je ddna mnozina dvojic (x;,y;) € R" x {—=1,1} proi = 1,...,m. V tloze
linedrni klasifikace hledame nadrovinu, kterda oddéluje body z obou tiid. Tedy hledame a € R™
a b € R takové, aby

alx;,—b<0 proy; =—1,

alx;,—b>0 proy =1,
coz lze napsat jako

yi(alx; —b) >0, i=1,...,m. (15.4)

Oznacme ; = y;(a’x;—b) a vydélme vektor (a, b) kladnym ¢fslem min!” | &;. Pak soustavu (15.4)
muzeme ekvivalentné psat jako

yi(@alx, —b)>1, i=1,....m. (15.5)

Hledame-li libovolnou oddélujici nadrovinu, sta¢i ndm najit libovolné feseni soustavy nerov-
nic (15.5). Soustava ale navic ifka, Ze body jsou oddéleny pdsem {x € R* | -1 > a’x—b>1}:

alx—b=-1

al’x—b=1

Snadno spoc¢itame (srov. Cviceni 5.18), ze sitka pasu je 2/||a||2. V tloze support vector machine
(SVM) najit rozdélujici nadrovinu kterd maximalizuje §itku pdsu, tedy minimalizuje ||a]|3 = a’a

za podminek (15.5). To je tloha QP. O
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15.2.3 Kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi (QCQP)

Obecngjsi variantou je kvadratické programovdni s kvadratickymi omezenimi (QCQP, quadrati-
cally constrained quadratic programming), kde funkce f, g; jsou kvadratické konvexni a funkce
h; jsou afinni.

15.2.4 Programovani na kuzelu druhého f#adu (SOCP)

V tloze programovani na kuzZelu druhého radu (SOCP, second-order cone programming) jsou
funkce f, h; afinni a funkce g; maji tvar

Tedy tloha SOCP m4 tvar (vynechdvame afinni omezeni h;(x) = 0)

min e’x

za podminek [[A;x +b;lls < cfx+d;, i=1,...,m.

Funkce g; jsou konvexni (nebot” norma je konvexni funkce, dédle viz Véta 14.5). Podminku
gi(x) <0 lze psat také jako (A;x + by, cl'x + d;) € K3, kde konvexn{ mnozina

Ky ={(xy) e R"™" | [|x]l2 <y}

je epigraf Euklidovské normy || - || (kterd je konvexni funkce, viz Piiklad 14.4), kterému se také
iikd kuZel druhého rdadu.

Pro A; = 0 se podminka g¢;(x) < 0 stane linedrni nerovnici. Pro ¢; = 0 se podminka
9:(x) < 0 po umocnéni na druhou stane konvexni kvadratickd. Tedy LP a QCQP jsou specidlni
pripady SOCP.

Priklad 15.8. Jsou dany body ay,...,a, € R" a chceme minimalizovat funkci
Fx) = lx—alls (15.7)
i=1

pies x € R™. Regenf této tlohy je zndmo jako geometricky medidn. Pro n = 1 se funkce redukuje
na f(x) =>", |z — a;, jejimz minimem je oby¢ejny medidn.

Uloha je konvexni, ale nelze ji prevést na LP, QP ani QCQP. Po zavedeni pomocnych
proménnych z; (podobna tprava jako v §11.1.1) ji Ize formulovat jako SOCP:

min z; +---+ 2z,
za podminek ||x —a;|a <z, i=1,...,m.

Pro pifpad n = 2 m4 tloha jednoduchy mechanicky model®. Do vodorovného prkna vyvr-
tame diry o soutradnicich a;. Kazdou dirou provleceme provazek. Provazky jsou nahote svazané
uzlem do jednoho bodu a dole maji zavazi o stejné hmotnosti. Poloha uzlu je x. Hodnota f(x)
je potencialni energie soustavy a ustdleny stav odpovidd minimu f(x). O

3Toto mechanické zafizeni, zndmé jako Varignon frame, se v minulosti opravdu pouzivalo na feseni tlohy.
Uloha méa bohatou historii, je zndma také jako Fermat-Webertuv problém.
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15.2.5 Semidefinitni programovani (SDP)

Véta 15.2. Mnozina vsech pozitivné semidefinitnich matic rozméru n X n je konvexni kuzel.
Diikaz. Necht’ pro A,B € R a x € R" je xT Ax > 0 a x'Bx > 0. Pak pro kazdé o, 5 > 0

x’ (aA + B)x = ax’ Ax + fx'Bx > 0. O

Konvexni kuzel je konvexni mnozina. To umoznuje formulovat t¥idu konvexnich tloh znamou
jako semidefinitni programovdni (SDP). Jednou z moznych formulaci je

min C-X
za podminek X je pozitivné semidefinitni (15.8)
AZX:bl, ’lzl,,m

kde matice C, A; € R"*" a skalary b; jsou dany a optimalizujeme pies pozitivné semidefinitni

matice X € R™*". Operace
AX=) > AyXi
i=1 j=1

oznacuje skalarni soucin matic.

SDP je velmi obecna tiida konvexnich tloh. Lze ukézat, ze konvexni ulohy LP, QP, QCQP
i SOCP jsou specialni pripady SDP. Pro ilustraci ukazeme, ze pokud matice C, A; jsou diago-
nélni, uloha (15.8) se redukuje na LP. V tom piipadé v soucinech C- X a A; - X nediagonalni
prvky matice X nehraji zddnou roli. Diagonalni matice je pozitivné semidefinitni pravé tehdy,
kdyz vsechny jeji prvky jsou nezédporné (viz Cviceni 6.19). Tedy tloha (15.8) se redukuje na

min{c’x [ x€R", x>0, alx=0Vi=1,...,m},
kde vektory c,a; € R" jsou diagondly matic C, A,;.
Nékteré konvexni tlohy nepatii do zadné z uvedenych tiid.

Priklad 15.9. Analyticky stred soustavy nerovnic X = {x € R" | Ax > b} je bod, ktery
maximalizuje funkci

f(x) = Z log(al'x — b;) (15.9)

na vnitiku mnoziny X, kde al jsou fddky matice A. Pokud je polyedr X neprazdny a omezeny,
uloha m4 maximum a toto maximum je jediné.

Kazdou nerovnici alx > b; vydélme nezdpornym ¢&islem tak, aby ||a;|]; = 1. Nynf alx — ¥;
je vzdalenost bodu x od nadroviny a’x = b;. Cislo f(x) je tedy logaritmus soucinu vzdalenosti
bodu x od nadrovin. Analyticky stfed tedy minimalizuje soué¢in téchto vzdalenosti. ([l

15.3 Cviceni

15.1. Vyznamnou vlastnosti konvexnich funkci je to, ze kazdé lokalni minimum funkce je zaroven
globélni (Véta 15.1). Ne kazdd funkce s touto vlastnosti je oviem konvexni. Clovék by si
mohl myslet, Ze soucet dvou funkei (ne nutné konvexnich) s touto vlastnosti bude mit tuto
vlastnost také. Je toto tvrzeni pravdivé? Odpoved’ dokazte.

140



15.2. Dokazte, ze mnozina optimalnich feSeni konvexni optimaliza¢ni ulohy je konvexni.
15.3. Méjme tlohu
min{ f(z,y) |2,y >0, 2x+y>1, z+3y>1}

Nakreslete mnozinu piipustnych feseni. Pro kazdou z nésledujicich tucelovych funkei na-
jdéte ivahou mnozinu optiméalnich feseni a optimalni hodnotu:

b) f(z,y) ==z

¢) f(z,y) = min{z, y}
d) f(z,y) = max{z,y}
e) f(z,y)= |z +y

V kterych ptipadech se jedna o konvexni optimaliza¢ni tilohu?
15.4. Uvazujme ulohu, zndmou jako linearni lomené programovant:
min (c'x+d)/(e"x + f)

za podminek Ax >Db

e’x+f>0

a) Je ucelova funkce na mnoziné pripustnych feseni konvexni?
b) Dokazte, ze tiloha je ekvivalentni lineArnimu programu (s proménnymi x, z)

min ¢’y + dz

za podminek Ay > bz
ely+fz=1
z 2z

15.5. Najdéte explicitni feseni pro nasledujici lohy QCQP (A, B jsou pozitivné definitni):
a) min{c’x | xeR", xTAx <1}
b) min{c’x |x € R", (x —b)TA(x—b) <1}
c) min{x'Bx | x € R", xTAx <1}

15.6. Formulujte tilohu minyegn ||[Ax — bl|4 jako konvexni QCQP.

15.7. Dokazte, ze pro libovolny vektor x € R"™ a skalary y > 0, z > 0 plati

xI'x <yz <= 2%,y — 2)||a <y + =

Uvazujte tlohu, kdy maximalizujeme harmonicky prumeér afinnich fukei, tedy funkci

m -1
16 = (Y (@lx - b))
i=1
za podminek alx > b;. Je tato tloha (po mozné jednoduché transformaci) konvexni?
Vyjéadrete tlohu jako SOCP pomoci dokazané ekvivalence.

15.8. (%) Mame konvexni funkci jedné proménné f: R — R. Dame do grafu funkce zebiik o délce
1 tak, aby oba konce lezely na grafu. Predpokladame-li, ze tfeni mezi zebiikem a grafem je
nulové, zaujme zebiik stav lokdlniho minima potencidlni energie (kterd je piimo imérna
vysce stredu zebiiku). Zformulujte jako optimaliza¢ni dlohu. Bude tato tloha konvexni?
Zkuste najit situaci, kdy potencialni energie bude mit vice nez jedno lokdlni minimum.
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Napovéda a reSeni
15.4.a) Ne.
15.4.b) Uvazujte substituci y = x/(e’x + f), z = /(eTx + f).
15.5.a) Viz Cviceni 11.5.
15.5.b) Substituujte y = x — b.
15.5.¢c) Optimalni hodnota je nula.

15.7. Misto maximalizace funkce f(x) minimalizujme funkci 1/f(x), kterd je konvexni na mnoziné
ptipustnych hodnot. Uloha je ekvivalentni tloze

min t; 4+ -+t

1, i=1,...,
0, i=1,...,

za podminek  t;(alx — b;)

; >
t; >

33

Pouzitim dokazané ekvivalence prevedeme na SOCP

min ¢ 4+ -+t

za podminek  |(2,alx —b; —t;)|l2 > alx—b; +t;, i=1,...,m
aZTXZ bl', i—l, , M
tl Z 0’ Z_l, , .
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Kapitola 16

Dualita v linearnim programovani

Ke kazdé tdloze LP lze sestavit podle jistého postupu jinou 1ilohu LP. Novou tlohu nazyvame
dudlni, puvodni tlohu nazyvame primarni ¢i pfimou. Konstrukce je symetricka (viz Cvi-
¢eni 16.1): dudlni dloha k dudlni tloze je puvodni tloha. Tedy mé smysl fikat, ze primarni a
duélni dloha jsou navzdjem dualni. Dvojice dudlnich tloh je svazana zajimavymi vztahy.

16.1 Konstrukce dualni ulohy

K tloze LP v obecném tvaru (viz §11.1) se dudlni tloha ziské dle tohoto postupu:

min ) ¢;x; max by
JjeJ el
za podm. » a;x; =0b; za podm. yi € R, 1€ I
JjeJ
Eaijijbl- ’yZZO, ’iE[Jr
JjeJ
Zaijxjgbi yz§07 el
JjeJ
.’L‘j cR Zaijyl- = Cj, j € J(]
iel
z; >0 > aiy; < ¢, JeJy
el
X < 0 Zaijyl- > Cy, ] e J_
iel

V levém sloupci je primarni tiloha, v prostrednim sloupci je z ni vytvorena dualni tloha. V
pravém sloupci jsou mnoziny indexu pro obé dlohy: I ={1,...,m} = I U I, UI_ je indexova
mnozina priméarnich omezeni a dudlnich proménnych, J = {1,...,n} = JyUJ, UJ_ je indexova
mnozina primarnich proménnych a dualnich omezeni.

Vsimnéte si symetrie: i-tému primarnimu omezeni » ;AT > b; odpovida dudlni proménna
y; > 0. Opacné, j-ta primarni proménnd x; > 0 odpovida j-tému dudlnimu omezeni ) . a;;y; <
c¢;. Podobné pro ostatni radky.

Pro specidlni tvary LP se dvojice dualnich tloh piehlednéji napise v maticové formé. Napft.
pro In =I_ = Jy = J_ = () obdrzime

min c¢’x max bly
za podm. Ax >Db za podm. y>0 (16.1)
x>0 ATy <c
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16.2 Véty o dualité

Nésledujici véty plati pro obecny tvar LP, ale dukazy udélame pouze pro specidlni tvar (16.1).
V ditkazech si vsimnéte, ze b’y = y'b a ATy < c je totéz jako yT A < c”.

Véta 16.1 (o slabé dualité). Necht’ x je pripustné primarni feseni a'y pripustné dualni re-
seni. Pak c’x > b'y.

Drikaz. Diky pifpustnosti x a y plati y? A < ¢! ax > 0, z éehoz plyne y’ Ax < ¢’x. Podobné,
diky pifpustnosti x a y plati Ax > b ay > 0, z éehoz plyne y’ Ax > y’b. Z toho

c’'x >y'Ax > y'b. (16.2)
U

Véta 16.2 (o silné dualité). Primarni tiloha ma optimalni reseni pravé tehdy, kdyz ma du-
alni iloha optimalni reSeni. Ma-li primarni tiloha optimalni reseni x a dualni 1iloha optimalni
feseni y, plati c’x = bly.

Dukaz véty o silné dualité neni jednoduchy a vynechdme jej. Véty o slabé a silné dualite
maji jasnou interpretaci: pro pripustna x a y neni hodnota dudlni ucelové funkce nikdy vétsi
nez hodnota primarni ucelové funkce a tyto hodnoty se potkaji ve spolecném optimu:

mozné hodnoty y”'b pro piipustnd y mozné hodnoty ¢’x pro pifpustnd x

A

spole¢né optimum ¢’x =y’b

Véta 16.3 (o komplementarité). Necht’x je pripustné primarni feseni a'y pripustné dudlni
feseni. Pak ¢c’x = by pravé tehdy, kdyz zaroven plati tyto dvé podminky:

Yi <Z QL5 — bz) =0 Vi € ], (163&)

jed
X (Z QiY; — Cj) =0 \V/j € J. (163b)
iel
Vsimnéte si, co podminky (16.3) fikaji: na kazdém tadku ve dvojici dudlnich 1loh je vzdy ale-
spon jedno omezeni aktivni, bud’ primarni nebo duélni (pficemz omezeni typu rovnosti bereme
vzdy za aktivni).

Diikaz. Pro libovolné vektory u, v > 0 plati
Vi(u; =0nebov; =0) <= Vi(uw;=0) <= ulv=0.

Protoze x a y jsou ptipustné, podminky (16.3) je tedy mozno psat jako

y'(Ax —b) =0, (16.4a)
(ch —y"A)x =0, (16.4b)

neboli
c'x =y"Ax =y'b. (16.5)
Vztah (16.5) zjevné implikuje c?x = yTb. Obrécené, ¢ x = y'b implikuje (16.5), nebot’ jsme
drive ukazali, ze pro piipustné x,y plati (16.2). O
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Priklad 16.1. Mé&jme dvojici navzéjem dudlnich uloh LP:

min 2z + 5z + 6x3 = 5.4 max 3y; + Y2+ 3ys — ys =54
3= 2l‘1 + T + 2l‘3 Z 3 0.2 = U Z 0
24= 11+ 219+ 223> 1 0= Yo > 0
3= SL’1—|—3372+ T3 > 3 1.6 = Ys > 0
—0.6 = —T1 + To — 2373 > —1 0= Ya > 0
12= o > 0 2= 21+ Yo+ ys— ya < 2
0.6 = T2 > 0 5= Yy +2y+3ys + ya < 5
0= r3 > 0 2= 2y +2yo+ ys —2ys < 6

Spocetli jsme optimalni feseni obou tiloh a dosadili tato feseni do tcelovych funkci a do omezeni.
Hodnoty optimalnich feseni x* = (1.2,0.6,0) a y* = (0.2,0, 1.6) a hodnoty omezeni a ti¢elovych
funkci v optimech jsou napsané tucné pred/za rovnitky. Dle véty o silné dualité se optima
rovnaji. Vezmeme-li libovolny fadek (kromé ticelového), je na ném alespon jedno z obou omezeni
aktivni. Napft. ve druhém radku je priméarni omezeni 2z + x5+ 223 > 3 aktivni a dudlni omezeni
y1 > 0 je neaktivni. Podle véty o komplementarité se nemuze stat, ze by na nékterém radku
byly obé omezeni zaroven neaktivni (mohou byt obé ale zéroven aktivni, coz zde nenastavé, ale
muze to nastat v pripadé degenerace). ([l

Predlozime-li ptipustna primarni a dualni feseni takova, ze se ucelové funkce rovnaji, doka-
zali jsme optimalitu obou tloh. Pro velké ulohy to muze byt nejsnadnéjsi dukaz optimality.

Mame-li dualni optimalni feSeni, jak z néj co nejlevnéji spocitat primarni optimalni reseni?
Obecné je k tomu nutno vyfesit soustavu linedrnich nerovnic (coz neni o moc snadnéjsi nez
vytesit linedrni program). Néekdy ale postaci vytesit soustavu rovnic.

Priiklad 16.2. Je déana primarni dloha z Prikladu 16.1. Zkuste dokézat bez pouziti algoritmu
na feseni LP, ze x = (21, x9,23) = (1.2,0.6,0) je optimdlni feeni primarni tlohy (pficemz
optimélni dudlni reseni y neni zadano).

Pomoci véty o komplementarité zkusime z daného optimalniho x zkusime spocitat opti-
malni y. Protoze jsou druhé a c¢tvrté primarni omezeni neaktivni, z komplementarity plyne
Yo = ys = 0. Protoze z; > 0 a x5 > 0, z komplementarity musi byt prvni a druhé dudlni
omezeni aktivni. Mame tedy soustavu linearnich rovnic

200 + yz3 =2

Y1+ 3ys =95 (16.6)

kterda ma jediné feseni (yi,y3) = (0.2,1.6). Tedy y = (0.2,0,1.6,0). Toto dudlni feSeni je
pripustné (tj. spliuje vSechna dudlni omezeni). Protoze se hodnota primérni ucelové funkce v
bodé x rovna hodnoté dudlni ucelové funkce v bodé y, museji byt x a y optimalni feseni.
Tento postup nemusi vést vzdy k cili. Pokud by dudlni tiloha by méla nekoneé¢né mnoho
optimélnich feseni, soustava (16.6) by méla nekonetné mnoho feseni (méla by napft. vice pro-
ménnych nez neznadmych). Z nich by bylo nutno vybrat piipustnd dudlni feseni, tedy y > 0.
Museli bychom tedy Tesit soustavu rovnic a nerovnic. O

Zkoumejme, jak se zmén{ optimalni hodnota tilohy min{c¢’x | Ax > b, x > 0}, jestlize
nepatrné zménime pravé strany omezeni b. Odpoved’ je snadno vidét v dualu.

145



Véta 16.4 (o stinovych cendach). Necht’ funkce f: R™ — R je definovana jako
f(b) =min{c’x|Ax>b, x>0} =max{b'y | ATy <c, y >0}

Jestlize ma dualni iloha pro dané b jediné optimalni reSeni y*, pak je funkce f v bodé b
diferencovatelnd a plati f'(b) = y*T, neboli df(b)/db; = y.

Diikaz. Je-li y* dudlni optiméln{ feseni pro dané b, je f(b) = bly*. JelikoZ je toto optimaln{
feseni jediné, nabyva se ve vrcholu polyedru piipustnych feeni {y € R™ | ATy <c, y >0},
viz obrazek:

\)f:‘\

ATy<c,y>0

b

Zménime-li nepatrné b, optimélni dudlni feseni y* se nezméni a zustane jediné (toto oduvodnéni
neni zcela rigorézni, ale geometricky je dostatetné nazorné). Tedy pii malé zméné vektoru b je
hodnota optima stale rovna f(b) = b?y*. Derivaci ziskame f’(b) = y*7T. O

Zduraznéme predpoklad jednoznacnosti optimalniho feseni. Kdyby mnozina dudlnich opti-
malnich Teseni byla ne jediny vrchol, ale sténa vyssi dimenze, po malé zméné vektoru b by se
optimalni sténa mohla stat vrcholem a funkce f by tedy v bodé b nebyla diferencovatelna.

Protoze b je zaroven vektor pravych stran priméarni ulohy, optimalni dualni proménné y*
vyjadiuji citlivost optima primarni tlohy na zménu pravych stran primarnich omezeni Ax > b.
Interpretujeme-li nase LP jako optimdlni vyrobni plan (11.6) (pozor, lisi se obréacenou nerovnosti
v omezeni), pak hodnota y; fikd, jak by se nas vydeélek zvétsil, kdybychom trochu uvolnili
omezeni na vyrobni zdroje alx < b;. V ekonomii se proto dudlnim proménnym k4 stinové
ceny primarnich omezeni.

Vsimnéte si, ze véta o stinovych cenach je ve shodé s vétou o komplementarité. Pokud
yr =0, je al x < b;, tedy mald zména b; nemé na optimum vliv.

Priklad 16.3. Necht’ je znamo, ze dualni tloha v Piikladu 16.1 ma jediné optimalni feseni.
Stinova cena prvniho primarniho omezeni 2z, + x5+ 2x3 > 3 je y; = 0.2. Zménme pravou stranu
by = 3 tohoto omezeni o malou hodnotu h = 0.01 a zkoumejme, jak se zméni optimum. Tato
zména nezméni argument y* dudlniho optima, pouze jeho hodnotu b”y*. Podle silné duality
hodnota primarntho optima musi byt rovna hodnoté dudlniho optima (argument x* primarniho
optima se muze néjak zménit, to nds ale nezajima). Dvojice iloh tedy bude vypadat takto:

min  2z; + b5xy + 623 = 5.402 max 3.0ly; + y2 + 3y3 — y4 = 5.402

201 + w9 + 223 > 3.01 0.2 = Y1 > 0

T + 219 + 223 > 1 0= Yo > 0

1 4+ 3x9 + 13 > 3 1.6 = Y3 > 0

—r1 + X9 — 213 > —1 0= Ya = 0

T > 0 2= 2t pt oys— Y < 2

Lo > 0 5= Y1+ 2y2 +3ys + ys < 5

T3 > 0 2= 2pn+2y+ ys — 2y < 6
V okolf bodu b = (3,1,3,—1), ve kterém se neméni optimalni y*, bude f(b) = bly* a tedy
hodnota spoleéného optima se zméni o h - df(b)/dby = h-y; = 0.2-0.01 na 5.402. O
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16.3 Priklady na konstrukci a interpretaci dualnich dloh

Dualita umoznuje vhled do feseného problému, ¢asto velmi netrivialni. Abychom danou tlohu
(fyzikalni, ekonomickou ¢i jinou) popsanou linedrnim programem pochopili do hloubky, je tteba
pochopit vyznam nejen primarni dlohy, ale i dudlni dlohy a jejich vztahu.

Priklad 16.4 (Ekonomicka interpretace duality). Vrat'me se k Piikladu 11.5 o vyrobci
lupinkt a hranolku z brambor a oleje. Napisme k této uloze dudlni tlohu:

max 1200 + 76h min 100a 4+ 16b
za podm. 2l + 1.5h < 100 za podm. a> 0
0.4 + 0.2h < 16 b> 0
> 0 2a + 0.4b > 120
h> 0 1.5a + 0.2b > 76

Prijde prekupnik a chce koupit od vyrobce jeho zasoby brambor a oleje. Prekupnik tesi tuto
otazku: Jaké nejnizsi ceny musim nabidnout, aby mi vyrobce své zasoby prodal? Tvrdime, ze
toto je vyznam dualni tlohy.

Vskutku, necht’ a, b oznacuji nabizenou cenu za jednotku brambor a oleje. Prekupnik chce
minimalizovat celkovou cenu za suroviny 100a + 16b. Musi byt 2a + 0.4b > 120, nebot’ jinak by
vyrobci vice vyplatilo vyrobit ze vSsech brambor a oleje lupinky a prodat je, nez prodat suroviny.
Ze stejného duvodu musi byt 1.5a 4+ 0.2b > 76. Optimalni dualni feSeni je a = 32 a b = 140.

Toto je dalsi duvod (kromé Véty 16.4), pro¢ se optiméalnim dudlnim proménnym nékdy tika
stinové ceny odpovidajicich priméarnich omezeni. Napf. stinova cena brambor je 32 Ké¢/kg. [

Piiklad 16.5 (Fyzikalni interpretace duality). Uvazujme dvojici dudlnich uloh
min{c’x | Ax>b, x € R"} =max{b’y | ATy =c,y >0}

Uvazujme nésledujici ‘analogovy poéitac’. Méjme polyedr tvoteny tiemi poloprostory alx > b;
a vektor ¢ mirici svisle vzhuru:

Hod'me do polyedru maly micek, na ktery pusobi tihova sila —c. Micek s pozici x ma potencidlni
energii ¢’x. Micek se bude pohybovat do té doby, nez nalezne misto s nejmensi potencidlni

V bodé x* je micek v klidu a proto pro néj plati rovnovéha sil: ttha —c se vyrovnava silami
stén. Tedy existuji skaldry vy tak, ze ¢ = >, yfa; = ATy*. Musi byt yF > 0, protoze stény
pusobi silou jen dovnitt polyedru, ne ven.
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Pokud al x* > b;, micek se i-té stény nedotykd. V tom pifpadé je sila stény na micek nutné
nulova, yF = 0. Proto pro kazdé i plati y}(alx* — b;) = 0, coz jsou podminky (16.3). Dle véty
o komplementarité tedy je ¢’x* = bTy*.

To ale iik4, 7Ze potencidlni energie micku v bodé x* je b”y*. Pro¢ tomu tak je? Tato energie
se rovna praci, kterda by se vykonala posunutim micku do pocatku 0. Posunujme micek takto:
nejdiive posuneme prvni sténu rovnobézné tak, aby prochézela pocatkem, pak druhou sténu, az
budou vsechny stény, kterych se micek dotyka, prochazet pocatkem. Pti tomto posunovani se
sily stén pusobici na micek nemeéni. Vzdalenost stény i od pocatku je b;/||a;||2 (viz Cviceni 5.18).
Sila stény ¢ pusobici na micek je yfa;. Sila je ve sméru posouvani, tedy vykonana prace je
(bi/llasll2) - llvraill2 = biy;. Po odtlaceni vSech stén, jichz se micek dotykd, do pocatku, tedy
vykondme préci >, by; = bly*.

Zduraznéme, ze tato uvaha nedokazuje zadnou z vét o dualité. Predpoklada totiz platnost
fyzikalnich zakonu, které nelze matematicky dokazat ale pouze experimentalné pozorovat. [

Priklad 16.6. Méjme tlohu

n
min{c’x |17x =1, x>0} :min{ Zcmz‘
i=1

il’izl, IZZO},
1

1=

kde ¢ = (¢q,...,¢,) je ddno a optimalizuje se pres x = (z1,...,2,). Napiste dudlni lohu a
iterpretujte véty o silné dualité a komplementarite.

Uvahou snadno vidime (viz Priklad 11.2), Ze optimélni hodnota je min]" , ¢; a nabyva se ve
vektoru x jehoz vSechny slozky jsou nulové kromé slozek prislusnych minimélnimu ¢;. Pokud je
vice minimélnich prvku ¢;, optimalni x neni ddno jednoznacné. Napi. pro ¢ = (1,3,1,2) bude
optimalnim feSenim kazdé x = (x1, 0, x3,0) pro 1, x5 > 0 spliujici xq + x3 = 1.

Podle navodu na konstrukci dudlni tlohy dostaneme dudl

max{y e R|yl <c}l=max{yeR|y<¢,i=1,...,n}.

Neboli hleda se nejvétsi cislo y, které je mensi nez vSechna éisla ¢;. Takové ¢islo y se rovna
minimu z ¢isel ¢;. Tedy plati silnd dualita.

Podminky komplementarity tikaji, ze v optimech bude alespon jedno z odpovidajici dvojice
primérni-dudlni omezeni aktivni. Dvojice omezeni ) . z; = 1, y € R splauje podminky kom-
plementarity trivialné. Dvojice omezeni x; > 0, y < ¢; je spliiuje pravé tehdy, kdyz je splnéna
aspon jedna z rovnosti x; = 0, y = ¢;. To znamena:

e Pokud je v dudlu y < ¢;, v primaru musi byt x; = 0. To je ale jasné, protoze y < ¢;

znamena, ze ¢; neni nejmensi ze slozek vektoru ¢ a tudiz (dle uvahy vyse) mu v priméru
nemuzeme piiradit nenulovou vahu z;.

e Obrécené, pokud je v primaru z; > 0, musi byt v dudlu y = ¢;. To je jasné, protoze pokud
jsme v primaru priradili ¢islu ¢; nenulovou vahu, musi byt nejmensi. U

Priiklad 16.7. Z §11.3 vime, ze optimélni argument tulohy

n

n
minz |x — a;| = min{ ZZ’Z
z€R P

i=1
=min{17z|zcR", v €R, —z<1lr—a<z} (16.7)

z €R, x € R, —zigx—aigzi}
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je median z ¢isel aq, . . ., a,. Napiste dudlni ilohu a co nejvice ji zjednoduste. Uvahou naleznéte
optimélni hodnotu primarni a dudlni tlohy a ovérte, ze se (dle silné duality) rovnaji.

Rycly zpusob jak vytvorit dudlni ilohu je podle predpisu v §16.1, to ovsem vyzaduje zkuse-
formu. Primarni a dualni ilohu napiseme v maticovém tvaru, kde zvolime nazvy matic tak, aby
nekolidovaly s (16.7):

min h”u max glv
za podm. Fu>g za podm. v>0
u c R F'v =h

Matice zvolime tak, aby primdrni uloha odpovidala tloze (16.7):

R I I e S M R

Vektor dudlnich proménnych v jsme zaroven rozdélili na dva bloky p, q, odpovidajici blokum
matic F a g. Vyndsobnim matic prepiseme dudlni tlohu do tvaru (ovérte!)

Q) |1"(p—-q)=0,p+q=1,p>0,q>0}

:max{ S ailpi—a)| Y (pi—a)=0,pi+g=1p>0 ¢> 0} (16.8)

i=1 i=1

max{a’ (p

Ulohu (16.8) lze dale zjednodusit substituct
2pi=1+4, 2¢=1-1.

Po této substituci je p; — ¢; = t; a podminka p; + ¢; = 1 je splnéna automaticky. Podminka
>:(pi — @) = 0 odpovidd podmince ). t; = 0. Podminka p; > 0 odpovida ¢, > —1 a podminka
¢; > 0 odpovida t; < 1. Dudlni tdloha s novymi proménnymi t € R"” je tedy

n
max{ E aiti
=1

Primarni dloha (16.7) a dudlni loha (16.9) spolu zdanlivé vibec nesouviseji — avsak podle
silné duality jejich optimalni hodnoty musi byt stejné! Zkusme pochopit, pro¢ tomu tak je.

Nejprve si vSimneme, ze optimélni hodnota primarni tlohy (16.7) se nezméni, posuneme-
li ¢isla aq,...,a, o libovolnou konstantu b € R. To je jasné, nebot’ median x se posune o
stejnou konstantu a je |(x —b) — (a; — b)| = |z — a;|. Totéz plati pro dudlni ilohu (16.9), nebot’
diky podmince ) ., t; = 0 je >_,(a; — b)t; = >, a;t;. Proto bez ztraty obecnosti muzeme zvolit
b = median; a;, neboli posunout body tak, Ze jejich median bude = = 0.

Nyn{ je primarni optimalni hodnota rovna jednoduse ) . |z —a;| = >, |a;|. Protoze kladnych
a zapornych cisel a; je stejny pocet, dudlni uloha nabyva optima v takovém vektoru t, kde
ti=—1proa; <0at; =1proa; >0 (coz spliuje podminku ) . ¢; = 0). Tedy dudlni optimalni
hodnota je také > a;t; =Y. |al. O

> =0, —1§ti§1} — max{a’t |17t =0, -1 <t<1}. (16.9)
=1
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16.4 Cviceni

16.1. Ukazte pro dvojici tloh v §16.1, ze dudl dualu se rovna puvodni tloze.

16.2. Napiste dualni tlohu a podminky komplementarity k nasledujicim tloham. Pokud tloha
neni LP, nejdiive preved’'te na LP (dle §11.1). Vyslednou dudlni tlohu co nejvice zjedno-

VVVVVV

a) mingeg maxj}, |a; — x| (stfed intervalu)
dloha (11.11)
tloha (11.13)

o o

[oW

dopravni problém (11.8)

@

—

)

)

)

) vSechny ulohy ze Cviceni 11.2
) tloha vznikld ve Cviceni 11.8
)

Minyegn max?™, (al'x + b;) (viz §11.1.1)

o=

(%) Pro kazdou tlohu se pokuste nalézt vyznam dualni tilohy, podobné jako v Piikladu 16.6.

16.3. Dokazte bez uziti algoritmu na feseni LP, Zze x = (1,1, 1, 1) je optiméalni feSeni 1lohy

min [47 93 17 —93]x

-1 -6 1 3 -3

-1 -2 7 1 5

za podm. 0 3 —-10 -1 [x< | -8
-6 —11 -2 12 -7

1 6 -1 -3 4

Napovéda a reseni

16.1. Pravou tlohu nejdiive pfevedeme na tvar levé tlohy a pak k ni napiseme dudlni tilohu. Ukazeme
jen pro tvar (16.1):

—min (—=b)’y —max (—c)Tx
za podm. (—AT)y > —c za podm. x>0 (16.10)
y>0 (-A)x < -b

Levé tloha (16.10) je ekvivalentni pravé tloze (16.1), prava uloha (16.10) je ekvivalentni levé
tloze (16.1).

16.2.d) max{ o aipi + Z?:l bigi | pi €R, ¢ €R, pi +qj < ¢j }

16.2.f) Dudl: max{ 321" yidi + X7  yid; | Dy w = a9 i < ma yp < omi, gy > 0
Podminky komplementarity: z;(y; —m;) = 0, 2(y,—m}) = 0, (zi—d;i—2x)y; =0, (2, —d,+xz)y, = 0.
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Kapitola 17

Lagrangeova dualita

Zatimco v §16 jsme odvodili dualitu pro linedrni programovani, zde popiseme zaklad teorie
duality pro obecné optimalizacni tlohy. Dualita v LP se pak bude jevit jako specialni ptipad.

17.1 Minimaxni nerovnost

Pro libovolné mnoziny X a Y a libovolnou funkei L: X x Y — R plati minimaxni nerovnost

min max L(z,y) > maxmin L(z,y) . (17.1)
zeX yey yeY zeX
N— —
F(z) G(y)

Zde predpokladame, Ze vSechna minima a maxima existuji'. V nerovnosti (17.1) nastdvéa rovnost
prave tehdy, kdyz existuje bod (z*,y*) € X x Y takovy, ze

L(z*,y) < L(z",y") < L(z,y") Vee X, yey. (17.2)

Takovému bodu (z*, y*) fikdme sedlovy bod funkce L na X x Y.
Uvedené skutecnosti se snadno dokéazi, podrobné dukazy vynechame. Pro dukaz druhého
tvrzeni je uziteéné si uvédomit, ze podminku (17.2) lze psét jako F(x*) = G(y*).

Piiklad 17.1. Necht' X =Y = {1,2,3,4}.

1 23 4|F(x) 12 3 4|F(x)
1|—1 4 7 4] 7 1—-1 4 7 4| 7
201 4 4 6 —2| 6 21 44 6 —2| 6
3] 153 3| 5 30 10[3 3| 3
41 353 2| 5 4 3 3] 2| 3

Gly)[-1 4 3 =2 Gy)[-1 0 3 =2

Funkce L v levé tabulce nema sedlovy bod a mame min,ex F(x) > maxyey G(y). Funkce L v
pravé tabulce ma sedlovy bod (dokonce dva, v rdmeccich) a mingex F(r) = max,ey G(y). O

'Kdyby ne, mohli bychom min/max nahradit inf/sup a nerovnost by stdle platila.
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17.2 Lagrangeova dudalni uloha

Ke kazdé optimalizaéni tloze (kterou nazyvame primarni) lze sestrojit jinou optimalizaéni ilohu
(nazyvanou dudlni) tak, ze mezi nimi plati vice ¢i méné uzitecné vztahy. Jedna forma duality
se ziskd nasledovneé: chytre zvolime mnoziny X,Y a funkci L tak, aby leva strana minimaxni
nerovnosti (17.1) byla primédrni (tedy puvodni) tloha. Prava strana pak bude dudlni tloha.

Necht’ mnozina X C R”, funkce f: R” — R a zobrazeni g: R” — R™ jsou dany; jak dale
uvidime, reprezentuji primarni tilohu. Zvolme ¥ = R a

L(x,y) = f(x) +y g(x). (17.3)

Podivejme se, jak po této volbé vypada leva strana nerovnosti (17.1), tedy primarni iloha. Je

f(x) kdyz g(x) <0,

174
00 jinak, ( )

F(x) = max L(x,y) = max[f(x) + y' g(x)] = {
yey y>0

kde ‘00’ znaci, ze tloha maxyey L(x,y) je neomezend. Abyste to uvidéli, promyslete si, ze pro

kazdy vektor a € R™ plati

max yTa =
y=0

0 kdyza<0o,
oo jinak.

Po dosazeni (17.4) do levé strany (17.1) tedy

minmax L(x,y) = min{ f(x) [ x € X, g(x) <0}. (17.5)
xeX yeY
Toto je nase primarni tloha. Viimnéme si, jak jsme omezujici podminky g(x) < 0 zahrnuli do
funkce F' za cenu, ze funkce F' muze nabyvat i nekoneénych hodnot.
Nyni se podivejme na dudlni tlohu. Ta zni

max min L(x, y) = max G(y), (17.6)
kde
_ : _ : T
G(y) = min L(x,y) = min[f(x) +y" g(x)]- (17.7)

Presnéjsi tvar dudlni tdlohy neziskdme, dokud nebudeme mit zaddnu primarni lohu (tedy
X, f,g) konkrétnéji. Nyni muzeme fici jen to, ze tloha (17.7) muze byt pro néjaka y neo-
mezend a tedy funkce G nabyvat hodnot —oo. To bude opét reprezentovat omezeni dudlni
ulohy.

Vsimnéte si, ze pro kazdé x je funkce L afinni funkei proménné y. Dle Véty 14.6 je tedy dudlni
funkce G konkavni a tedy dudlni tloha bude maximalizace konkavni funkce, tedy konvexni
uloha. To plati vzdy, i kdyz primarni iiloha neni konvexni.

Préaveé sestrojend tloha (17.6) se nazyva Lagrangeova dudlni tloha k (primérni) uloze (17.5).
Funkce (17.3) se fikd Lagrangeova funkce — v8imnéte si, ze je to ta samd funkce, kterou jste
potkali u metody Lagrangeovych multiplikatoru.
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17.3 Silna dualita

Z nerovnosti (17.1) plyne, ze optimélni hodnota primarni tilohy neni mensi nez optimélni hod-
nota dudlni ulohy. Tato skutecnost je znama jako véta o slabé dualité. Rozdilu mezi primarni
a dudlni optimalni hodnotou se iikd dualitni mezera. Kdyz v nerovnosti (17.1) nastane rov-
nost, jsou si optimalni hodnoty primarni a dualni tlohy rovny neboli dualitni mezera je nulova.
V tom pripadé tikdme, ze pro nasi ulohu plati silna dualita.

Silna dualita muze platit pro velice ruzné tlohy. Uvedeme nyni, ve Vété 17.1, jednu posta-
¢ujici (avsak nikoliv nutnou) podminku, za které plati silnd dualita.

Rekneme, ze funkce g1, ..., gm: R” — R na mnoziné X spliuji Slaterovu podminku, kdyz
existuje vnitini bod x mnoziny X takovy, ze g(x) < 0, neboli

g1(x) <0, ..., gm(x)<0. (17.8)
Pokud je prvnich k& < m funkei g; afinnich, podminku (17.8) lze zmék¢cit na

g1(x) <0, ..., gx(x) <0, gr1(x) <0, ..., gm(x)<O. (17.9)

Véta 17.1. Necht’
e mnozina X C R" je konvexni,
e funkce f: R" - R agy,...,gm: R® = R jsou konvexni na X,
e funkce gy, ..., g, na mnoziné X spliuji Slaterovu podminku.

Pak plati silnd dualita, neboli optimdlni hodnoty iiloh (17.5) a (17.6) jsou si rovny.

Déle uved’'me obdobu véty o komplementarité.

Véta 17.2. Necht’ x € X je optimum primarni ulohy a'y € R je optimum dudlni iilohy a
nastava silna dualita. Pak plati podminky komplementarity

Dikaz. Plati

F(x) = f(x) = G(y) = min[f(x) + yg(x)] < f(x) +y"g(x) < f(x).

x'eX

Druhd rovnost plyne ze silné duality. Tteti rovnost je definice dudlni tlohy. Prvni nerovnost
plyne z definice minima. Druha nerovnost plati, protoze y > 0 a g(x) < 0.

Ale protoze f(x) je na zacatku i na konci fetézce nerovnosti, musi obé nerovnosti byt
rovnostmi, f(x) +y?g(x) = f(x). Z toho plyne

y'g(x) =0. (17.11)

To je ale ekvivalentni podminkdm (17.10), protoze y > 0 a g(x) < 0. O
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17.4 Priklady

Piiklad 17.2. Necht' f(x) = c’x, g(x) = b — Ax, X = R". Priméarn{ tloha je

min max L(x,y) = min{c’x | x € R", Ax >b}. (17.12)
xeER” y>0

Odvod’'me dudlni ulohu. Lagrangeova funkce je

L(x,y) = c'x + yT(b — Ax) = (cT — yTA)X +y'b, (17.13)
tedy
Dualni iloha tedy je

max G(y) = max{b’y |y € R™, ATy =c, y >0} (17.14)

y=>0

To je stejny vysledek, jaky bychom dostali podle navodu v §16.1 na konstrukci dualniho LP.

Konkrétné, primarni a dudlni tloha je dvojice tloh (16.1). O
Piiklad 17.3. Necht' f(x) = c’x, g(x) = b — Ax, X = R’. Primdrn{ tloha je
min max L(x,y) = min{c’x | x € R", Ax >b, x >0}. (17.15)
x€R" y>0

Lagrangeova funkce je (17.13). Je

T k > AT TA>
G(y)zminL(X,y)Z{yb vz et =y A0

x€R™ —oo jinak.
Dualni iloha tedy je
m>a(>)<G(y) =max{ b’y | ATy <c,y >0} (17.16)
y>
To je opét stejny vysledek, jaky bychom dostali podle navodu v §16.1. U

Zatim jsme v primarni tloze uvazovali jen omezeni typu nerovnosti. Omezeni typu rovnosti
g(x) = 0 lze nahradit dvéma omezenimi typu nerovnosti g(x) < 0 a —g(x) < 0. Pak

L(x,y1.y-) = f(x) + yig(x) —ylg(x) = f(x) + (y+ —y-)'8(x) = f(x) +y' g(x), (17.17)

kde jsme oznaciliy =y, —y_. Funkei (17.17) muzeme nyni prejmenovat na L(x,y), kterd ma
stejny tvar jako (17.3). Podminky y,,y_ > 0 se v rozdilu zrusi, tedy y € R™. Ovéfime, ze

F(x) = max L(x,y) = {f(X) kdyz g(x) = 0,

y€ER™ 00 jinak,
tedy primarni tloha je
Eéi)r};%%ii L(x,y) =min{ f(x) | x € X, g(x) =0}, (17.18)
jak jsme chteéli. Dualni uloha je
max Lrél)r(l L(x,y) = max G(y). (17.19)

Vsimnéte si, ze Slaterova podminka nebude platit, kdyz zobrazeni g nebude afinni.
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Priiklad 17.4. Napisme dudlni tdlohu k tloze
min{x’x | x € R", Ax=b}.
Mame X =R" a
Lx,y)=x"x+y"(b—- Ax) =x"x —y"Ax + y'b,
dudlni funkce je tedy

— M e T T T
G(y) = min L(x,y) = min(x'x -y Ax +y b).

Reseni musi spliiovat dL(x,y)/0x = 0, coz did x = ATy /2. Po dosazeni dostaneme

G(y) = L(ATy/2,y) =b"y —y'AATy/4. O

Piiklad 17.5. Resme linedrni program
min{c’x |[x €R", Ax=b, 0 <x<1}.

Duél bychom mohli sestrojit podle navodu v kapitole o dualité v LP. Ale postupujme jinak.
Zvolme Lagrangeovu funkei jako (17.12) a X = {x € R" | 0 < x < 1 }. Dudln{ funkce bude

G(y) = ml)I(l L(x,y) = 0I<ni1<11[(cT —y'A)x +y'b] = bly + 1" max{0, A’y — c}
re <x<

nebot’ Ogligl d’x = min{0,d} = — max{0, —d} (kde min a max se rozumi po slozkich). O

Piiklad 17.6. Resme celociselny linedrn{ program
min{ c’x | x € {0,1}", Ax=b}.

Necht’ Lagrangeova funkce je (17.12) a necht’ X = {0, 1}". Dudlni tiloha je stejnd jako v minu-
lém prikladé. Zde predpoklady Véty 17.1 neplati, protoze mnozina X neni konvexni. Opravdu,
silna dualita u celoc¢iselného programovani obecné neplati. 0

Silna dualita muze nastat (i kdyz spise vyjimecné) i pro nekonvexni tlohu. Jednou takovou
tridou 1loh je libovolné (tedy ne nutné konvexni) QCQP s nejvyse jednim omezenim.

Priklad 17.7. Uloha QCQP
min{ x’Ax | x € R", x'x =1} (17.20)

neni konvexni, pokud matice A neni pozitivné semidefinitni. Reseni ale najdeme snadno pomoci
spektralniho rozkladu:

min x? Ax = min x’ VAV'x = min z"Az = A\, (A).
xTx=1 xTx=1 zT7—1

Ukazeme navic, ze plati silnd dualita. Mame
Lx,y) =x"Ax + y(1 - x"x) = x" (A —yD)x + .
Tedy

Gly) = Y kdyz A — yI je pozitivné semidefinitni,
—o0  jinak.

Ale matice A — yI je pozitivné semidefinitni pravé tehdy, kdyz nejmensi vlastni ¢islo matice
A — yI je nezdporné, neboli (viz Cviceni 6.4) A\pin(A) > y. Duélni dloha tedy je

max{y € R | Anin(A) >y }.

Ta mé ocividné optimélni reseni y = Apin(A). O
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