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1 Uvod

V tomto cviceni se budeme zabyvat aplikaci kvadratického programovani v ekonomii
a sice v uloze, jejimz cilem bude optimalizovat portfolio akcii. Pfedstavme si, Ze
mame urcitou sumu penéz, kterou chceme zhodnotit investovanim do akcii. V tomto
pripadé stojime pred volbou, jakou ¢ast z nasi celkové sumy penéz vlozit do nakupu
konkrétni akcie. Typicky se snazime rozlozit nasi investici tak, abychom pfi co mozna
nejmensim riziku dosahli pozadovaného vynosu. S pouzitim Markowitzova modelu
Ize tuto tlohu vyjadiit jako problém kvadratického programovani.

2 Neformalni popis problému

Predstavme si, ze chceme investovat penize do nakupu akcii. Pro jednoduchost nej-
prve uvazujme, Ze vybirdme jen mezi akciemi dvou (n = 2) hypotetickych spolec-
nosti. Déle pfedpokladejme, Ze nas zajimé investice na dobu 1. mésice. K rozhodnuti
nam pomiize kdyz si spocitame, jaky by byl nas vynos, pokud bychom tuto investici
udélali v predeslych meésicich. Zelena kfivka na obrazku [1] ukazuje priklad vyvoje
cen sledovanych v minulych 7' = 100 mésicich. Z cen akcii si tedy mtzeme spocitat
vynosy v jednotlivych mésicich
Vit — Ui t—1

T = t=2,....,7T, 1=1,2,
Vi, t—1

kde v;; je cena i-té akcie v Case t a 7;; je vynos za obdobi ¢. Vynosy jsou na
obréazku (1| zndzornény cervené. Vynos r; ; udavad pomér ziskanych a investovanych
penéz pokud i-tou akcii v ¢ase t — 1 nakoupime a nasledné, tj. v ¢ase t, prodame.
Napriklad nakoupime-li akcii ¢ v ¢ase ¢t — 1 za 1000 USD, pak prodejem v case t
ziskdme 1000r; ; USD.

Déle se budeme zabyvat klicovou otazkou: Jak nam hodnoty minulych vynosi
mohou pomoci pfi vybéra akcii, do které se vyplati investovat v budoucnosti? Nase
rozhodovani opfeme o dvé statistiky, kterymi jsou vybérovy priamér a smérodatna
odchylka. Vybérovy prumeér vynostu spocteme podle vzorce
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Vybérovy prumér je odhad primeérného, neboli o¢ekavaného vynosu pti dlouhodo-
bém, tj. mnohokrat opakovaném, investovani. Smérodatnou odchylku, respektive
jeji druhou mocninu, spoéteme podle vzorce
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Obréazek 1: Vyvoj ceny akcii 2. hypotetickych spoleénosti a jejich vynos za 100
sledovanych obdobi.



Smeérodatna odchylka udava, jak moc se vynos odchyluje od své primérné hodnoty.
Predpokladejme pro jednoduchost, ze vynosy jsou ndhodné veli¢iny s normalni roz-
délenim. V tomto pfipadé bude vynos i-té akcie lezet v intervalu (7; — &;,7; + 6;) se
zhruba 68% pravdépodobnosti (tj. pomér poctu vynost, které padnou do intervalu
(f; — 64,7 + ;) ku potu v8ech sledovanych vynost, T, se bude s rostoucim T blizit
¢islu 0.68). Smeérodatnou odchylku miizeme tedy vidét jako miru rizika, s jakym se
skutecny vynos bude lisit od toho primérného.

V nasem piikladé z obrazku[l]je 71 = 0.02, 61 = 0.0.1 a 75 = 0.05, 55 = 0.05. To
znamena, ze s velkou pravdépodobnosti pii investici do prvni akcie bude nas vynos
0.02+£0.01 (tj. 24+ 1%) a pfi investici do druhé akcie 0.05+0.05 (tj. 5 £5%). Tudiz
do prvni akcie bude investovat ten, kdo uprednostinuje nizsi vynos, jenz ale dosdhne
s velkou jistotou. Naopak do druhé akcie budeme investovat ten, kdo chce velky
vynos a nevadi mu vyssi nejistota. Je jasné, ze v pripadé kdy jsou primeérné vynosy
obou akcii stejné, budeme vzdy investovat do akcie s nizsi smérodatnou odchylkou.

Kromé nédkupu jen jedné z akcii miizeme rozlozit investovanou ¢astku do obou
soucasné. Zavedeme si vahy x1 a o, které budou udavat pomérnou ¢astku investova-
nou do akcie 1 a 2. To znamend, ze naptiklad z celkové ¢astky 1000 USD investujeme
1000z7 USD do nékupu prvni akcie a 100022 USD do ndkupu druhé akcie. Vahy
nemohou byt libovolna ¢isla, ale musi platit, ze 1 > 0,25 > 0 (uvaZujeme jen na-
kup akeii) a soudasné 1 + x5 = 1 (obé investice daji dohromady celkovou ¢astku).
Pro tuto kombinovanou investici si miiZzeme opét spocitat primérnou hodnotu
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Pz, a2) = T_1 ;(Tl,txl + 1o 4To) = F1x1 + Fog = e,
a smeérodatnou odchylku
1 X
62(:51,;32) =75 ;(rl,txl + oo — 72, 332))2 =z'Vz,

kde @ = (x1,22)T je vektor vah, # = (r1,72)7 je vektor priméri a V € R2*2 je
kovarian¢ni matice
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Vsimnéte si, ze na diagonale kovarian¢éni matice \Y% jsou kvadraty smérodatnych
odchylek 62, i = 1,2. Prvky mimo diagondlu udévaji korelaci, neboli “souvztaz-
nost” obou vynost. Vyznam korelace mtizeme intuitivné chapat takto: (i) pokud je
korelace nulové, pak hodnoty vynost z obou akcii na sobé nezavisi; (i) pii kladné
hodnoté korelace bude s rostoucim vynosem z prvni akcie rist i vynos z té druhé;
(iii) zdporna hodnota korelace pak znamend, Ze riist vynosu z prvni akcie zptsobi
pokles vynosu z té druhé.

V nasem prikladé, kdy pocet akcii je pouze n = 2, mizeme volbou vahy z
v intervalu od 0 do 1 (vdha xo = 1 — x1) vyzkouSet vSechny kombinace pramér-
ného vynosu #(x1,x2) a smérodatné odchylky &(x1,x2). Na zakladé téchto hodnot
pak 1ze vybrat pro nas prijatelny kompromis mezi stfedni hodnotou vynosu a jeho
smérodatnou odchylkou.

V obecném pfipadé, kdy pocet akcii je n > 2, mize existovat nekoneéné mnoho
vah & € R", pfi nichz bude hodnota primérného vynosu stejnd, ale smérodatna
odchylka (riziko) se bude lisit. Vybér takové kombinace vah, kterd pfi daném mi-
nimalnim vynosu zajisti minimalni smérodatnou odchylku, lze vyjadfit jako tlohu
kvadratického programovani. Formalni definice a feSeni obecného pfipadu jsou po-
psané v dalsim odstavci.



3 Markowitztiv model a tilloha hledani optimalniho
portfolia

V tomto odstavci budeme pouzivat nasledujici znaceni:

n pocet akcii z nichZ skladédme portfolio,
x = (21,...,2,)7  vektor vah akcii v portféliu, Y., z; =1, 2; > 0,4 € {1,...,n},
p=(p1,.--.,pn)T  vektor ndhodnych proménnych odpovidajici vinosim ve zvoleném obdobi,

r=(r1,...,mn)T  vektor ocekévanych vimost ve zvoleném obdobf,
Tp minimalni pozadovany vynos,
A% kovarianéni matice vynost.

Jelikoz budouci vynosy z akcii nelze pfesné urcit, modelujeme je jako vektor
nahodnych velicin p. Rozdéleni pravdépodobnosti ndhodného vektoru p lze charak-
terizovat prvnim a druhym momentem, tj. vektorem stfednich hodnot E(p) = r a
kovarianéni matici E((p—7)(p—7)T) = V. Piedpokladejme, ze r a V jsou znamé.

P#i optimalizaci portfolia nés zajimaji dvé kriteria: vynos a riziko. Vynos port-
folia s vahami @ je definovan jako stfedni hodnota celkového vynosu

r(z) = E(imi/}i) =E(z"p)=a"r.

Riziko portfolia x je definovano jako smérodatnd odchylka celkového vynosu o(x),
pro kterou plati

o*(2) = B((@"p - B(2"p))’) =
E@ (p—r)(p—1)"2) = 2"E((p—r)(p—m)")a = 2" Va.

Nasi tlohou je nalezeni takového portfolia «*, tj. rozloZeni finan¢nich prostredki
do nakupu akcii, které zaruéi, Ze vynos r(x*) neni mensi nez zadand mez r, a sou-
Casné, ze riziko o(x*) je minimalni. Tuto tlohu lze vyjadfit jako problém kvadra-
tického programovani:

x* € argminz’ Ve (1la)
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V Matlabu mtzeme problém kvadratického programovani fesit numericky po-
moci funkce quadprog.
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3.1 Odhad parametria modelu

Markowitzv model predpokladéa, ze jak vektor stfednich hodnot r, tak kovarianc¢ni
matice V jsou znamé. Jak jsme si jiz ukazali v odstavci |2} 1ze tyto parametry odhad-
nout z dat, tj. ze zndmych asovych fad vyvoje akcil. Necht {v;; |i=1,...,n,t =
1,...,T} jsou ceny akci ¢ = 1,...,n v Casech t = 1,...,T. Z cen akcii nejprve
spocteme jejich vynosy

Vit — Vit—1

Tip = i=1,...,n, t=2,...,T. (2)
Vi t—1
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Obrazek 2: Zavislost vynosu na riziku.

Ze vzorku vynost {r;; |i=1,...,n,t = 2,...,T} pak mizeme odhadnout para-
metry (r, V) pomoci vybérového priméru a vybérové kovariancéni matice
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V praxi pak pfedpokladame, ze se nedopustime velké chyby pokud polozime r; = 7,
it=1,...,naV;=Vi;,i=1,...,n,5=1,...,n

3.2 Data

V nasem pfipadé budeme planovat investici do akcii 10. spolecnosti, které se obcho-
duji na americké burze B Konkrétné budeme uvazovat tyto spolecnosti: 1. Activi-
sion, 2. Amazon, 3. Apple, 4. Cisco, 5. Dell, 6. Human Genome, 7. Intel, 8. Microsoft,
9. Oracle a 10. Yahoo.

Budeme se zajimat o mési¢ni vynosy z akcii. Pro odhad parametri modelu
pouzijeme ceny akcii v obdobi od ledna 1998 do cervence 2007 odecitané vzdy
zacatkem mésice. Vsechny ceny jsou uvedené v USD a jsou v nich jiz zapocitané
dividendy.

Uéinnost Makowitzova modelu ovéfime na vjvoji akcii od srpna do prosince
roku 2007. To znamen4, ze zacatkem cCervence nakoupime akcie podle nami nalezené
optimélni strategie a budeme sledovat nas vynos ve zbytku roku.

3.3 Statisticka interpretace

Pro uplnost jesté uvedeme statistickou interpretaci vynosu a rizika. Informace uve-
dena v tomto odstavci vSak neni nezbytna k vypracovani tlohy, ale pomuze ji 1épe
pochopit.

IData jsou stazena z http://finance.yahoo.com/


http://finance.yahoo.com/

Vimos 7(x) a riziko o(x) popisuji ndhodnou veli¢inu p = x”p, jejiz hodnota
udava celkovy vynos. Konkrétni realizaci ndhodné veliciny p oznacime pismenem
r’. Za predpokladu, Ze p m4 normalni (gaussovské) rozdéleni, sta¢i znalost r(x) a
p(x) k jeho plnému popisu, tj.

(), 0% (x S S exp [ —
P NGir(a).oa) = e

Z rozdéleni N (r';r(zx),0%(x)) lze spoditat pravdépodobnost ndhodnjch jevi, které
nas v této aplikaci zajimaji. Napiiklad mtzeme spocitat pravdépodobnost, ze cel-
kovy vynos p bude mensi nez néjaka zvolena hodnota 6

(- —r(w))?) |
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0
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Hodnotu integralu Ize v Matlabu spocitat pomoci funkce

P = cdf (’Normal’,theta, r,sigma”2)

4 Ukoly k vypracovani

1. Stahnéte si soubor http://cmp.felk.cvut.cz/cmp/courses/0OPT/cviceni/
10/akcie.mat. Soubor obsahuje:

AkcieOdhad [115x10] Matice obsahujici ceny (USD) akcii 10. spole¢nosti
sledovanych v obdobi od ledna 1998 do cervence 2007, tj. za 115 mésicti.
Tyto data pouzijte pro odhad parametri Markowitzova modelu. Data
jsou ulozena tak, ze AkcieOdhad(1,:) je vektor cen akcii z Cervence
2007 a AkcieOdhad(end, :) jsou ceny z ledna 1998.

AkcieTest [5x10] Matice obsahujici ceny (USD) akcii v obdobi od srpna
2007 do prosince 2007. Tyto data pouzijte k otestovani nalezeného rozlo-
zeni portfolia. Data jsou ulozena tak, ze AkcieTest (1, :) jsou ceny akcii
ze srpna 2007 a AkcieTest(end, :) ceny z prosince 2007.

Spolecnost {1x10 string} Jména spolecnosti v pofadi, které odpovida
uloZeni cen akcii v maticich AkcieOdhad a AkcieTest.

DatumOdhad [115x1 string] Data k nimz se vztahuji ceny akcii pouzitych
pro odhad modelu.

DatumTest [5x1 string] Data k nimz se vztahuji ceny akcii pouzitjch pro
testovani.

2. S pouzitim vzorct , a odhadnéte parametry Markowitzova modelu
z dat AkcieOdhad.

3. Interpretujte vyznam omezujicich podminek problému .

4. Jak by se zménila formulace problému , pokud bychom chtéli investovat do
kazdé akcie maximalné 30% z celkové hodnoty portfolia ?

5. Vyfteste tlohu pro 7, zadané v intervalu

r_p = [MinRp : (MaxRp-MinRp)/50 : MaxRp ]


http://cmp.felk.cvut.cz/cmp/courses/OPT/cviceni/10/akcie.mat
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kde MinRp = min(r), MaxRp = max(r) a r je odhadnuty vektor stfednich
hodnot. Pro takto spoctend rozlozeni portfolia & vyneste do grafu hodnoty
vimosu r(z) arizika o (). Méli by jste ziskat kiivku podobnou té na obrézku 2}

K feseni problému kvadratického programovani pouzijte funkci quadprog .
6. Simulujte skute¢ny vynos portfolia ziskaného feSenim tlohy (/1) pii r, = 0.037.
Uvazujte nakup akcii za cenu z Cervence 2007, tj. za hodnoty AkcieOdhad(1,:).

Do grafu vyneste celkovy vynos (vztaZeny k investici v éervenci 2007) z cen
akcii od srpna 2007 do prosince 2007, které jsou ulozeny v matici AkcieTest.

Pro srovnani zobrazte vynosy ziskané pfi:

(a) Rovnomérném rozloZeni portfolia, tj. z; = %, i=1,...,n.

(b) Investici do akcii s nejvétsim ocekdvanym, tj. z; =0, # j a z; = 1, kde
Jj = argmaxr;.
i=1,...,n

5 Bonusové ulohy

1. Dokazte, ze kovarian¢ni matice V je vzdy pozitivné semidefinitni a tudiz, Ze
problém je konvexni.

2. Uvazujte situaci kdy kromé investice do n akcii mdme navic moznost investo-
vat 1 do bezrizikového aktiva s vynosem rg. Napf. mizeme nase penize ulozit
do banky s garantovanym trokem 7. Pro takto modifikovany problém pie-
formulujte Glohu .
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