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Uvod

V tomto cviceni se budeme zabyvat aplikaci kvadratického programovani v ekonomii
a sice v uloze, jejimz cilem bude nalézt optimélni portfolio akcii. Pfedstavme si,
7ze mate urcitou sumu penéz, kterou chcete zhodnotit investovanim do akcii. V
tomto pripadé stojime pied volbou jakou cast z nasi celkové sumy pénez vlozit do
nakupu konkrétni akcie. Typicky se snazime investovat tak, abychom pfi co mozna
nejmensim riziku dosahli pozadovaného vynosu. S pouzitim Markowitzova modelu
lze tuto tlohu vyjadiit jako problém kvadratického programovani.

Markowitzuv model

Definice ulohy
Zavedme si nasledujici znacéeni:

n  pocet akcii z nichz skladame portfolio,

x; vaha i-té akcie v portfoliu, i € {1,...,n},
pi ndhodny vynos i-té akcie ve zvoleném obdobi, i € {1,...,n},
r; oGekdvany vynos i-té akcie ve zvoleném obdobi, i € {1,...,n},

rp  minimalni pozadovany vynos .

Vektor vah ozna¢ime ¢ = (21, ..., z,)” avektor ndhodnych vynost p = (p1,...,pn)T.
Vektor & udavd pomérnou sumu penéz investovanych do jednotlivych akcii. Jelikoz
budouci vynosy z akcii nelze pfesné urcit, modeluji se zde pomoci vektoru na-
hodnych veli¢in p. Rozdéleni ndhodného vektoru p je charakterizovano prvnim a
druhym momentem, tj. vektorem stfednich hodnot E(p) = » = (r1,...,7,)" a
kovarianéni matici E((p —7)(p —7)T) = V.

Pfi optimalizaci portfolia nés zajimaji dvé kriteria: vynos a riziko. Vynos port-
folia s vahami x je definovan jako stfedni hodnota celkového vynosu

r(x) = E<lep7) = Zmiri =rTx.
i=1 i=1

Riziko portfolia x je definovéno jako smérodatna odchylka celkovaho vynosu o (),
pro kterou plati

o*(z)=E((z"p—2"r)?) = Z inasjvw =2V

i=1 j=1

Typickou tlohou postavenou na Markowitzové modelu, je hledani takového port-
folia «*, tj. rozlozni finan¢nich prostfedki do nakupu akcii, které zaruci, Ze vynos
r(x*) neni mensi nez zadand mez r, a sou¢asné riziko o(x*) je minimalni. Takto
definovanou ulohu lze vyjadrit jako problém kvadratického programovani:
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Matlabu lze problém kvadratického programovani fesit pomoci funkce quadprog.
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Odhad parametra modelu

Markowitziav model predpoklada, Ze jak vektor stfednich hodnot 7, tak kovarianéni
matice V jsou znamé. V praxi se tyto parametry odhaduji z ¢asovych fad vyvoje

akci. Necht {v;; | i=1,...,n,t =1,...,T} jsou ceny akci i = 1,...,n v Casech
t=1,...,T. Z cen akcii mizeme spocitat jejich vynosy
Vit — Vit
rog =L =1, t=2,...,T. (2)
Vi, t—1
Ze vzorku vynosi {r;; | i =1,...,n,t =1,...,T} pak muzeme odhadnout parame-

try (r, V) ndhodného rozdeléni veli¢in p pomoci vybérového priumeéru a kovarianéni
matice

1 T

= ﬁzri,t, i=1,...,n, (3)
t=2
1 T

Vvi’j = ﬁ (’I“i7t—7“i)(’l“j7t—’r'j), i=1,...,n,j:1,...,n. (4)
t=2

Data V nasem pripadé budeme planovat investici do 10 spolecnosti, které se ob-
choduji na americké burzeﬂ Konkrétné budeme uvazovat tyto spolecnosti: 1. Activi-
sion, 2. Amazon, 3. Apple, 4. Cisco, 5. Dell, 6. Human Genome, 7. Intel, 8. Microsoft,
9. Oracle a 10. Yahoo.

Budeme se zajimat o mési¢ni vynosy z akcii. Pro odhad parametri modelu
pouzijeme ceny akcii v obdobi od ledna 1998 do cervence 2007 odecitané vzdy
zeCatkem mésice. VSechny ceny jsou uvedené v USD a jsou v nich jiz zapocitané
dividendy.

Ué¢innost Makowitzova modelu ovéiime na vyvoji akcii od srpna do prosince
roku 2007. To znamen3, ze zacatkem Cervence nakoupime akcie podle nami nalezené
optimélni strategie a budeme sledovat nas vynos ve zbytku roku.

Statisticka interpretace

vvvvv

tento neni nezbytna k vypracovani tlohy
Vimos 7(x) a riziko o(zx) popisuji ndhodnou veli¢inu p = x”'p, jejiz nodnota
udavé celkovy vynos. Konkrétni realizaci ndhodné veli¢iny p oznacime pismenem

IData jsou stazena z http://finance.yahoo.com/
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Obrazek 1: Zavislost vynosu na riziku.

r’. Za predpokladu, Ze p m4 normalni (gaussovské) rozdéleni, sta¢i znalost r(x) a
p(x) k jeho plnému popisu, tj.

1 (r' —r(x))?
~N(';r(x),0(x)) = ————exp (— :
P N (@), ote) =~ o
Z rozdéleni N (r';r(x),0%(x)) lze spocitat pravdépodobnost ndhodnych jevi, které
nas v této aplikaci zajimaji. Napfiklad mtzeme spocitat pravdépodobnost, ze cel-
kovy vynos p bude mensi nez néjaka zvolena hondota 6

6
Plp<6) = [ NG r(x), 0% (z))dr’ . (5)

Hodnotu integralu Ize v Matlabu spocitat pomoci funkce

P = cdf (’Normal’,theta, r,sigma2)

Ukoly k vypracovani

1. Stahnéte si soubor http://cmp.felk.cvut.cz/cmp/courses/0PT/cviceni/
10/akcie.mat. Soubor obsahuje:

AkcieOdhad [115x10] Matice obsahujici ceny (USD) akcii v obdobi od ledna
1998 do cervence 2007. Tyto data pouzijte pro odhad parametria Mar-
kowitzova modelu. Napi. AkcieOdhad (1, :) je vektor cen akcii z Cervence
2007 a AkcieOdhad(end, :) jsou ceny z ledna 1998.

AkcieTest [5x10] Matice obsahujici ceny (USD) akcii v obdobi od srpna
2007 do prosince 2007. Tyto data pouzijte k otestovani nalezeného roz-
loZeni portfolia.

Spolecnost {1x10 string} Jména spoleCnosti v poradi, které odpovida
ulozeni cen akcii v maticich AkcieOdhad a AkcieTest.


http://cmp.felk.cvut.cz/cmp/courses/OPT/cviceni/10/akcie.mat
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DatumOdhad [115x1 string] Data k nimz se vztahuji ceny akcii pouzitych
pro odhad modelu.

DatumTest [56x1 string] Data k nimz se vztahuji ceny akcii pouzitych pro
testovani.

2. S pouzijtim vzorcl , a odhadnéte parametry Markowitzova modelu
z dat AkcieOdhad.

3. Interpretujte vyznam omezujicich podminek problému .

4. Jak by se zménila formulace problému , pokud bychom chtéli investovat do
kazdé akcie maximalné 30% z celkové hodnoty portfolia ?

5. Vyfteste tlohu (1)) pro r, zadané v intevalu

r_p = [MinRp : (MaxRp-MinRp)/50 : MaxRp ]

kde MinRp = min(r), MaxRp = max(r) a r je odhadnuty vektor stfednich
hodnot. Pro takto spoctend rozlozeni portfolia @ vyneste do grafu hodnoty
vimosu r(z) arizika o (). Méli by jste ziskat kiivku podobnou té na obrézkul[i}

K feseni problému kvadratického programovani pouzijte funci quadprog .

6. Simulujte skute¢ny vynos portfolia ziskaného fesenim tlohy (/1) piir, = 0.037.
Uvazujte nakup akcii za cenu z Cervence 2007, tj. za hodnoty AkciiOdhad(1,:).
Do grafu vyneste celkovy vynos (vztazeny k investici v éervenci 2007) z cen
akcii od srpna 2007 do prosince 2007, které jsou ulozeny v matici AkcieTest.

Pro srovnani zobrazte vynosy ziskané pfi:

(a) Rovnomérném rozlozeni portfolia, tj. x; = %, i=1,...,n.

(b) Investici do akcii s nejvétsim ocekdvanym, tj. z; =0, ¢ # j a 2; = 1, kde
Jj = argmaxr;.
i=1,...,n

Bonusové ulohy

1. Dokazte, Ze kovarian¢ni matice V je vidy pozitivné semidefinitni a tudiz, Ze
problém je konvexni.

2. Uvazujte situaci kdy kromé investice do n akcii méme navic moznost inves-
tovat i do bezrizikového aktiva se vynosem ry. Napf. mizeme naSe penize
ulozit do banky s garantovanym trokem 7. Pro takto modifikovany problém
preformulujte tlohu .
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