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Uvod
Méjme soustavu linearnich rovnic
Ax=b, (1)

kde A € R™ ™ je zadand matice, b € R" je zadany vector a * € R™ je vektor
proménnych. Metoda nejmensich ¢tvercii (least squares method) se pouziva k nale-
zeni vektoru x, ktery nejlépe vyhovuje soustavé v pfipadé, kdy (pfesné) Feseni
této soustavy neexistuje. Kvalita feSeni x je definovana jako kvadrat euklidovské
vzdéalenosti mezi vektory Ax a b, tj. kriteridlni funkce je

F(z) = |Az —b|]> =) (aix —b;)* =" A"Az — 26" Az + b"b,

=1

kde a; znadi i-ty radek matice A a b; je i-td soufadnice vektoru b. Vektor & je
feSenim soustavy ve smyslu nejmensich étverct (least square solution), pokud
je FeSenim optimalizac¢niho problému

in F(x). 2

Inin F(x) (2)

Problém [2] vyzaduje minimalizaci konvexni kvadratické funkce bez omezeni. Kon-

vexita kvadratické funkce F(x) plyne z toho, 7e matice AT A je pozitivni definitni

(dikaz viz. tlohy). Diky tomu muZeme pfevést FeSeni na hledani stacionarniho
bodu funkce F'(x). Tento problém vede na feseni soustavy linedrnich rovnic

OF (x)
ox

=2ATAz -2ATb=0. (3)

s

Pokud je matice AT A invertovatelna, pak FeSeni soustavy , a tim i feSeni pro-
blému , spocteme podle vztahu

&= (ATA) ' ATb. (4)

Reseni v Matlabu Pokud existuje, lze inverzi matice AT A spoéitat pomoci p¥i-
kazu inv(A’*A), a po dosazeni do vzorce pak ziskdme hledané feseni problému
nejmensich ¢tverct

x = inv(A’*A)*A’*b

Druhou moznosti je pouZit operaci maticového déleni (mldivide nebo jen \),
ktera je v Matlabu implementovana. V tomto pfipadé ziskdme feseni problému
nejmensich ¢tverct pouzitim prikazu



Mzda M (t) [K¢] 11,941 13,227 | 12,963 14717 | ... | 22,282 | 24,448

Obdobi ¢ [rok] 2000.00 | 2000.25 | 2000.50 | 2000.75 | ... | 2008.50 | 2008.75

Tabulka 1: Vybrané hodnoty z asové fady popisujici vivoj PHM v ¢ase. Casovy§
udaj je ve formétu t = rok + (kvartal — 1) /4, kde rok € {2000, ...,2008} a kvartal €
{1,2,3,4}.

x = A\b

Druhy zpusob feSeni je numericky stabilnéjsi nez prvni, ktery vyzaduje vypocet
inverzni matice. Navic algoritmus pro maticové déleni funguje i v pfipad€, ze matice
ATA je singularni.

Reseni soustavy linearnich rovnic metodou nejmensich étverct je jadrem velkého
mnozstvi aplikaci. My si tuto metodu procvi¢ime na dvou jednoduchych ptikladech.

Predikce praumérné hrubé mzdy
Graf|l| ukazuje vyvoj primérné hrubé mzdy (PHM) v Ceské republice v obdobi od

roku 2000 do roku 2008 E Pro ilustraci jsou nékteré hodnoty z grafu [1| uvedeny v
tabulce [1l

25000

O vstupni data
—— odhadnuta linearni funkce o

20000

15000

Hruba prumerna mzda

1000 1 1 1 1
2%00 2002 2004 2006 2008 2010

Obdobi

Obrazek 1: Modré body odpovidaji pramérné hrubé mzdé métrené ve vSech kvar-
talech let 2000 az 2008. Cervena piimka je odhadnuta z dat metodou nejmensich
Ctverct.

Nasim cilem bude predikovat hodnotu PHM ve druhém kvartalu roku 2009, tj.
v obdobi pro néz neméte tdaje o PHM k dispozici. Ulohu vyfesime tak, Ze nejprve
nalezneme funkci, kterd co nejlépe odpovidd zadanym tdajim o PHD. Nalezenou
funkci nasledné pouzijeme pro odhad PHD v poZzadované dobé. Z obrazku|l|je vidét,
ze trend PHM v zavislosti na Case je témér linearni. Tudiz budeme hledat linearni

1Data byla stazena ze stranek Ceského statistického tiadu www.czso.cz/


www.czso.cz/

funkci

M(t) :IQ+I’1t, (5)
kde M (t) je odhad HPM v ¢ase t a g, z1 € R jsou nezndmé parametry. Parametry
(20, 21) uréime z dat metodou nejmensich ¢tvercti. Nase data (viz. graf[l]a tabulkal[l))
je mnozina {(M(t1),t1),..., (M(t,),t,)} obsahuji n dvojic (HPM, ¢as). Parametry
(20, x1) nalezneme tak, aby soucet kvadratl odchylek skuteéné a odhadnuté mzdy
byl v zadanych bodech minimélni. To znamené, Ze budeme minimalizovat funkci

n n

Fleoea) = 3 (W0t~ M) = 3 (o +ats — M(t2))*

=1 =1

Tato tloha odpovida feseni soustavy linearnich rovnic Ax = b metodou nejmensich
Ctverci, kde

1t M (ty)

1t M(ts)

A= ’ , T = ( o ) , b= . ’
X .

1 ¢, M(ty)

Ukoly k vypracovani

1. Stahnéte si textovy soubor http://cmp.felk.cvut.cz/cmp/courses/0PT/
cviceni/06/mzdy.txt. Najhrajte data do Matlabu pomoci prikazii:

Data = load(’mzdy.txt’,’-ascii’);
Rok = Data(:,1);
Mzdy = Data(:,2);

2. Pouzijte metodu nejmensich ¢tverct k odhadu parametrt linedrni funkce (5)) z
dat nahranych v bodé 1. Do jednoho grafu zobrazte vstupni data a odhadnutou
funkci.

3. Pouzijte odhadnutou funkci k pfedpovédi HPM ve druhém kvartalu roku 2009.
Pro porovnani, skutecnd hodnota HPM v tomto kvartalu byla 23,664 K¢.

4. Pro odhadnuté parametry spoctéte hodnotu kriteridlni funkce F'(zg,x1). Jakd
je graficka interpretace této hodnoty?

5. Dokazte, ze matice AT A je pozitivné semi-definitni pro libovolnou A € R™*™,

Interpolace denni teploty ve Svatotiovicichf]

Predstavte si, Ze pracujete na meteorologické stanice ve Svatonovicich (http://www.
meteosvatonovice.unas.cz). Od Vaseho kolegy meteorologa jste ziskali méfeni
prameérné denni teploty od roku 2005 do roku 2007. Vas kolega neprovadél mefeni
kazdy den, ale jen jednou za mésic. Konkrétné méril teplotu pokazdé 15. dne v
mésici. Naméfené teploty jsou vyneseny v grafu [2] a vybrané hodnoty jsou pro
ilustraci uvedeny v tabulce

Vasim tkolem je odhadnout, jaka byla teplota i v ostanich dnech, pro néz neni
méfeni k dispozici. Tuto tlohu vyfeSime tak, Ze opét prolozime (interpolujeme)

2Myslenka piikladu pievzata z Steve Schaffer: Case-study Least-Square solutions http://
infohost.nmt.edu/ " schaffer/www_prevclasses/M254/14_LeastSqs/
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Obrazek 2: Modré body znac¢i priumérné denni teploty mefené na meteorologické
stanici ve Svatoniovocich mezi roky 2005 az 2007. Méteni provadéno vzdy 15. dne v
mésici. Den 0 odpovida datu 1.1.2005. Cerven kiivka je odhadnuta z naméfenych
hodnot metodou nejmensich ¢tverct.

Teplota T'(t) [st. Celsia] || -1.00 | -4.75 | 0.25 | 12.25 | ... | -1.63 | -1.88
Obdobi ¢ [den] 14 46 74 105 | ... | 1029 | 1059

Tabulka 2: Vybrané hodnoty z ¢asové fady popisujici vyvoj pramérné denni teploty
méfené na meteorologické stanici ve Svatonovocich mezi roky 2005 az 2007. Méfeni
provadéno vzdy 15. dne v mésici. Den 0 odpovida datu 1.1.2005.

mnozinu naméfenych teplot funkci, kterou pak lze pouzit k dopocitani hodnot v
bodech, kde méfeni nemame k dispozici.

Z grafu [2| je jasné vidét, ze zavislost teploty na c¢ase neni v zddném pripadé
linearni jako tomu bylo v predeslé tloze. Naopak, tato zavislost je silné nelinearni a
je vidét, Ze se teplota méni cyklicky s periodou jednoho roku (tj. kazdych 365 dni).
Jako mnohem rozumnéjsi se tedy naptiklad jevi funkce

. 2wt 2t
T(t) = xo + x1t + z2 sin (32-5> + x3 o8 (32{)) , (6)
kde T(t) je odhadovand teplota v Case t a zg,...,x3 € R jsou neznamé parame-

try. Pro¢ je vhodné pouzit zrovna funkci tohoto tvaru ukédzZeme, respektive Vy si
dokézete, v tloze popsané dale. Pro ted berme tvar funkce jako dany a zabyvejme
se pouze nalezenim neznamych parametr (zo, ..., x3). Budeme opét hledat takové
parametry, pti nichz bude funkce T(t) co nejvice odpovidat naméfenym hodnotam
{(T(t1),t1), ..., (T(tn), tn)} (viz. graf [J] a tabulka [2). A opét pouZijeme metodu



nejmensich ¢étvercty, tj. chee nalézt parametry (xo, . .., x3), které minimalizuji funkci

n

F(zg,...,x3) = Z (T(tz) - T(ti))2

i=1
n

= Z xo + T1t; + To sin 2mt; + x3 cos 2t —T(t;) i
B oI 365 ’ 365 v

=1

Jak je vidét, i tento problém je ekvivalentni s tlohou feSeni soustavy linearnich
rovnic Ax = b metodou nejmensich ¢tverct, kde

Ion o sin(2) cos (252) o )
ao |t omE) @ (W), @
: i) .

14, sin(2£5”) COS(%;WJ;’) T3 T(tn)

Ukoly k vypracovani

1. Stadhnéte si textovy soubor http://cmp.felk.cvut.cz/cmp/courses/0PT/
cviceni/06/teplota.txt. Najhrajte data do Matlabu pomoci ptikazii:

Data = load(’teplota.txt’,’-ascii’);
Den = Data(:,1);
Teplota = Data(:,2);

2. Pouzijte metodu nejmensich ¢tverci k odhadu parametrt funkce @ z dat
nahranych v bodé 1. Do jednoho grafu zobrazte vstupni data a odhadnutou
funkeci.

3. Pro odhadnuté parametry spoctéte hodnotu kriteridlni funkce F(zo,...,x3).
Jaka je graficka interpretace této hodnoty?

4. 7 grafu 2] je vidét, ze zavislost naméFenych teplot zhruba odpovida sinusoidé
superponované na linearni funkci

N . 21t
G(t) =7%Yo +y1t+Asm <365 + QS) .

Linearni funkce yg + y1t modeluje sklon sinusoidy dany napft. globalnim otep-
lovanim. Perioda sinusosidy je oc¢ividné 365 dni, zatimco jeji amplituda A a
faze ¢ jsou nezndmé. Nezndmé parametery jsou tedy ¢isla yo,y1,4 € R a
¢ € (0,27]. Metodu (linedrnich) nejmensich étvercti popsanou vyse nelze pro
takto definovanou funkci pouzit, protoze hodnota odhadované funkce zavisi
na parametru ¢ nelinedrné. My jsme namisto funkce é’(t), pouzili funkei 7' (1),
definovanou rovnici @, ktera zavisi na vSech svych parametrech linearné. Fi-
tovani funkce T(t) lze ospravedlnit tim, Ze pro kazdou ¢tvefici (yo,y1, 4, @)
existuje ¢tvefice (zg,...,x3) takovd, Ze obé funkce jsou shodné, tj. Ze plati
T(t) = G(t), vt € R. Vasim tkolem je toto tvrzeni dokazat. Napovéda: vzpo-
merite si, jak lze zapsat sin(a + ).

5. Uvazujme kvadratickou funkci

1
flx) = inHw +zTec,
kde x € R™ je vektor nezavislych proménnych a H € R"*™, ¢ € R" jsou
parametry funkce. Lze pouzit metodu nejmensich ¢tverci k odhadu parametra
(H, ¢) ? Pokud ano, jak?
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