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Dualita a jej́ı interpretace

Úvod

V tomto cvičeńı si ukážeme vztah mezi primárńı a duálńı úlohou linearńıho programováńı.
Uvid́ıme, že primárńı a duálńı úloha jsou komplementárńı. Duálńı úloha může být někdy jed-
nodušš́ı k vyřešeńı a také mnohdy poskytuje jiný náhled na zadaný problém. Vše budeme
demonstrovat na úloze ε-necitlivého prokládáńı př́ımky množinou bod̊u v rovině.

Pro ilustraci výše uvedených pojmů uvažujme matici A (o rozměru m × n) a vektory b
(m× 1) a c (n× 1). K primárńı úloze

min
{
cTx |Ax ≥ b,x ≥ 0

}
je duálńı úlohou

max
{
bTy |ATy ≤ c,y ≥ 0

}
.

Všimněte si, že v prvńım př́ıpadě máme m omezeńı v n-dimenzionálńım prostoru, zat́ımco ve
druhém př́ıpadě n omezeńı v m-dimenzionálńım prostoru.

ε-necitlivé prokládáńı lineárńı funkce množinou bod̊u

ε-necitlivé prokládáńı př́ımky množinou bod̊u je alternativa k minimaxńımu prokládáńı, se
kterým jste se již na cvičeńı setkali. Mějme množinu T = {(x1, y1), . . . , (xm, ym)} ∈ (R × R)m

a hledejme lineárńı fukci
fa,b(x) = ax+ b,

která nejlépe aproximuje body v T . Oproti minimaxńımu prokládáńı zvoĺıme nyńı jiné kritérium,
založené na ε-necitlivé ztrátové funkci H : R× R→ R, kde

H(x, ε) = max{|x| − ε, 0}.

Na hodnotu ε > 0 se d́ıvejme v daľśım textu jako na předem určený, fixńı parametr. Funkci
H použijeme k penalizaci y-ových vzdálenost́ı bod̊u od proložené př́ımky. Kriteriálńı funkci
definujeme jako součet penalizaćı přes všechny body v T . Řeš́ıme tedy úlohu

(a∗, b∗) ∈ argmin
a,b∈R

m∑
i=1

H (axi + b− yi, ε) . (1)

Všimněme si, že penalizace bodu je nulová, pokud bod lež́ı v ε-ovém pásu kolem proložené
př́ımky. Pokud lež́ı mimo tento pás, je penalizace rovna y-ové vzdálenosti od hranice pásu.

Úlohu 1 převedeme na úlohu lineárńıho programováńı následuj́ıćım zp̊usobem:

(a∗, b∗) ∈ argmin
a,b,λi∈R

m∑
i=1

λi (2)

axi + b− yi ≤ λi + ε i = 1, . . . ,m
−axi − b+ yi ≤ λi + ε i = 1, . . . ,m

λi ≥ 0 i = 1, . . . ,m
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Úkoly k vypracováńı

1. Vygenerujte 100 bod̊u v rovině tak, aby jejich x-ové souřadnice měly uniformńı rozděleńı
(funkce rand) a jejich y-ová vzálenost od určité (vámi zvolené) př́ımky p měla normálńı
rozděleńı (funkce randn). Dále zvolte vhodně parametr ε tak, aby alespoň 30% bod̊u
leželo uvnitř ε-ového pásu kolem p a alespoň 30% bod̊u vně pásu.

2. Dokažte, že převod úlohy ε-necitlivého prokládáńı ze tvaru (1) na tvar (2) je skutečně
korektńı.

3. Vyřešte (primárńı) úlohu lineárńıho programováńı, která vyjadřuje problém ε-necitlivého
prokládáńı pro vygenerované T a ε. Použijte funkci MATLABu linprog (převed’te nej-
prve všechna omezeńı př́ıpustné množiny na tvar Ax ≤ b). Vizualizujte nalezenou př́ımku
a ε-pás. Vykreslete také pomocnou př́ımku p z předchoźıho úkolu, kolem které jste body
vygenerovali.

4. Zformulujte a vyřešte duálńı úlohu k úloze ε-necitlivého prokládáńı. Ověřte platnost Silné
věty o dualitě pro tento konkrétńı problém.

5. Vizualizujte vektor řešeńı duálńı úlohy a slovně interpretujte výsledek. Demonstrujte
platnost podmı́nek komplementarity (viz Slabá věta o dualitě).
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