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Uvod

V tomto cviceni si vyzkousime linedrniho programovani na dvou jednoduchych tlo-
héch. V prvni tloze budeme hledat optimalni strategii, kterd nam zaruéi jistou
vyhru v kurzovém sézeni. V druhé tiloze se budeme zabyvat prokladdnim (fitova-
nim) linedrni funkce mnozinou bodi, coz je jedna z ¢astych tloh v inZengrské praxi.
Na druhou tlohu budeme navazovat v dalsich cvicenich.

Uloha 1: Jista vyhra

15. srpna roku 2009 se v ramci ¢tvrtého kola fotbalové Gambrinus ligy konalo utkani
mezi Spartou Praha (doméci) a Kladnem (hosté). Jistd sdzkova kanceldf vypsala
na vysledek utkani nasledujici kurzy:

uddlost || 1 |10 |0 [02 |2
kurz || 1.27 | 1.02 | 4.70 | 3.09 | 9.00

Tabulka 1: Kurzy vypsané na fotbalové utkani Sparta Praha versus Kladno.

Prvni fadek tabulky (1] oznacuje tyto udélosti: 1..vyhra doméacich, 10.. vyhra
domécich nebo remiza, 0..remiza, 02... remiza nebo vyhra hostil, 2..vyhra hosti.
Druhy radek je kurz vypsany na danou udélost. Sazkova kancelaf umoznuje kaz-
dému sazejicimu uzavirat sazky na libovolnou kombinaci udélosti (napt. lze souc¢asné
vsadit na vitézstvi Sparty i Kladna).

V ramci své marketingové strategie nabizi sazkova kancelaf sizejicim jednora-
zovy bonus ve vy$i 50% z vlozené ¢astky a to az do vyse 1000 korun. Bonus nelze
vybrat pfimo, ale lze ho pouzit k sazeni. To znamenad, Ze pokud napiiklad sazejici
vlozi svych 2000 korun, pfidda mu sazkova kancelar bonus 1000 korun. Sazejici pak
miize prosazet celkem 2000 + 1000 = 3000 korun.

Je spousta strategii jak sazet. Jedna z moznosti je sazet tak, abychom maxi-
malizovali jistou vyhru. Jistd vyhra je takova, kterou dostaneme bez ohledu na
vysledek utkani, ktery je (nebo by alespoil mél byt) neznamy. Jinymi slovy jista
vyhra je to samé co minimélni moZna vyhra. Uvedme si jednoduchy piiklad, na
kterém demonstrujeme pojem jisté vyhry. Predpokladejme, Ze vsadime celych 3000
korun (nasich 2000 + 1000 bonus) na vyhru Kladna. V tomto pfipadé je jista vy-
hra 0 korun, které “dostaneme” pokud vyhraje Sparta nebo pokud bude remiza.
Je ocividné, Zze k tomu abychom zajistili nenulovou jistou vyhru, musime pokryt
néjakou ¢astkou kazdy z moznych vysledkti daného utkani. Prvni co nas napadne
je vsadit 3000 korun rovnomérné na vsechny udélosti, tj. 3000/5 = 600 korun na
kazdou udélost vypsanou sazkovou kancelari. V tomto pfipadé bude hodnota jisté
vyhry 600 x (1.27 + 1.02) = 1374 korun, které dostaneme pokud vyhraje Sparta



(ovéite si, Ze ve vSech ostatnich pfipadech bude vyhra vyssi). Jak vidno ani tato
sazka nevypada optimélné, protoze ve vysledku mizeme pfijit o 2000 — 1374 = 626
korun.

Nasim cilem bude nalézt optimalni sazku, tj. optimalni rozlozeni vlozenych 2000
korun plus 1000 korunovy bonus na jednotlivé udalosti, tak aby jistd vyhra byla
maximalni. Pokud tlohu spravné vyftesite, uvidite, ze optimalni sadzka dokonce zaruci
vyssi vyhru nez vlozenych 2000 korun.

Pievod slovniho zadani tlohy na problém LP Nasim cilem je vyjadfit hle-
dani optimalni sédzky jako tilohu linearniho programovani. Nejprve si zavedeme vek-
tor proménnych x € R, jehoZ soufadnice budou odpovidat mnozstvi penéz vsa-
zenych na danou udéalost. Konkrétni volba souradnic vektoru x je popsana v ta-
bulce [2} Pti hledéni optimalni sdzky budeme vybirat z mnoziny vsech p¥ipustnych

udalost (1 [10]0 |02]2
vlozené penize [K¢| ‘ 1 ‘ T ‘ T3 ‘ T4 ‘ T5

Tabulka 2: Vektor x € R® kéduje mnozstvi penéz vsazenych na jednotlivé udalosti
vypsané sazkovou kancelari.

sazek, ktera obsahuje vektory « takové, ze
5
Zmi = 3000, a soucasné x; >0, i={1,...,5}. (1)
i=1

Prvni rovnice iika, ze soucet sdzek na jednotlivé udélosti je roven 3000 korunam,
které mame k dispozici a chceme je prosazet. MnoZina péti nerovnice vyjadiuje fakt,
ze nemizeme vsadit zdpornou ¢astku. Z tabulek |1 a [2| lehko odvodime jaké bude
hodnota vyhry v zavislosti na vysledku utkéni:

vysledek H vyhra domacich ‘ remiza ‘ vyhra hostu

hodnota vyhry [K¢] H 1.27x1 + 1.0225 ‘ 1.02x9 + 4.70x3 + 3.0924 ‘ 3.09x4 + 9x5
Hodnota jisté vyhry v, tj. minimalni vyhry, je tudiZ rovna
v = min{1.27z; + 1.02z2,1.0222 + 4.70x3 + 3.0924, 3.0924 + 925} (2)

Hledani optimalni sadzky pak mtzeme vyjadrit jako maximalizaci v podle vSech x,
které spliiuji omezeni , tj.

x* € argmax min{1.27z; + 1.02z9, 1.02z5 4+ 4.70z5 + 3.0924, 3.0924 + 925} (3a)
xRS

za podminky
5
> w;=3000, a;>0, i={l,...,5}. (3b)
=1

Optimalizacni problém vyzaduje maximalizaci nelinedrni funkce s linearnimi
omezujicimi podminkami. Nakonec si pro ulohu zavedeme ekvivalentni problém
linearniho programovani, pro jehoz fesSeni existuje velké mnozstvi numerickych al-
goritmid. Ekvivalentni problém linedrniho programovéani mé tvar

(", \*) € argmin —\ (4a)
xRS
AER



za podminky

1.27x1 +1.0229 > A
1.02z9 +4.7023 + 3.0924 > A
3.0924 +9x5 > A
5 (4b)
> a = 3000
i=1
z; > 0, i={l,...,5}

Problém je ekvivalentni v tom smyslu, Zze jeho optimélni feSeni je rovno opti-
malnimu feseni pivodniho problému .

Ukoly k vypracovani

1. Zdtvodnéte proc jsou problémy a ekvivalentni. Které 2 kroky umoznily

prevést na ?

2. Vyfteste tlohu numericky pomoci funkce linprog, kterd je soucasti opti-
maliza¢niho toolboxu v Matlabu. Jaka je optiméalni sdzka maximalizujici jistou
vyhru a jaka je jeji hodnota?

Bonusova uloha

Uvazujte modifikovanou tlohu, kdy sazkova kancelaf vypisuje kurzy jen na vyhru
domacich, remizu a vyhru hosti, tj. jen na udalosti 1, 0 a 2. Navic tato sazkova
kancelaf stanovuje vysi miniméalni sadzky na 400 korun. Pro takto modifikovanou
slovni tlohu formulujte lohu LP, kterd opét nalezne strategii sdzeni maximalizujici
minimalni vyhru. Vyfeste tilohu numericky.

Pozndmka 1: PouZiti minimazni strategie k ziskavdni penéz z bonusi se oznacuje
jako “skalpovdni”. V soucasnosti jiz tuto strategii v jeji Cisté formé nelze pouZit,
protoZe se proti ni vétsina sdzkovych kanceldri ucinné brani. Napriklad tim, Ze ne-
umoznuji sdazet na vice uddlosti soucasné.

Pozndmka 2: Toto cviceni NENI V- ZADNEM PRIPADE minéno jako navddéni k
hazardnim hram!

Uloha 2: Minimaxni prokladani linearni funkce mno-
zinou bodu

Méjme mnozinu 7 = {(z1,y1), - -, (Tm, Ym)} € (R x R)™. Déle uvazujme linedrni
funkci
fap(x) =ax+b,

kterd je parametrizovand ¢isly a € R a b € R. Nasim tkolem je nalézt takovou line-
arni funkci, kterd nejlépe aproximuje mnozinu bodt 7. Je mnoho kritérii, kterymi
muzeme definovat dobrou aproximaci. Konkrétni volba kritéria zavisi na dané apli-
kaci. My si jako kritérium dobré aproximace zvolime maximalni absolutni odchylku
definovanou jako
g(a,b) = max |[fop(zi) — yil -
i=1,....m

Nasim cilem bude nalézt parametry linedrni funkce, pro kterou je £(a, b) minimélni.
Jinymi slovy chceme vyfesit optimaliza¢ni ilohu

(a*,b") € argmin max |ax; +b—y;| . (5)
a€cR 1=1,....m
beR
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Obrazek 1: Ilustrace problému prokladani linearni funkce mnozinou bodd.

Optimalizacni Gloha mé néazornou grafickou interpretaci, kterd je znézornéna
na obrazku 1. Uloha je ekvivalentni nalezeni pasu s minimalni $ifkou jenz obepina
v8echny body. St¥ed pédsu je dén pfimkou a*z + b* = 0 a jeho §ifka je 2e(a™, b*).

Ukéazeme si, ze problém lze pfevést na tlohu linedrniho programovani. Nej-
prve se zbavim absolutni hodnoty v kritériu a to tim, Ze pouzijeme rovnost

|z| = max{z, —z}, VzeR. (6)
Substituci @ do dostaneme

(a*,b") € argmin _mnax max{ax; +b—y;,—ax; —b+y;}. (7
Zgg i=1,....m
Nakonec se zbavime maxima pouzitim zcela stejného triku, ktery jste odhalili v
predchozi tloze (viz. bod 1). A tedy problém (7)) pievedeme na ekvivalentni problém
linearniho programovani
(a*,b*) € argmin A (8a)
a€R,bER,AER

za podminky
axr; +b—y; .,m
—ax; — b+ y; .,m (8b)

Ukoly k vypracovani

1. Stahnéte si soubor http://cmp.felk.cvut.cz/cmp/courses/0OPT/cviceni/
02/datal.mat. Soubor obsahuje vektor x [50 x 1] a vektor y [50 x 1],
které definuji mnozinu 7. V naSem pfipad€ je tedy m = 50. Vykreslete si
body do grafu.

2. Pro zadanou mnozinu bodid vyfeste tlohu s pouzitim funkce linprog.
Nalezenou optimalni pfimku vykreslete do grafu s body. Jakd je maximalni
absolutni odchylka pro tuto pfimku?


http://cmp.felk.cvut.cz/cmp/courses/OPT/cviceni/02/data1.mat
http://cmp.felk.cvut.cz/cmp/courses/OPT/cviceni/02/data1.mat

Bonusova tloha

Preformulujte tilohu 2 pro ptipad, kdy z;, 7 = 1,...,m, jsou vektory v R". Vyjadiete
tuto tlohu jako problém LP.



