Konvexni mnoziny, funkce a optimaliza¢ni problémy

Konvexni mnoziny

Piiklad 1 (interval): Ukazte, ze pro libovolnd a € R, b € R, a < b je interval
(a, b) konvexni mnozina.

Piiklad 2 (konvexni obal): Mé&jme mnozinu k bodu a; € R, i =1,..., k. Defin-
ujme mnozinu

k k
X:{xeR”|x:Zaiai,Zaizl,aiZO,izl,...,k}.

i=1 i=1

Ukazte, ze mnozina X, kterd se nazyva konvexnim obalem noziny bodu a;,i =
1,...,k, je skutectné konvexni.

Pi#iklad 3 (linedrni omezeni): M&me A € R™*" b e R™1 C e RP*" ad e
RPX!. Dokazte, ze véechna feseni soustavy

Az < b
Cx = d

tvori konvexni mnozinu.
Priklad 4: Méjme k dvojic (a;,b;) € (R" x R), i =1,..., k. Definujme mnoziny
X ={xecR"|xTa; +b; ZmTaj+bj ,7 {1, . k}\ i}, i=1,...,k.

Dokazte, ze mnoziny X;, i = 1,...,k jsou konvexni. Jakd je geometrickd in-
terpretace téchto mnozin ?

Piiklad 5 (Voronoiuv diagram): Méjme k vektora p; € R™, i =1,... k. Defin-
ujme mnoziny

Xi=f{e R [le— il < e —pyll g€ (L k}\i}, =1k,

Dokazte, ze mnoziny X;, ¢ = 1,...,k jsou konvexni. Ukazte, Ze tento problém
je specialnim piipadem ulohy z piikladu 4.

Piiklad 6 (Elipsa): Mé&jme vektor p € R", pozitivné semidefinitni symetrickou
matici 3 € R"*" a &islo r > 0. Definujme mnozinu

X={zeR"|(x—p)S(x—p) <r’}.
Dokazte, ze mnozina X je konvexni. Jaka je geometrickd interpretace mnoziny X 7

Priklad 7: Které z nasledujicich mnozin jsou konvexni? Pokud to jde, zkuste mnozinu
nacrtnout v prostoru malé dimenze.



{zeR [ 3Lz >1}

{zeR"|z>0,Y" x,=1}

{zeR"|z>0,>" z;,<1}

R\ (o €R" | Y1 @i > 1}

{zeR||a] =1}

{zcR" ||z <1}

{zeR"|a<aTz <3}

{AeR™ | A=—-AT} (kde R"*" znaéi mnozinu vSech matic n x n)
{(z,y) eR* |2 <0,y<0, zy=1}

.conv{z € R" | z; € {-1,0,1}, >0 | |=;| =1}
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Konvexni funkce

Piiklad 1 (normy): Normou na R" je libovolnd funkce f:R™ — R, typicky se
znaci symbolem ||| = f(x), ktera pro libovolné & € R™, y € R™ spliuje:
o |lz|| >0; |jz]|=0if =0
e ||tz| = |t|||z| pro libovolné ¢ € R
o [z +yll <zl + [yl

Dokazte, ze norma je konvexni funkce.
Ndpovéda: z definice; pouZitim vlastnosti 2 a 3.

Piiklad 2 (nejmensi ¢tverce): Reseni soustavy rovnic pomoci metody nejmensich
¢tvercu vyzaduje minimalitaci kritéria

f(x) = ||Az —b||?,

kde A € R™*" b € R™*! a & € R"*!. Ukaizte, ze kriterialn{ funkce f(x) je
konvexni. Ndpovéda: Hessian f(x) je positivné semidefinitni.

Priklad 3 (affinni+konvexni funkce): Nechf f:R™ — R je konvexni funkce,
A € R™*™ je matice a b € R™ je vektor. Ukazte, ze funkce g(x) = f(Ax +b)
je konvexni.

Ndpovéda: z definice.

Piiklad 4 (Log-bariérova funkce): Méjme k dvojic (a;,b;) € (R™ x R), i =
1,...,k. Necht X = {xz e R" | xTa; <b; ,i=1,...,k}. Ukaite, ze funkce

k
fl@) == log(b; — x"a;),
=1

definovana na mnoziné X je konvexni.
Ndpovéda: aplikace véty z prikladu 3.
Piiklad 5 (bodové maximum konvexnich funkci): Nechf f;:R" — R, i =

1,...,m jsou konvexni funkce. Ukazte, ze funkce g(x) = max;=1, . m fi(x)
je konvexni.

Ndapovéda: pro m = 2 se odvodi z definice; pro m > 2 z indukce.



Piiklad 6 (robustni proklddani pfimky): Robustnf prokldddn{ pfimky mnozinou
bodu (x;,y;) € (R™ x R), ¢ =1,...,m vyzaduje minimalizaci kritéria

f(avb) :Zmax{_aT$i+b+yi_E7 07 aTwi+b_yi_€}7
=1

kde a € R™ a b € R. Dokazte, ze kritérium f(a,b) je konvexni funkci.
Ndpovéda: aplikace véty z prikladu 5.

Piiklad 7 (entropie): Méjme vektor € R" takovy, ze Y ., z; = 1 a z; > 0,
i =1,...,n. Vektor  muze napiiklad popisovat rozdéleni pravdépodobnosti
diskrétni ndhodné veli¢iny. Definujme entorpii

flx) = *in log x; .
i=1

Ukazte, ze f(x) je konkdvni funkei.

Ndpovéda: suma konvernich funkci je konvexni fce + druhd derivace xlogx
je kladnd.

Piiklad 8: Necht © = (x1,...,2,) znaéi vektor z R"™ a necht je hodnota funkce
f(x) zadédna jako

1. aritmeticky prumér ¢isel xq,..., T,
2. variance ¢isel x1,...,z,

3. min; |a]

4. max} ;| |z

5. maxj._; T; — min;_; x;

Pro kazdy piipad bud ukazte, zda je funkce f konvexni ¢ konkdvni na R”,
nebo nic z toho.

Priklad 9: Jsou tyto funkce konvexni? Dokazte.
1. f(z)=e
2. f(z)=e®'®
Ndpovéda: Spoététe druhou derivaci/Hessidn.
Priklad 10: Jaka musi byt funkce f: R®™ — R, aby jeji epigraf byl

1. poloprostor?

2. konvexn{ mnohostén?
Napiste (vzorcem) co nejobecnéjsi takové funkce.

Piiklad 11: Nechf funkce f: R™*" — R (tedy definiéni obor funkce f je mnoZina
vSech matic rozméru m X n) je zaddna jako

f(A) = max{ [|Az[] [z € R", |lzfl =1}

1. Je vypocet funkce f konvexni optimaliza¢ni tiloha?

2. Dokazte, ze f je konvexni funkce.

Ndapovéda: Jde o maximum konvexnich funkci, tedy f je konvexni.



Konvexni problémy
Piiklad 1 (Cebyseviiv stied): Méjme polyhedr
X={xecR"|z"a;<b;,i=1,...,m},
kde dvojice (a;, b;) € (R® x R), i = 1,...,m jsou ddny. Zavedme mnozinu
Blu,r) = {z €R" | |l — pl| <, € R", R> 0},

kterd obsahuje body lezici uvniti koule se stfedem p € R™ a polomérem r.
Piedpoklddejme, Ze chceme nalézt kouli B(p,r) s maximdlnim polomérem r,
ktera celd lezi uvnitf polyhedru X, tj. B(u,r) C X. Lze tuto tlohu pfevést na
konvexni optimaliza¢ni problém?

Piiklad 2 (kvadratické programovani): Méjme optimalizaéni problém

1
min —x’ Pz + x’q
xrER™

za podminek

Az < b
Cx = d

kde P € R™" q € R"¥!, A ¢ R™*" b R™X! C e RP*" ad € RPX!. Kdy
je tento problém konvexni?

Piiklad 3 (maximalni entropie): Mé&jme optimalizaéni problém
n
Nog
Imax z; x; log x;
i

za podminek

n
E xr; = 1 ,
i=1

Ty

Y%
o

Je tento problém konvexni?

Piiklad 4: Uvazujme bod a elipsoid (elipsoid uvazujeme i s vnitikem, nejen jeho
povrch) v n-rozmérném prostoru. Zformulujte tlohu nalezeni vzdélenosti bodu
od elipsoidu jako konvexni optimaliza¢ni tlohu.



