Master theorem

19.

Dany rekurzivni algoritmus pracuje tak, ze pro n > 1 data rozd¢li na 4 Casti stejné velikosti, zpracuje 5 téchto
¢asti (tj. jednu z nich dvakrat) a pak jejich feSeni spoji. Na samotné rozd€leni problému a spojeni feSeni
mensich ¢asti potfebuje dobu umérnou hodnoté n>-n.

a. Nakreslete prvni tii trovné (kofen a dvé dalsi) stromu rekurze.

b. Ptedpokladejte, Ze koien stromu odpovida ¢innosti algoritmu nad daty velikost n.

Vypoctéte cenu uzlu v hloubce 2 (=ve 3. tirovni) stromu. Cena uzlu je doba, kterou algoritmus potfebuje na
rozdéleni dat a slouceni vyfeSenych podproblémi pfi velikosti dat, kterd odpovida hloubce uzlu.

c. Vypoctéte hloubku stromu rekurze.

d. Zjistéte asymptotickou slozitost dané¢ho algoritmu pouzitim Mistrovskeé véty.

a. Viz obrazek. (na krajich to vypada stejné v hloubce 2...)
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b. Cena je vepsana v uzlech v hloubce 2, tj. je to n%/256 — n/16.

c. Hloubka je ziejmé loga(n).

d. Nutno urd¢it, ktera podminka 1.-3. Mistrovské véty nastava.
Zkoumdame proto vztah veli¢in

n':® a n?_n .

Ztejmé je log,(5) = 1.161, takze napi pro &= 0.5 bude platit

*) n'"%®* < n? _n_ pro dostateéné veliké n, tedy také automaticky
n2 “ne Q(nlog4(5)+5)’

¢imz mame splnénu prvni ¢ast podminky 3. Mistrovské véty. Ovéfme jeji druhou ¢ast. Ta pravi, Ze musi byt

4

Vidime, Ze nalevo diky druhé mocniné ziskdme ve jmenovateli 16, zkusme tedy polozit ¢ zdola blizko 1, napf.

C= E . Pak dostaneme
16

2
(**) SL(E] —2] <c¢(n*—n) pro n&jaké ¢ < 1 a vSechna dostatené velka n.



2
(***) 5((2) - gj < g (n* —n). Upravime levou stranu, dostaneme

i( ?—4n)< 15 (n*—n)  a zkratime, dostaneme
16 16
n’—4n<3n°-3n. To upravime na koneény tvar

-n<2n’.
Posledni nerovnost plati pro kazdé ptirozené n.
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Protoze jsme provadéli pouze ekvivalentni upravy nerovnice (***), uzavirdme, ze jsme nasli ¢ = 16 <1 ,pro

které plati (**), tudiz je splnéna i druhd ¢ast podminky 3. Mistrovské véty, a miizeme tvrdit, ze asymptoticka
sloZitost dané¢ho algoritmu je @)(n2 - n) = @(nz) .

Poznémka
Nékdo mize namitnout, ze vztah (*) ,,spadl z nebe* a Ze neni jasné, pro¢ by mél platit. Ovéfme to.
Maéme ukéazat, ze plati
*) n%®* <n? _n, pro e=0.5 a pro dostate¢né velika n.
Ziejmé plati
(i) logs(5) +e=1.161+0.5 < 1.75.
Tedy také plati
(ii) 01094 (4)+05 _ n1.75
Pokud tedy ukazeme, Ze pro vSechna dostate¢né velka n plati
" <n?-n,
budeme hotovi.
To je viak jednoduché, vydélme obé strany posledni nerovnice élenem n*". Dostaneme
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Na pravé strané roste vyraz \E do nekonecna a naopak vyraz —- konverguje k nule, takZe celkové vyraz
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4n- — roste do nekonecna, tudiZ je pro dostate¢n€ velké n vétsi nez 1, ¢imz je ovéfena nerovnost ( )a
n4

jsme hotovi.



