1.
Jaká je minimální možná hloubka binárního stromu s 300 listy?

Řešení 
Strom musí být co nejlépe vyvážen. Kdyby měl 256 listů (28 = 256), má hloubku 8, kdyby měl 512 listů (29 = 512),  má hloubku 9. Při hloubce 8 a 256 listech nelze již přidávat žádný list, potřebujeme hloubku o 1 větší, tedy 9.

2.
Jaká je minimální možná hloubka ternárního stromu s 300 listy?

Řešení 
Strom musí být co nejlépe vyvážen. Kdyby měl 243 listů  (35 = 243), má hloubku 5, kdyby měl 729  listů (36 = 729), má hloubku 6. Při hloubce 5 a 243 listech nelze již přidávat žádný list, potřebujeme hloubku o 1 větší, tedy 6.
3.
Daný pravidelný (kořenový) binární strom má n uzlů. Kolik má listů? Zdůvodněte.
Řešení 
Počet listů je X, počet vnitřních uzlů kromě kořene je N(X(1 a kořen je jeden. Stupeň listů je 1, stupeň kořene je 2 a stupeň ostatních vnitřních uzlů  je 3. Počet hran je N(1, což je polovina součtu stupňů všech uzlů.

1∙X + 2∙1 + 3∙(N(X(1) = 2∙(N(1)

    X + 2 +3N ( 3X ( 3 = 2N ( 2

                         N + 1 = 2X

                               X = (N+1)/2.
4.
Daný binární strom má tři listy. Tudíž

a) má nejvýše dva vnitřní uzly

b) počet vnitřních uzlů není omezen

c) všechny listy mají stejnou hloubku

d) všechny listy nemohou mít stejnou hloubku

e) strom je pravidelný
Řešení 
Binární strom nemusí být nutně pravidelný, může mít dlouhatánské „lineární“ nevětvící se větve (nevětvící se větve, hmm...) s jediným listem na konci. Stačí tedy tři takové větve (jedna doprava z kořene a dvě z jeho levého potomka) a jejich délka může být zcela libovolná.  Takový strom není pravidelný (ne paté možnosti), jeho tři listy mohou a nemusí ležet stejně hluboko (ne třetí a čtvrté možnosti) a zbytek již byl řečen.

5.
Algoritmus A provádí průchod v pořadí Inorder binárním vyváženým stromem s n uzly a v každém uzlu provádí navíc další (nám neznámou) akci, jejíž složitost je  ((n2). Jaká je asymptotická složitost A?
Řešení  
Při průchodu stromem v pořadí Pre/In/Postorder má režie na příchod/odchod do/z uzlu složitost úměrnou konstantě. V každém uzlu, jichž je n, se navíc podle zadání provedou operace, jejichž počet je úměrný n2. Celkem je tedy na zpracování úkolu zapotřebí čas úměrný výrazu 
n  · (konstanta + n2) = n  · konstanta + n3 ( ((n3). 
6.
Algoritmus A provede jeden průchod binárním stromem s hloubkou H. Při zpracování celého k-tého „patra“ (=všech uzlů s hloubkou k) provede k+n operací.Jaká je asymptotická složitost A?
Řešení  
Celkem je provedený počet operací při zpracování všech uzlů roven

(0+H) + (1 + H) + (2 + H) + (3 + H) + ... + (H + H) =

0 + 1 + 2 + 3 + ... + H +  (H+1)∙H =

((H+1)∙H)/ 2+  (H+1)∙H =  3/2∙((H+1)∙H) ( ((H2). 
Povážíme-li navíc ještě režii na přesun od jednoho „patra“ stromu k následujícímu patru, která může mít složitost nanejvýš ((H), připošteme k výsledku ještě člen ((konst·H), který ovšem na složitosti  ((H2) nic nemění.
7.

Vypište obsah jednotlivých uzlů daného stromu při průchodu v pořadí
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Řešení  
a)  MHROKLBAEJVD

b)  BOHMRLKJAEDV  

c)  MRHKLOEAVDJB
8.

Popište tvar binárního stromu, pro nějž platí:

a) Průchod v pořadí Inorder a Preorder vytvoří stejnou posloupnost uzlů.

b) Průchod v pořadí Inorder a Postorder vytvoří stejnou posloupnost uzlů. 

c) Průchod v pořadí Preorder a Postorder vytvoří stejnou posloupnost uzlů. 

d) Průchod v pořadí Inorder a Preorder a Postorder vytvoří stejnou posloupnost uzlů. 
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Řešení 

a) V pořadí Preorder se nejprve objeví kořen stromu. V pořadí Inorder se kořen objeví, až poté, co je zpracován levý podstrom kořene. Aby obě pořadí dávala stejný výstup, musí být levý podstrom kořene prázdný. Pro pravý podstrom kořene ovšem platí stejný argument, rekurzivně platí také pro každý další pravý podstrom, tudíž každý vnitřní uzel stromu má pouze pravého potomka. Schéma je znázorněno vlevo.

b) Analogický argument jako v a) vede na zjištění, že každý vnitřní uzel stromu má pouze levého potomka.
c) V pořadí Preorder je kořen první, v pořadí Postrorder je kořen poslední, počet uzlů stromu tedy nemůže převýšit 1.
d) Tento případ obsahuje jako svou součást případ c), jenž si i zde vynutí nejvýše 1 uzel ve stromu.
9.
Při pruchodu daným stromem pořadí Inorder a pak Preorder získáme následující posloupnosti hodnot uložených v jeho jednotlivých (celkem devíti) uzlech:

Inorder:    45  71  98  47  50  62  87  3  79 

Preorder:  50  47  71  45  98  62  3  87  79 
a) Rekonstruujte tvar stromu.

b) Navrhněte a formulujte algoritmus, který z uvedených dvou posloupností pro libovolný strom rekonstruuje jeho podobu.
Řešení[image: image7.png]


 
a) Strom je patrný na obrázku.

b)Tělo rekurzivní funkce bude řešit následující dvě úlohy. Nejprve najde kořen. To je snadné, je to první hodnota v poli Preorder. Dále je nutno určit, které části polí Inorder a Preorder odpovídají levému a pravému podstromu nalezeného kořene a tyto úseky předat k rekurzivnímu zpracování. Návratovou hodnotou funkce bude ukazatel (reference) na nalezený kořen v daném podstromu. 

Vezmeme první hodnotu x v poli Preorder, to je kořen, najdeme x v poli Inorder. Všechny hodnoty v poli Inroder před výskytem x odpovídají levému podstromu x, všechny hodnoty za výskytem x v poli Inorder odpovídají pravému podstromu x. V poli Preorder leží všechny hodnoty levého podstromu x bezprostředně za x, jejich počet je ovšem totožný s počtem hodnot vlevo od prvku x v poli Inorder, tj počtu prvku v levém podstromu x. Ostatní hodnoty v poli Preorder představují pravý podstrom. Po tomto rozboru již celkem snadno sestavíme celou rekurzivní funkci. Jejími parametry budou obě pole a indexy začátku a konce úseku v každém poli odpovídajícího aktuálně zpracovávanému podstromu.

Node treeFromInPre (int[] inArr, int inFirst, int inLast,

                    int[] preArr, int preFirst, int preLast){

  if (preFirst > preLast) return null;   // empty array, no node

  // find root

  int inRoot = inFirst;

  while (inArr[inRoot] != preArr[preFirst]) inRoot++;

  // create and return current root node with its both L and R children

  Node left = treeFromInPre(inArr, inFirst, inRoot-1,

                            preArr, preFirst+1, preFirst+ inRoot-inFirst );

  Node right = treeFromInPre(inArr, inRoot+1, inLast,

                             preArr, preFirst+inRoot-inFirst+1, preLast);
  return new Node(inArr[inRoot], left, right);

} 

Funkce předpokládá jednoduchou deklaraci uzlu typu Node s konstruktorem (využitým v posledním řádku funkce), jehož parametry jsou klíč a reference na kořen levého a pravého podstromu.  Strom vybudujeme voláním 

Node root = 
     treeFromInPre(inArr, 0, inArr.lenght-1, preArr, 0, preArr.lenght-1);

kde inArr resp. preArr jsou pole stejné délky s vypsanými klíči v pořadí Inorder resp. Preorder. 
10.

Navrhněte strukturu binárního stromu s n prvky tak, aby hloubka stromu nebyla vyjádřena výrazem ani ((log(n)) ani  ((n), ale výrazem 
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Řešení 
Jedna z přímočarých možností je znázorněna na obrázku. Uzly budou mřížové body čtvercové sítě, kořen bude např. levý horní roh čtverce a každý uzel kromě kořene pak bude mít coby rodiče ve stromě svého bezprostředního souseda směrem vlevo nebo nahoru ve čtverci. Hloubka tohoto stromu je 2m (1, pokud uvažujeme čtverec s m(m mřížovými body.  Označme celkový počet uzlů symbolem n = m(m. Potom hloubka je vyjádřena předpisem 2
[image: image2.wmf]n

( 1, který náleží do třídy funkcí 
[image: image3.wmf]Q

()

n

.
11.
Máme projít pravidelným binárním stromem a navštívit všech jeho N uzlů. Jediné dvě možnosti pohybu v každém uzlu jsou buď posun do některého bezprostředního potomka nebo skok zpět do kořene stromu. Každý posun nebo skok trvá jednu mikrosekundu. Určete, za jak dlouho lze úkol splnit, pokud

a) strom má minimální možnou hloubku, 

b) strom má maximální možnou hloubku.
Řešení 
a) Strom má minimální možnou hloubku, když je perfektně vyvážený a hodnota N+1 je mocninou 2. Během pohybu musíme do každého listu, těch je (N+1)/2.  Každá cesta bude mít délku přesně log2(N+1)(1, což bude) v našem případě celé číslo.  Celkem tedy putováním strávíme 

(N+1)/2 *(log2(N+1)(1) mikrosekund. 
b) To, že musíme do každého listu, platí i pro maximálně nevyvážený strom. Tam jsou ovšem délky cest rovny postupně od nejdelší (ty jsou dvě) až po nejkratší (každá kratší délka se vyskytne jen jednou) :

(N(1)/2, (N(1)/2, (N(1)/2(1, (N(1)/2(2,  (N(1)/2(3, ... , 3, 2, 1. 

Kromě prvníhu členu se jedná o aritmetickou posloupnost, tu sečteme a přidáme první člen, dostaneme
((N(1)/2+1)((N(1)/2+2)/2 (1 = (N+1)(N+3)/8 (1.

12.
Máme projít pravidelným binárním stromem a navštívit všech jeho N uzlů. Jediné dvě možnosti pohybu v každém uzlu jsou buď posun do některého bezprostředního potomka nebo skok zpět do kořene stromu. Každý posun nebo skok trvá jednu mikrosekundu. K dispozici máme jednu sekundu. Jaká je maximální možná hodnota N v případě, že 

a) strom má minimální možnou hloubku, 

b) strom má maximální možnou hloubku.
Řešení  
Použijeme výsledky předchozí úlohy.

a) Jedna sekunda (sec) má 106 mikrosekund  ((s). V případě ideálně vyváženého stromu hledáme takové maximální N, pro které platí 
(N+1)/2 * (log2(N+1)(1) ≤ 106, přičemž N = 2h+1(1, kde h je hloubka stromu. Proto
2h+1/2 * (log2(2h+1)(1) ≤ 106
2h * h  ≤ 106
Když zkusíme h = 16, dostáváme na levé straně  
216 * 16  =  220  ale víme, že 220 =  210 * 210  = 1024*1024 (106, tudíž hloubka 16 je příliš velká.
Pro hloubku 15 už nerovnost platí 

215 * 15  = 491520  ( 106.

b) 
(N+1)(N+3)/8 (1 ≤ 106
(N+1)(N+3)/8    ≤ 106 + 1

(N+1)(N+3)      ≤ 8000008
To si  spanilomyslná čtenářka snadno vyřeší: Vyhne se kvadratické nerovnici tak, že si uvědomí, že pro každé M platí  (M+1)(M+3) = M2 + 4M + 3 =  M2 + 4M + 4 (1 = (M+2)(M+2)(1, a napíše         
(N+2)(N+2)(1   ≤ 8000008
(N+2)(N+2)       ≤ 8000009
N+2                  ≤ sqrt(8000009)
N                      ≤ sqrt(8000009)(2 

N = 2828.
13.
Napište pseudokód funkce, která z binárního stromu odstraní všechny listy.
Řešení 

Předpokládejme, že strom má více než jeden uzel. Funkci zkonstruujeme tak, že každý uzel nahlásí svému rodiči, zda je listem nebo ne, pomocí návratové hodnoty true/false. Pokud je listem, rodič pouze zruší svou referenci na něj, jinak nedělá nic.  

boolean deleteLeaves (Node node){ // supposes unempty tree 

  // a leaf
  if (node.Left == null && node.Right == null) return true;   

  // inner node 
  if (deleteLeaves(node.Left)) node.Left = null;

  if (deleteLeaves(node.Right)) node.Right = null;

  return false;

} 

14.

Aritmetický výraz obsahující celá čísla, závorky a operace +,(,*,/ (celočíselné dělení) může být reprezentován jako pravidelný binární strom. Popište, jak takový strom obecně vypadá, navrhněte implementaci uzlu a napište funkci, jejímž vstupem bude ukazatel na kořen stromu a výstupem hodnota odpovídajícího aritmetického výrazu.
Řešení  
Vnitřní uzly stromu budou představovat operace, listy pak jednotlivá čísla. Například výraz 

6+(4-3+5)*(9-7) 

lze reprezentovat následujícím stromem:
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Hodnotou každého listu je číslo v listu uložené, hodnotou vnitřního uzlu je 

<hodnota levého podstromu>  <operace v uzlu zapsaná>  <hodnota pravého podstromu>.

Hodnota kořene pak představuje hodnotu celého výrazu.

Na dalším obrázku jsou hodnoty u jednotlivých uzlů připsány:
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V implementaci uzlu tedy pořebujeme

-- typ - složka, která udává, zda jde o vnitřní uzel nebo list 

-- op - složka udávající operaci (např. znak)

-- val - složka pro číslo, je-li uzel listem, jinak hodnota uzlu

-- left a right – potomci uzlu

(též je možno první složku vypustit a indikovat např. prázdným znakem ve druhé složce, že jde o list, apod…)

Celá vyhodnocovací funkce (předpokládající, že strom je neprázdný) pak může vypadat takto:

int hodnota(Node n) {

  if (n.typ == list) return n.val;

  switch (n.typ) {

    case ‘+’: return (hodnota(n.left) + hodnota(n.right)); break;

    case ‘-’: return (hodnota(n.left) - hodnota(n.right)); break;

    case ‘*’: return (hodnota(n.left) * hodnota(n.right)); break;

    case ‘/’: return (hodnota(n.left) / hodnota(n.right)); break;

  }

}   
(Mimochodem, tím že kompilátor zajistí, že se ve výrazu hodnota(n.left) + hodnota(n.right) a dalších nejprve spočtou hodnoty funkcí a pak teprve se provede sčítání (odčítání,.. atd.), zajistí vlastně také průchod oním stromem v pořadí Postorder...)
15.

Výška uzlu X ve stromu je definována jako vzdálenost od  jeho nejvzdálenějšího potomka 

(= počet hran na cestě mezi uzlem X a jeho nejvzdálenějším potomkem).
Napište pseudokód  funkce, která každému uzlu v binárním stromu  stromu přiřadí hodnotu jeho výšky.
Řešení 

Při přiřazování výšky uzlu X musíme znát výšku jeho potomků, takže se nabízí zpracování v pořadí Postorder:
void setVyska(Node x) {

   int vyskaL = -1;  // nejprve pripad, ze uzel nema L potomky.
   int vyskaR = -1;  // dtto  

   if (x.left != null) { 
       setVyska(x.left); vyskaL = x.left.vyska; 
   }

   if (x.right != null) { 
       setVyska(x.right); vyskaR = x.right.vyska; 
   }

   x.vyska = max(vyskaL, vyskaR) + 1;

}

Přiřazení výšky každému uzlu ve stromu pak provedeme příkazem

if (ourTree.root != null) setVyska(ourTree.root);

Celý proces lze zachytit ještě úsporněji:

int setVyska(node x) {

   if (x == null) return -1;  

   x.vyska = 1+ max(setVyska(x.left), setVyska(x.right));
   return x.vyska;   

}
Přiřazení výšky každému uzlu ve stromu pak provedeme např. příkazem

zbytecnaProm = setVyska(ourTee.root);
16.

Napište pseudokód funkce, která vytvoří přesnou kopii binárního stromu.
Řešení  
Nejprve vytvoříme kopii kořene, potom kopii levého a pravého podstromu kořene a pak tyto kopie podstromů  připojíme ke kopii kořene. Kopie podstromů ovšem vyrobíme stejnou rekurzivní procedurou.

Zachyceno pseudokódem:

  Node kopieBinStromu (Node root) {

    if (root == null) return null; 

    Node root2 = kopieUzlu(root);  // kopie jednoho jednoducheho objektu  
    root2.left = kopieBinStromu(root.left);

    root2.right = kopieBinStromu(root.right);

    return root2;

  }
Kopii stromu vytvoříme voláním
Node novyKoren = kopieBinStromu (korenPuvodnihoStromu);
17.

Napište pseudokód funkce, která daný binární strom modifikuje tak,  že výsledný strom bude zrcadlovým obrazem původního. Musí platit, že výpis uzlů původního stromu v pořadí Inorder vytvoří opačně uspořádanou posloupnost než výpis uzlů modifikovaného stromu taktéž v pořadí Inorder.
Řešení 
V každém uzlu stačí vyměnit ukazatele na levý a pravý podstrom. Pokud uzel obsahuje také ukazatele na rodiče, řešení se nemění, protože rodič zůstává stejný.
Zachyceno pseudokódem:

  void zrcadleni (Node root) {

    if (root == null) return; 

    zrcadleni(root.Left);
    zrcadleni(root.Right);

    Node tmp = root.Left;  
    root.Left = root.Right;

    root.Right = tmp;

  }
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