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ALG 14

Hledani k-teho nejmensiho prvku

Randomized select
CLRS varianta Partition v Quicksortu

Select metodou median z medianu



Hledani k-tého nejmensiho prvku

1. Serad’ seznam/pole a vyber k-ty nejmensi,
slozitost ®(N*log(N)).
Nevyhodou je zbytecné razeni uplné vsech dat.

2. Vyuzij Randomized select zalozeny na principu
Quick sortu. O¢ekavana slozitost ®(N), nejhorsi
mozna O(N?).

3. Vyuzij Select zalozeny na principu Quick sortu
s vybérem pivota metodou median z medianu.
Zarucena slozitost O(N), velka rezie - vhodna jen
pro velka data.
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Randomized select

Partition -- déleni na "malé" a "velké" v Quicksortu.

Randomized partition

-- Vyber prvek na nahodné pozici pole/useku jako pivot.
-- Proved partition jako v Quicksortu s vybranym pivotem.

Randomized select (k-ty nejmensi prvek)

-- Kdyz je délka useku rovna 1, vrat’ jeho jediny prvek.

-- Proved’ Randomized partition tohoto useku, vznikne
levy a pravy podusek.

-- Aplikuj Randomized select rekurzivné bud’ na levy nebo
pravy podusek, podle toho, v kterém z nich muize lezet
k-ty nejmensi prvek celého pole.
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Randomized select
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Randomized select

Priklad -- hledani 7 nejmensiho prvku
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Randomized select

Déleni useku pole od indexu L, az po index R véetné
na "malé"” a "velké"hodnoty podle predem zvolené pivotni hodnoty.

Analogicky jako v Quick sortu.

// returns index of the first element 1In the "big" part
int partition( int [] a, Int L, int R, int pivot) {
|nt iIL=1L, 1 R;
do {
~ while (aJiL] < pivot) i1L++;
whille (a[iR] > pivot) iIR--;
iIT (iL < iR)

// 1T necessary move right by 1
if ((a[iL] < pivot) || (iL == L) iL++;
return iL;

}
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Randomized select

__i_ (iL == 1IR) return afilL]; // all done, found
int pivot = a[randomint(L, R)]; // random pivot
int iMidR = partition(a, L, R, pivot);

// recursively process only the part 1n which
// the k-th element surely 1Is present
if (k < IMidR)
return quickselect(a, 1L, iMidR-1, Kk);
else
return quickselect(a, iMidR, IR, k);

Priklad volani

int k = ...; // whatever
int kth_element = quickselect(a, 0, a.length(), k);
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Randomized select

Asymptoticka slozitost -- podobné jako u Quicksortu

Nevhodna volba pivota -- slozitost mize degenerovat az na ®(n?),
pokud by se v kazdém kroku zmensila délka zpracovavaného useku
jen o malou konstantu.

Nahodna volba pivota €ini tuto moznost velmi nepravdépodobnou,
prakticky nenastava.

Ocekavana slozitost

Ve skoro kazdém kroku klesa délka zpracovavaného useku

umeérné konstanté A <1, délky useku pak odpovidaji hodnotam
N, NA, NAZ, NA3, ...,

celkova délka vSech useku je pak mensi nez soucet této rady
N /(1-A) € O(N).
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Alternativni metoda Partition

V literature (napr. [CLRS] a na webu, napr. Wikipedie) najdeme
postup popsany kédem nize. Je koncepcné jednoduchy,
fakticky ale pomalejsi, faktorem cca 2 az 3.

// returns i1Index of the first element In the "big" part
int partitionCLRS(int [] a, int iL, int iR) {

int pivot = a[iR];

int iMid = i1L-1;

for (int J = iL; J < iR; j++ )

it (a[j] <= pivot)
swap(a, ++iMid, j);
swap(a, ++iMid, R);
return iMid;

}

Swapuje se kazdy prvek mensi nebo roven nez pivotu,
Ocekavame, ze cca polovina prvku v useku bude swapovana.
V klasické varianté se swapuje mnohem méné.
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Alternativni metoda Partition

iMid J
Ukazka pribéhu |2[8[7]1]3[5[6 | 4
iMid j
Postup zleva doprava I 2 I 81711131516 I 4
, iMid  _j
Zpracované 2|8|7 11315 6|4
Malé Velké ) Pivot iMid 5
‘ | 't I"‘" 2[8[7|113]5]6]4
iMi1d j
r—IE — '
Prvek ke Dosud 2 1|7 8|3 5 6|4
zpracovani nezpracované iMid J
2[1]3|8]7]|5]6]|4
int pivot = a[iR]; iMid ]
int iMid = iL-1; 2[1]3|8[7]5]6|4
for(int J = iL; j < 1IR; jJ++) iMid I
IT (ali] <= pivot) 2[1]3|8]7[5]6]4
swap(a, ++iMid, j); o
swap(a, ++iMid, R); iMid
return iMid; 211 3|4|7 5|6 8|
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Select metodou median z medianu

Randomized Select se od Quicksortu lisi hlavné tim, ze nevola
rekurzi na usek s "malymi” a "velkymi" hodnotami, ale jen na
jeden z nich,

podle toho, v kterem z nich Ize oCekavat vyskyt hledaneho k-
teho nejmensiho prvku.

Jak si pamatujeme z Quicksortu, pokud je usek "malych" nebo
"velkych" hodnot opakované extrémné kratky, muze to vést az
na kvadratickou slozitost Quicksortu.

Stejna potiz by mohla nastat i metodé select.

Je nutno zajistit, aby v metodeé partition byl vybran pokazde
dostateCné vhodny pivot, tj. takovy, ktery dobre rozdeéli dany
usek na "malé" a "velké", {j. takovy, ktery je pokud mozno co
nejblize medianu hodnot tohoto useku.

10
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Select metodou median z medianu
Volba pivota pro funkci Partition -- ukazka pro pole délky 39

Useky délky 5
| | | | |

| |
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presun medianl na zacatek

¥

nezpracuje se
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Select metodou median z medianu

—r
Sort! Sort!
mediany serazenych 5-Useku

|

presun medianul na zacatek

v

Sort! a median useku.
Tento median se pouzije jako pivot ve funkci Partition.

12
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Select metodou median z medianu

0. Pokud ma aktualni usek pole délku 1, vrat jeho jediny prvek.

1. Rozdél pole nebo Usek pole délky N na | N/5] skupin po péti prvcich
a nejvyse jednu zbylou s méne nez 5 prvky.

2. Kazdou skupinu serad (napr. Insert sort) a vyber z ni jeji median.
Vsechny tyto mediany prfesun na zacCatek pole/useku.

3. Aplikuj 0. az 2. rekurzivné na usek obsahujici pravé nalezené
mediany, dokud neziska$ median pdvodnich [N/5] mediant z bodu
2. Tento median M bude pivotem.

4. Rozdél pole/usek na "male" a "velké" pomoci metody partition s
pivotem M.

5. Podle velikosti useku "malych" a "velkych" rozhodni, v kterém z
nich se nachazi k-ty nejmensi prvek celého pole a

na nej aplikuj rekurzivné postup pocCinaje bodem 0.
13
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Select metodou median z medianu

M = median z[ N/5] mediana

Prvky zarucené vétsi nez M

Prvkl zarucené vétsich nez M je alespon 3N/10-6.
Analogicky, prvkil mensich nez M je také alespon 3N/10-6.

V bodé 5 se rekurze zavola na usek obsahujici nejvyse
N-(3N/10-6) = 7N/10+6 prvku. Je tak zarué¢eno, ze v nejhorsim pripadé
se usek zkrati o alespon cca 30%.

14
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Select metodou median z medianu

Median medianu neni obecné roven medianu celého souboru,
nemuze byt ale ani priliS velky ani maly.
Mediany 5-useku

e Y N "
1011121314|5 6[7]8 9|1 2 171819|1516|212225|3 4]20[23]24

Median medianu = 17 12| 7 171211201 Median pole {1, 2, 3, ..., 25} =13

Zvyraznéné hodnoty nemohou byt mensi nez median median.
Téchto hodnot je celkem 8. Analogické zjiSténi plati pro hodnoty

mensSi nez median medianu. Pro pole délky 25 s riznymi prvky je zaruceno,
ze vybrany pivot bude co do velikosti mezi 9. -- 17. prvkem vcetne,

tj. 16/25 = 64% nevyhodnych voleb pivota odpada.

15



A4B33ALG 2015/14

Select metodou median z medianu

Metoda subSort je obycejny Insert Sort,
rychly na malych usecich pole.
Zde slouzi k nalezeni medianu hodnot v useku délky 5 nebo mensi.

void subSort(int [] a, int L, int R) {
int insval, j;
for(int 1 = L+1; 1 <= R; 1++) {
insvVal = afi];

J = 1-1;

while ((J >= L) && (a[j] > insval)) {
alJ+1]1 = a[il:
J--;

+

a[j+1] = i1nsval;

+
+

16
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Select metodou median z medianu

Metoda select vola sama sebe dvakrat.

Poprvé pro nalezeni medianu z mediant usekt délky 5,

podruhé pro hledani k-tého prvku celého pole

mezi bud’to "malymi nebo "velkymi” hodnotami v aktualnim useku.

int select(int [] a, int 1L, Iint IR, Int k) {
// 0. 1T the group i1s short terminate the recursion

// 1. move medians of groups of 5 to the left

// 2. also the median of the last possibly smaller group
// 3. find median M of medians of 5 recursively

// 4. use M for partition

// 5. recursively call select on the appropriate part

17
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Select metodou median z medianu

int select(int [] a, iInt 1L, Int IR, int k) {

// O. 1T the group 1s short terminate the recursion
if (iL == 1R) return a[ilL];
if (iL+1 == iR) return (a[iL] < a[iR]) ? a[iL] : a[iR];

// 1. move medians of groups of 5 to the left

int lastM = 1IL; // place for medians
int i5; // 5-elem groups index
for (i5 = iL; i5 <= R-4; i5 += 5) {
subSort(a, 15, 15+4); // find median of 5
swap(a, lastM++, 15+2); // put 1t to the left
+

// 2. also the median of the last possibly smaller group
if (i5 <= iR) {

subSort(a, 15, 1IR);

swap(a, lastM, 15+(1R-15)/2); // lastM - last of medians
+

// continue

18



Select metodou median z medianu
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. // continued:

// 3. find median (medmed5) of medians of 5 recursively
int medmed5 = select(a, iL, lastM, iL+(lastM-i1L)/2);

// 4. use medmed5 for partition,
a[iBig] = leftmost "big" value
int IBig = partition(a, iL, IR, medmedS);

// 5. recursively call select on the appropriate part

iIfT (1Big > k)
// the k-th elem i1s among the "small"
return select(a, 1L, 1Big-1, k);

// the k-th elem i1s among the "big"
return select(a, 1Big, IR, Kk);

} /7 end of select

19



Select metodou median z medianu

Odvozeni slozitosti

Rekurence:
O(1) pro N < 140
T(N) <
TON/5 1) + T(7N/10+6) + O(N)_ pro N> 140
bod 3 bod 5 body 1, 2, 4

Redeni substituéni metodou, Ize ukazat
T(N) < cN € O(N),
pro dostatecne velké c a pro N > 0.
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