Vypocetni teorie
strojového uceni

PAC ugeni 1

" JEET = i

Koncept = pojem
Pojmy Casto vysvétlujeme prostiednictvim pfikladd: dobry politik,
krasny ¢lovék, nudna prednaska, ..

Definice potrebujeme kvili vzdjemné komunikaci

Méjme definicni obor X popsany jako mnoZzinu véech moznych
instanci objektl, kde objekt je charakterizovan hodnotami svych
atributd.

Koncept na mnoZiné objekt X je definovan tak, Ze kazdy prvek X je
oznacen
bud jako pfiklad daného pojmu,
nebo 0 ném vime, Ze uvazovanému pojmu neodpovida
(nereprezentuije jej).

Koncept vlastné predstavuje néjakou podmnozinu X, jeji
charakteristicka funkce ¢ se nékdy oznacuje jako cilova funkce
(target f.) .

Obecné muze byt c libovolna bool.funkce nad X, Ej. X — io’l}a

Jmela inteligence

" - E———gypotéza pro klasifikované priklady

Naucit se koncept z piikladt znamena vlastné naucit se booleovskou
funkci ¢ (na celém definiénim oboru X) na zékladé prikladd jejiho
chovani na néjaké podmnoziné X, tedy na zakladé znalosti o chovani na
mnoziné Y O X.

Necht' D oznaduje aktualni mnozinu trénovacich pfiklad@ chovani ve
tvaru <x, c(x) >, coz znamena, Ze D je rozdélena na pozitivni a negativni
priklady

Hypotéza = pokus o popis cilového konceptu.
H necht’ oznaCuje mnozinu vSech moznych pripustnych hypotez. Obecné

)

hypotéza h méZze byt rovnéz boolovska funkce nad X, tj. h: X — {0,1} .
Jinymi slovy hypotéza také reprezentuje podmnozinu X.

Cil u€eni: najit hypotézu, ktera je korektni pro vsechny priklady z X, tj.
plati h(x) = c(x) pro vSechna x [ X.

" B Induktivni bias

Véta o osklivém katatku pro konény def.oborNecht' D je
klasifikovana trénovaci mnozina pro koncEpktery tvai
podmnozinikkone’néhodefini¢niho oborux vSech
myslitelnych moZnosti, které Ize vyjétv uvazovaném jazyce
pro popis trénovacich dat.

PokudD O X aD # X, pak pro kazdy prvekO X \ D plati, Zze
pravcEpodobnost tvrzeniy,pati ke koncept* je rovna0,5.
Tedy vSechny objekty z mnoziy\ E maji stejnou
pravcEpodobnost, Ze do konce{upati (i Ze do & nepati).

Cilem strojového &enf je najitkorektni popis konceptuna zéaklad omezeného
poctu prikladi (mnoZina vyrazé mensi neX). Lze toho vibec doséhnott
Za jakych podminek a jak postupc¥at

*  \WuZiti doménové znalosti pro voltiuaru hypotéz, ktera zarti, ze
algorimus @eni nalezne hypotézu, kterd je korektmiduktivni bias

et oo 1. (predpojatost). Uméls inteligence I
. — Charakteristika - Co se Ize natit,

prostoru (mnoziny) hypotéz
Priklad: Pojem ,stredni postava".

Zde hypotézou miize byt libovolny obdélnik rovnobézny s osami, tj.
podinterval intervalu , vyska X vaha“, tj. <150, 200> X < 50,120 >.

Takova hypotéza nem{ize popsat libovolnou podmnozinu def.oboru. Musime
mit tedy dobry dlivod pro volbu takového omezeni!

Rikéme, Ze mnoZina hypotéz H pIné pokryva (shatters) mnoZinu dat
obsahujici M bodii, pokud pro libovolnou z 2 moznych klasifikacnich
uloh na uvazované mnoziné dat existuje korektni hypotéza Az H, ktera tuto
ulohu fesi (dokonale oddéluje poz. a neg. piklady v uvazované tloze).

Kapacitu dané mnoziny hypotéz H charakterizuje maximalni pocet bodd,
které mohou byt touto mnozinou hypotéz H pokryty. Tato hodnota se také
oznacuje jako Vapnik-Chervonenkis (VC) dimense mnoZiny hypotéz H.

Napft. obdélnik rovnobézny s osamiv roviné mize oddélit 4 body, které
nejsou v pfimce. VC takové mnoziny hypotéz je 4. To je velmi malo. Je
takovy prostor hypotéz viibec uzitecny?

ity
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je-li def.obormedammeny?

Plati obdoba ,\éty o oSklivém k&atku“ i v pripact definicniho oboru, ktery
nenikoneny?

Co kdyz uvazujemenekone®ny defini¢ni obor, napk. N (pFirozena &isla)?

V takovém piipadé dokonce musi existovat koncepty, které nelze pops{
pomoci predem zvoleného jazyka pro popis hypotéz!

Diivod? MnozinaC vSech koncejit (= mnoZzina vSech podmnozin N) ygrazné
mohutnéj$i nez mnozinad hypotéz (= mn. formuli ve zvoleném jazyce)!

Presrji: neexistuje Zadné vzajerjednoznané zobrazeni mef aH
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" oS A . " S Algoritmus A,
Dﬁsledky \Ety 0 oSklivém kaatku ktery se skoro presné uci pojem ,,stiedné velky objekt“:

Uptesrent cile strojového gent: Pro vsechnyvv?tupfjjlm pozitivni pr!klady sledluﬁe ho.dnoty MAX; a MIN;ve vSech atributech i
pro dosud prectené vzorky. Hypotéza necht je pak interval <MIN, ,MAX;> X <MIN, ,MAX,>

Nema smysl patrat ppresre spravné hypotézale hledame s
Tvrzeni: K tomu, aby se tento

skoro spravnou hypotézu (approximately correct), které spije algoritmus naudil hypotézu skoro ~ ®
doplikové pozadavky— Occamova fitva, bias, ..., vhodn presng, sta&i mu prohlédnout 7 y,
kompromis mezi pagrovymi naroky pro reprezentaci konceptyi a 4/e*In(4/3) piikladd. %
mezi pravépodobnosti chybné klasifikace. Dékaz: /
Pro navrzeny algoritmus A plati ,vSechny %
" . T A | 5o ] generované hypotézy jsou /
Lze rgjak charakterizovat chovani znamé i - konzistentn, 6. pro libovolnou /oy
hypotézy pro cilovy koncept, jehoZz popis |« navrzenou hypotézu h plati, h Ok, - -
pro cely definénf obor nenf k dispozici? |44 kde k je cil.koncept.
K Fivka ugeni“ a testovaci data. £ Tut_o vlastnost budeme dale oznacovat
© 5 2w B = jako Inkluze.
ym Umél3 inteligence 1. )
- - q . 2 . - :
Pro libovolnou hypotézu h navrzenou algoritmem A plati, Ze pravdpodobnostjevu ,,novy had poctu trénovacich prlkladu
objekt bude spliiovat h (tj. spadne do odpovidajiciho intervalu)“ je mensi nez tato pro koncept vyjédFeny intervalem

pravdépodobnost pro cilovy koncept k = <I,p>x < d,h>, ozn. P(k).
Pro m rdiznych vzorkd plati:

Jaka je pravdépodobnost toho, ze novy v & Y 34V i Y
objekt x bude Spatné Klasifikovan? . ) pras\{gjgggojznrzsetntgm%ize kazdy vzorek padne mimo levy
Jisté plati, e P(x: h(x) # k(x)) < P(K). ) y//// 77 ! (1 ¢ ja
Necht P(k) < g, pak jisté i . /
pravdépodobnost chyby je mensi nez e. v TentyZ postup Ize pouZit i pro ostatni rohy:
Y1
Necht P(k) > & . ‘m/ Pravdépodobnost jevu ,Zadny prvek z trénovaci mnoZziny
¢ ! £ obsahujici m vzorkd nepadnul do rohu ™ je mensi nez
W ox DA 4(1-¢/4)"<d

- -m g /4
Zvolme x, tak, Ze X, = inf{x: P( < 1,x > x <d,h >) > g/4} 4(1-g/4)"Ds4eM*E/A< §

Jisté plati P(<l, X, > x <d,h > ) > &/4, m>4/¢in(4/d)
atedy pravdépodobnost, Ze vzorek padne mimo levy sloupec je mensi nez (1- g)/4

Uméla inteligence 1. “GersiRgE) Uméla inteligence 1.
" —) ChOdiska vypoCetni teorle - s Zakladni otazka PAC
PAC stroj.uéeni

Vychozi pfedpoklad - stacionarita: Trénovaci i testovaci mnoZina jsou

vybirany z téZe populace za pouziti totozné distribuce Bud' m mohutnost trénovaci mnoziny

pravdépodobnosti MiZeme urcit m tak, aby pouhd konsistence hypotézy s
(Probably Aproximately Correct) PAC uéeni: Kolik trénovacich piiklad® trénovaci mnoZinou byla dostatecnou zérukou toho, Ze jsme

je tfeba, aby se podafilo eliminovat véechny velmi patné hypotézy? nasli skoro spravnou hypotezu?

X mnoZina viech moznych pikladd (s distribuci D) Takovy odhad mliZe slouZit napf. jako voditko pfi

£ skutegny popis konceptu shromazd'ovani Ci posuzovani trénovacich dat

H mnoZzina vSech moznych hypotéz, h 0O H je aktudini hypotéza

er(h) = pravd&podobnost jevu , x 0 X a plati f(x) # h(x)" \ dalé;’(m pfedpokladéme, Ze hlidans" ,DOEIiS(tk%ncevptu f jt€3 .
o R . prvkem uvazované mnoziny hypotéz H (tedy, ze existuje
= Pix: x D Xs distribuci D a plati f(x) # h(x)} ) korektni, tj.konsistentni a Uplna hypotéza pro dany koncept)
tuto hodnotu studuji ,kfivky uceni®

Hypotéza h je e-skoro spravna, pokud er(h) < ¢
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= s Zakladni pojmy PAC

H konecny prostor vsech hypotéz
f (hledany) cilovy koncept z mn. H

H, je € okoli f, tj. mnoZina obsahujici
pouze ty hypotézy, jejichz
pravdépodobnost chyby je < €

Hsrépatné =H-H £

obsahuje pravé ty hypotézy, jejichz
pravdépodobnost chyby je vétsi nez
€

Pokusme se odhadnout, za jakych okolnosti plati, ze

P(,nalezena hypotéza konzistentni se viemi trén. pfiklady a soucasné z Hg.zs“) < &

Uméla inteligence I ‘Gersener)

=0 dhad potiebného poétu piikladd

Tvrzeni: Necht’ h je hypotéza konzistentni se viemi trénovacimi pFiklady.
Pokud plati P(h 0 H.zp.e05 ) < & pak pravdépodobnost toho, Ze ,h je
g-skoro spravna" je vétsi nez (1- &).

Zdtvodnéni:
Predpokiddéme, Ze vH existuje néjaka hypotéza konzistentni se vsemi
trénovacimi priklady. Jisté plati
P(h OH - Hegpama) + P(h O Hegpapns) = 1
Vime, Ze H, = H - H, .4, @ proto
P(h O H,) 2 (1- 3).

h O H, znameng, Ze h Klasifikuje prvky z X s chybou mensi nez g, tj. h je
g-skoro spravna

Umélé inteligence 1. ==

»

" Ky pro h konzistentni s trén. daty
plati P(h O Hgpp5) <0 ?

Necht’ b je libovolna opravdu $patna hypotéza, tedy h., jejiz pravdépodobnost
chyby er(b) = pravdépodobnost jewu,x0OXa plati f(x) # h(x)" > &. V
tomto pfipadé je b O H,.s,.un4 @ plati:

Pravdépodobnost opacného jevu ,b spravné klasifikuje jeden nahodné
zvoleny pfiklad" je P(b spravné klasifikuje 1 zvoleny pfiklad ) < (1- &)

Pravdépodobnost, Ze b spravné klasifikuje m nahodné zvol. pfikladd:
P(b spravné klasifikuje m zvolenych pfikladd ) < (1- €)™

Pravdépodobnost, ze eX/stUJe prvek Z He spaens = (b1, by ktew spravne
klasifikuje m zvol. prlkladu je rovna pravdépodobnosti, Ze by spravné
klasifikuje m zvolenych pfikladd" nebo ...nebo ,b, spravné klaskaJe m
zvolenych prikladd®, tj.

P(h O Heozpatna) < 2 <i(1- € )™ =[Hezpaensl*(1- € )"<|H*(1- €)™

Pokud [H[*(1- € )™ < &, pak jist€ P(h 0 H.gpatms) < 8
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[P— PhOH,)21-5?
Stai, aby platilo P(h 0 Hg spams) <0
To dosadhneme, kdy3H*1- € )" < d

Fakt:Pro | €| < 1, plati, Ze (1- € )™ (e -&*m
Podminku Ize tedy pfepsat do tvaru
In(H*e"#m)<Ind ¢/ In|H-e*m<Ind
Postacujici podminka pro pocet priklad@ m je tedy
m 2 (In [H|-In 3)/ € = 1/ & *(In |H| + In (1/3))

Mame-li k dispozici alespol/ € *(In |H| + In (1/3)) prikladi a wici
algoritmus navrhuje hypotézy ktera je se vSemémito pifklady
konzistentni, pak pra¥godobnost toho, Ze ,chytigje mensi ne
(h je e-skoro spravnay je vétsi nez (- d).

Umélé inteligence 1. GerivE )

" JEE poctu prikladi

m2=1/g*(In [H] + In (1/3))
Necht' Hg(n) je mnoZina vsech bool. funkci prom bool. atributf, tj.
zobrazeni z n-tic skladajicich se z 0 a1 do {0, 1}.
Velikost definicniho oboru. 2"
Pocet funkci z mnoZiny mohutnosti a do { 0, 1}: 22.

Tedy mohutnost Hy(n) je 2%

Postacujici podminka pro pocet pfikladd mg(n), které potfebujeme k
tomu, abychom se skoro spravné naucili koncept popsany booleovskou
funkci o n atributech, je

mg(n) =21/ € ¥(2" + g (1/3)),

Diisledek:

Mame-li se skoro spravné naucit koncept popsany obecnou bool. funkci,
pak potfebujeme vice nez 2" priklad@. Jinymi slovy: musime znat
cely definicni obor. Véta o osklivém kacatku.
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" JEE— Disledek odhadu

Je-li H mnoZina moznych hypotez pak se Ize skoro spravne (s
pravdepodobnostl vetSI nez (1- %)) naucit hypotezu ]e]lz chyba je
mensi nez g, pokud mame m trénovacich prikladd a plati

m =1/ g *(In [H| + In (1/3)). (i)
Pozorovani : m je funkci |H|

Podafi-li se nam ziskat ne]akou doplnkovou informaci (omezenl na tvar
prlpustnych hypotez) kterd omeZUJe rozsah H, pak vystaume s
mensim pocCtem trénovacich prikladd !!! zZde hra]e vyznamnou roli
doménova znalost.

Pokusme se

provést odhad mohutnosti mnoziny hypotéz pro nékteré bézné typy
hypotéz (rozhodovaci stromy,...)

a zjistit vliv tohoto odhadu na pozadovany pocet trénovacich
priklad@
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o Vaia o PAC rozhodovaciho stromu

Necht' objekty jsou charakterizovany pomoci n binarnich
atributd a necht’ pfipoustime jen hypotézy ve tvaru
rozhodovaciho stromu s maximalni délkou vétve k. Dale
necht’ 8, € jsou mald pevné zvolena kladna cisla blizka 0.
Pokud algoritmus strojového uceni vygeneruje hypotézu ¢,
ktera je konzistentni se véemi m priklady trénovaci mnoziny
a plati

m2mpr(m2c(r* +In(1/3) /¢

pak ¢ je e-skoro spravna hypotéza s pravdépodobnosti vétsi
nez (1-8), t.j. chyba hypotézy ¢ na celém definicnim oboru
konceptu je mensi nez € s pravdépodobnosti vétsi nez (1-3).

Doporucenad literatura:

Mafik et al.: UI(3) - kapitola 7 Teorie sloZitosti a Glohy UI
(Demlova, Stépankova)

Umél4 inteligence 1 Cersinet )

] _Odhad mohutnosti mnoiiny hypotéz

pro rozhodovaci seznam (lin. reprezentace stromu)
L,,jazyk obsahujici pfesné n binarnich atributd
Q def. obor uvazovaného konceptu ma tedy 2" réiznych prvkd
Rozhodovaci seznam (decision list) v jazyce L, je usporadany
seznam O=[ t;ic;, ... b iC,], kde
t; je test vyjadeny ve tvaru konjunkce literélz L,
¢ 0{0,1} je piitazena klasifikace.
Necht' o 0 , pak 0(0) = c; kde t; je prvni test, ktery objekt o splfiuje
(4. t,(0)=0, ...t ,(0)=0, t;(0)=1).
Pokud t,(0)=0 pro viechna k < m, pak O(0) = 0

KaZdy strom hloubky n (= délka nejdelsi vétve) nebo formuli v disjunktivni
normdini formé Ize napsat jako rozhodovaci seznam v jazyce L,;: napr.
(s;& s3& nots;) v (nots, & s; & not sg) odpovidd
[ (s; & s; & nots; ):1, (not s, & s3 & not sg):1]
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" <N Odhad mohutnosti k-DL(n)

Necht’ &-DL( ) je mnoZina vSech rozhodovacich seznam(, jejichZ testy maji
pfipustnou délku omezenou pevné zvolenym Cislem k < m. Jak oviivni
volba k mohutnost mnoZiny hypotéz?

Odhad mohutnosti prostoru hypotéz pro rozhodovaci seznamy 1-DL(n)
|1-DL(#7) | < pocet permutaci z n (tedy n!) krat 37.

ZdAvodnéni: Z 1 pevné zvolené permutace m prvki Ize totiz vytvofit 37 rlznych
rozhodovacich seznaml (test je pouZit s vysledkem 1, 0 nebo ,nezarazen").

|1-DL(n) < n/ 037
Protoze In (') < nOIn n, plati’
In |1-DL(n) | <In( /037 <O (nOIn 1)+ nin3

Skoro spravného @eni Ize dosahnout pi rozumném potu trén. piklada

m 21/ g *(In [H| + In(1/3)) : pro 1-DL(#)jde o Cislo srovnatelné s (n Llg ), coz je
vyrazné méné néz mohutnost 27celého uvazovaného definiéniho oboru
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Conji(n, k). pocet rlznych konjunkci nejvyse k literald sestrojenych z n
atribut€i.

Conjo(n,j): pocet viech konjunkci presné j literald sestrojenych z n
atributli (pomocna veli¢ina pro odhad Conj(n,k)).

Postupujeme takto

Conjo(n,j) <27*nJ = (2n)J dlen vyjadrujici ,znaménko" atomu
Conj(n k) <X iy, Conjo(n, i)

<X ke 2M) =20 (2¥ n*-1)/ 2 n-1) =0 (n*) (ii)

Horni odhad pro pocet prvkél A&-DL(r): Rozhodovaci seznam je vlastné usporadana
posloupnost neopakujicich se prvkéi z Conj(n, k), z nichz kazdy je klasifikovan
jednou z hodnot {0,1, x }, kde ,x" chapeme tak, Ze dana konjunkce
v rozhodovacim seznamu neni. Zfejmé tedy

k-DL(n) | <3 I€niGk | | Conj(j,k) |!

S T
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L gRaay Mohutnosti k-DL(n) a |k-DL(n) |

Vime, Ze | k-DL(n) | <3 IconiGl| * | Conj(j,k) |! Z toho plyne, Ze
In |k-DL(n) | < |Conj(i,k) | * In 3 + In (Conij(j,k))!

Pouzitim vztahu Ig n! < n 0lg n dostavdme

In [k-DL(n) | <|Conj(.,K) | O In 3 +In|Conj(j,k)|)
<O(MK)O(@n3+In O(nk)) =0 (nkin (nk))

Po dosazeni do vzoroe = 1/ € *(In |H| + In (1/5)) dostavame odhad pro hypotéz
ve tvaru rozhodovaciho listu
Mep (M) 2c/€ (O (nkIn nk)+ (1/3))

Pro rozhodovaci stromy s omezenou hloubkou je odhadgdegtkud nizsi, protozg
pro mohutnost prostoru hypotéz plati

|k-DT(n) | <3 ConiGk) |
Odpovidajici poet trén. pikladi je mpr(n) 2 ¢/ (nk+ (1/3))
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