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O sudé c¢islo, dvoustopé vozidlo, aktivni politik, krasny clovék, korektni hypotéza

Pro¢ ma smysl koncepty zavadét?

0 Cim se li§i sud4 ¢isla od lichych? Aktivni politik od ostatnich politikii?
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Ptiklady:

O sudé c¢islo, dvoustopé vozidlo, aktivni politik, krasny clovék, korektni hypotéza
Pro¢ ma smysl koncepty zavadét?

0 Cim se li§i sud4 ¢isla od lichych? Aktivni politik od ostatnich politikii?

Defini¢ni obor X je mnozina vSech moznych instanci objektti:

0 mnoZina vSech celych ¢isel, vSech moZznych vozidel, vSech politiki ...
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Ptiklady:

O sudé c¢islo, dvoustopé vozidlo, aktivni politik, krasny clovék, korektni hypotéza

Pro¢ ma smysl koncepty zavadét?

0 Cim se li§i sud4 ¢isla od lichych? Aktivni politik od ostatnich politikii?

Defini¢ni obor X je mnozina vSech moznych instanci objektti:

0 mnoZina vSech celych ¢isel, vSech moZznych vozidel, vSech politiki ...

Objekt x € X je popsdn hodnotami atributti:
0 &islo {hodnota}

0 vozidlo {vyrobce, typ motoru, pocet néprav, ... }

O politik {pocet hlasovani ve snémovné, pocet predloZzenych ndvrhti zdkont, pocet
pozménovacich ndvrht, pocet interpelaci na ¢leny vlady, ... }
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Ptiklady:

O sudé c¢islo, dvoustopé vozidlo, aktivni politik, krasny clovék, korektni hypotéza

Pro¢ ma smysl koncepty zavadét?

0 Cim se li§i sud4 ¢isla od lichych? Aktivni politik od ostatnich politikii?

Defini¢ni obor X je mnozina vSech moznych instanci objektti:

0 mnoZina vSech celych ¢isel, vSech moZznych vozidel, vSech politiki ...

Objekt x € X je popsdn hodnotami atributti:
0 &islo {hodnota}

0 vozidlo {vyrobce, typ motoru, pocet néprav, ... }

O politik {pocet hlasovani ve snémovné, pocet predloZzenych ndvrhti zdkont, pocet
pozménovacich ndvrht, pocet interpelaci na ¢leny vlady, ... }
Cilovy koncept ¢ € C odpovida né€jaké podmnoziné mnoziny X, c C X:

0 kazd4 instance x € X je bud’ pfikladem nebo protiptikladem konceptu c
O charakteristickd funkce f : X — {0,1}

0 kdyz f(x) =1, x je pozitivnim p¥ikladem konceptu
0 kdyz f(x) = 0, x je negativnim p¥ikladem (protiptikladem) konceptu

0 Konceptem ¢ mtiZe byt libovolna bool. funkce f nad X!
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Uloha induktivniho uéent: najdi hypotézu (model) /, ktera co nejlépe odpovida
cflovému (modelovanému) konceptu c, znas-li

0 pouze podmnozinu D C X ptikladt (a protiptikladii) cilového konceptu (trén.
data) a
O prostor H vSech moznych hypotéz.

Hypotéza je pokus o popis cilového konceptu.
O H je prostor vSech moznych pfipustnych hypotéz

O v nejobecnéjsim piipadé i hypotéza h muZe byt libovolna boolovska funkce
h: X —{0,1}
O hypotéza h je také podmnozina mnoziny X: h C X
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Uloha induktivniho uéent: najdi hypotézu (model) /, ktera co nejlépe odpovida
cflovému (modelovanému) konceptu c, znas-li

0 pouze podmnozinu D C X ptikladt (a protiptikladii) cilového konceptu (trén.
data) a

O prostor H vSech moznych hypotéz.

Hypotéza je pokus o popis cilového konceptu.
O H je prostor vSech moznych pfipustnych hypotéz

O v nejobecnéjsim piipadé i hypotéza h muZe byt libovolna boolovska funkce
h: X —{0,1}
O hypotéza h je také podmnozina mnoziny X: h C X

Cil uéendi:

O najit hypotézu h, kterd je korektni pro vSechny priklady z X, t.j.

Vx € X :h(x) = c(x).
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COLT se snazi teoreticky charakterizovat
1. obtiZnost problémii strojového uceni
0 Zajakych podminek je uceni viibec mozné?

2. schopnosti algoritmii (modelii) strojového uceni

Y

O Zajakych podminek je jisty algoritmus uceni schopen ucit se 1ispésné?

COLT se snazi odpovidat na otazky typu:

O Existuji néjaké tfidy sloZitosti problémt nezavisle na pouZitém
modelu/algoritmu?

O Jaky typ modelu (tfidu hypotéz) mdme pouzit? Je néktery algoritmus konzistentné
lepsi nez jiny?

O Kolik trénovacich pfikladti je tfeba, aby se model (hypotéza) tispésné naucil?
(Jsou ijiné prosttedky nez kiivka uceni?)

O Je-li prostor hypotéz rozsahly, je viibec mozné najit v rozumném case nejlepsi
hypotézu?

O Jak slozitd by vyslednd hypotéza (model) méla byt?

O Najdeme-li hypotézu, kterd je korektni pro trénovaci data D C X,
jak si miiZeme byt jisti, Ze hypotéza bude korektni i pro ostatni data X \ D???

O Kolik chyb algoritmus udéla pfedtim, neZ se ispéSné nauci (nez najde dostatecné
uspésnou hypotézu)?
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nebyly v trénovaci sadé D.
;félfad 0 méfise chybovostina X \ D.
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Schopnost generalizace:

O schopnost algoritmu vytvofit model, ktery umi klasifikovat spravné i pfiklady, jez
nebyly v trénovaci sadé D.

0 méfise chybovostina X \ D.

Nevime-li nic o problému, je néjaky diivod preferovat jeden model (algoritmus ucent) nad jinym?
Oznacme:

O Pa(h): apriorni pravdépodobnost, Ze algoritmus A vygeneruje hypotézu h
0 Pa(h|D): pravdépodobnost, Ze algoritmus A vygeneruje h, zna-li trénovaci data D:

O v piipadé deterministickych algoritmi (nejblizsi soused, rozhodovaci stromy),
P4 (h|D) je vsude nulové kromé jediné hypotézy

O v pripadé stochastickych algoritmt (neuronova sit’ trénovand s ndhodnymi
pocateénimi vahami) je rozdéleni P4 (h|D) nenulové pro vétsi pocet hypotéz

0 P(c|D): rozdéleni konceptti konzistentnich s trénovacimi daty D
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Schopnost generalizace:

O schopnost algoritmu vytvofit model, ktery umi klasifikovat spravné i pfiklady, jez
nebyly v trénovaci sadé D.

0 méfise chybovostina X \ D.

Nevime-li nic o problému, je néjaky diivod preferovat jeden model (algoritmus ucent) nad jinym?
Oznacme:

O Pa(h): apriorni pravdépodobnost, Ze algoritmus A vygeneruje hypotézu h
0 Pa(h|D): pravdépodobnost, Ze algoritmus A vygeneruje h, zna-li trénovaci data D:

O v piipadé deterministickych algoritmi (nejblizsi soused, rozhodovaci stromy),
P4 (h|D) je vsude nulové kromé jediné hypotézy

O v pripadé stochastickych algoritmt (neuronova sit’ trénovand s ndhodnymi
pocateénimi vahami) je rozdéleni P4 (h|D) nenulové pro vétsi pocet hypotéz

0 P(c|D): rozdéleni konceptti konzistentnich s trénovacimi daty D

Nezndme-li cilovy koncept ¢, je pfirozenou mirou generaliza¢ni schopnosti algoritmu
jeho o¢ekavana chyba pfes vSechny koncepty pfi dané mnoziné D:

E(Erra|D) =), ), P(x)-I(c(x) # h(x)) - P(h|D) - P(c|D)

h,c xeX\D

Bez znalosti P(c|D) nelze 2 algoritmy porovnat na zikladé jejich generalizacni chyby!!!
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Priklad

COLT

Koncept Mé]me

Hypotéz . P . .. .

Cont: e 0 objekty popsané 3 bindrnimi atributy, | x | c| M| R

Generalizace O 1 urcity koncept c, 000 | 1 1 1

e : e _ i i

NFL O 2 deterministické algoritmy a k nim pfislusné b 8(1)(1) i i 1

Bias hypotézy hy a hy: pamatuji si trénovaci data, nova

PAC udeni data zafazuje jeden do tfidy 1, druhy do tfidy -1. (1)(1)(1) 'i i j

X\ D 101 -1 1 -1

110 1 1 -1
111 1 1 -1
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COLT
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Hypotéza
COLT: Cile

Generalizace

Priklad
NFL
Bias

PAC uceni

Méme
O objekty popsané 3 bindrnimi atributy,
O 1 urcity koncept c,
O 2 deterministické algoritmy a k nim pfislusné
hypotézy hy a hy: pamatuji si trénovaci data, nova
data zafazuje jeden do tfidy 1, druhy do tridy -1.

Pro dany koncept c:
0 E(Erra,|c,D) =04, E(Errp,|c,D) = 0.6,
O algoritmus A je jasné lepSi neZ algoritmus Aj;.

X | c | hl | ]’lz

000 1 1 1

D 001 -1 -1 -1
010 1 1 1

011 -1 1 -1

100 1 1 -1

X\ D 101 -1 1 -1
110 1 1 -1

111 1 1 -1
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Priklad

COLT

Koncept Mé]me
Hypotéz . P . .. .
Cont: e 0 objekty popsané 3 bindrnimi atributy, | x | c| M| R
Generalizace O 1 urcity koncept c, 000 | 1 1 1
e : e _ i i
NFL O 2 deterministické algoritmy a k nim pfislusné b 8(1)(1) i i 1
Bias hypotézy hy a hy: pamatuji si trénovaci data, nova
PAC udeni data zafazuje jeden do tfidy 1, druhy do tfidy -1. (1)(1)(1) 'i i j
X\ D 101 -1 1 -1
Pro dany koncept c: 110 | 1 1| -1
111 1 1 -1

0 E(Erra,|c,D) =04, E(Errp,|c,D) = 0.6,
O algoritmus A je jasné lepSi neZ algoritmus Aj;.

Pti tvorbé modelu ale nezndme cilovij koncept c!

O Pfedpoklddame, Ze nemame zddnou apriorni informaci o konceptu ¢, tj. Ze
vSechny cilové koncepty jsou stejné pravdépodobné.

0 Trénovaci mnozina D

0 umozni eliminovat nekonzistentni hypotézy (v naSem ptipadé 224),

O ale neumozni vybrat tu sprdvnou mezi hypotézami konzistentnimi s D (zbyva
jich 32),

O protoZze prumeérovano pres vSechny koncepty c konzistentni s D, obé hypotézy
jsou stejné tspésné!
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No Free Lunch

COLT

Koncept
Hypotéza
COLT: Cile
Generalizace
Priklad

NFL

Bias

PAC uceni

“No Free Lunch” teorém: Pro kazdé 2 algoritmy A; a A (pfedstavované rozdélenimi
pravdépodobnosti P4, (h|D) a Py, (h|D)) plati nasledujici, a to nezavisle na
vzorkovacim rozdéleni P(x) a na konkrétni trénovaci mnoziné D:

1. Pramérovano pies véechny koncepty c, E(Erry, |c, D) = E(Erry,|c, D).

2. Prtimérovano pfes vSechna rozdéleni P(c), E(Err 4, |c, D) = E(Erra, |c, D).
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No Free Lunch

COLT pd 4 Z . A pd 4 4 .
Koncept “No Free Lunch” teorém: Pro kazdé 2 algoritmy A; a A (pfedstavované rozdélenimi
Hypotéza pravdépodobnosti P4, (h|D) a Py, (h|D)) plati nasledujici, a to nezavisle na

COLT: Cile vzorkovacim rozdéleni P(x) a na konkrétni trénovaci mnoziné D:

Generalizace

Piiklad 1. Pramérovano pies véechny koncepty c, E(Erry, |c, D) = E(Erry,|c, D).

NFL [o] W Z A 4 4 z

Bins 2. Prtimérovano pfes vSechna rozdéleni P(c), E(Err 4, |c, D) = E(Erra, |c, D).

PAC uceni

Dusledky NFL:

O At sejakkoli snazite navrnout 1 skvély a 1 pfiSerny algoritmus, jsou-li vSechny
koncepty stejné pravdépodobné, pak budou oba algoritmy stejné tispésné.

O Je-li alg. 1 na nékterych tlohdch (konceptech) lepsi nez alg. 2, musi byt na jinych
tlohéach horsi.

O VsSechna tvrzeni stylu “alg. 1 je lepsi nez alg. 2” netvrdi nic o algoritmech
samotnych, ale spiSe o aplikac¢ni oblasti (0 mnoziné konceptti, na nichz byly
algoritmy testovany).

O V praxi pro jistou aplika¢ni oblast hleddme algoritmus, ktery
O funguje hiif na tlohéch, které v dané oblasti neocekdvame, a
O funguje 1épe na tlohach, které jsou velmi pravdépodobné.

0 Generalizace neni moZn4, pokud model neni néjakym zpasobem ptedpojaty
(mnohdy implicitné), a je tim lepsi, ¢im vic se pfedpoklady modelu shoduji se
skute¢né platnymi zakonitostmi aplika¢ni oblasti!!!
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Bias

COLT
Koncept

Hypotéza
COLT: Cile
Generalizace
Ptiklad

NFL

Bias

PAC uceni

Inductive bias (pfedpojatost, zaujeti modelu):
O souhrn vSech (i implicitnich) pfedpokladi, které model (algoritmus uceni) o
aplikac¢ni oblasti ¢ini
O vyuziti téchto pfedpokladti dovoluje modelu generalizovat, t.j. poskytovat spravné
predikce pro dosud nezndma data, pokud predpoklady souhlasi se skute¢nosti
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Bias

COLT
Koncept

Hypotéza
COLT: Cile
Generalizace
Ptiklad

NFL

Bias

PAC uceni

Inductive bias (pfedpojatost, zaujeti modelu):

O souhrn vSech (i implicitnich) pfedpokladi, které model (algoritmus uceni) o
aplikac¢ni oblasti ¢ini

O vyuziti téchto pfedpokladti dovoluje modelu generalizovat, t.j. poskytovat spravné
predikce pro dosud nezndma data, pokud predpoklady souhlasi se skute¢nosti

Mozné zdroje zaujeti modelu: vyuziti apriornich znalosti o aplika¢ni oblasti
O Jazykova pfedpojatost (language bias):
O jazyk pro popis hypotéz nesouhlasi s jazykem pro popis moznych konceptti
O nékteré koncepty neni mozné ve zvoleném jazyce hypotéz vibec vyjadrit
O jiny jazyk ale mtZe umozZnit efektivni uceni
O Preferencni predpojatost (preference bias):

O algoritmus preferuje nékterou z hypotéz konzistentnich s D

O algoritmus preferuje mirné nekonzistentni hypotézu na tikor konzistentnich
hypotéz

0 Occamova bfitva

P. Posik (© 2012 Artificial Intelligence -9 / 22



COLT

PAC uceni

PAC

Chybovost hypotézy
PAC model
Konzistentni PAC uceni

Sample complexity

Ptiklad: Rozhodovaci
seznam

Ptiklad: Formule v DNF
Ukézky vysledkti pro
PAC uceni

VC dimenze

Shrnuti

PAC uceni
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PAC uceni

COLT

PAC uceni

PAC

Chybovost hypotézy
PAC model
Konzistentni PAC uceni

Sample complexity

Ptiklad: Rozhodovaci
seznam

Ptiklad: Formule v DNF
Ukézky vysledkti pro
PAC uceni

VC dimenze

Shrnuti

Pravdépodobné skoro spravné uceni (Probably Approximately Correct, PAC):

O charakterizuje tfidy konceptt, které je/neni mozné se naucit pomoci jisté tridy
hypotéz

O z “rozumného” poctu trénovacich prikladt
O s “rozumnou” vypocetni narocnosti,
ato

O pro konecny prostor hypotéz i
O pro nekone¢ny prostor hypotéz (kapacita, VC dimenze).

O definuje pfirozenou miru sloZitosti pro prostory hypotéz (VC dimenze), kterd ndm
umozni omezit potfebnou velikost trénovaci sady pro induktivni uceni.
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PAC uceni

COLT

PAC uceni

PAC

Chybovost hypotézy
PAC model
Konzistentni PAC uceni

Sample complexity

Ptiklad: Rozhodovaci
seznam

Ptiklad: Formule v DNF
Ukézky vysledkti pro
PAC uceni

VC dimenze

Shrnuti

Pravdépodobné skoro spravné uceni (Probably Approximately Correct, PAC):

[

charakterizuje tfidy konceptti, které je/neni mozné se naucit pomoci jisté tridy
hypotéz

O z “rozumného” poctu trénovacich prikladt
O s “rozumnou” vypocetni narocnosti,
ato

O pro konecny prostor hypotéz i
O pro nekone¢ny prostor hypotéz (kapacita, VC dimenze).

definuje pfirozenou miru sloZitosti pro prostory hypotéz (VC dimenze), kterd ndm
umozni omezit potfebnou velikost trénovaci sady pro induktivni uceni.

Pfedpoklady PAC uceni:

[

Nezdvislost: P¥iklady E; = (x;, ¢;) jsou vzorkovany nezavisle, tj.
P(Ei|Ei-1,Ei—2,...) = P(E).

Stacionarita: Budouci pfiklady jsou vzorkovéany ze stejného rozdéleni

P(E;) = P(E;_1) = ...jako minulé ptiklady.

Ptiklady splniujici tyto poZzadavky se ¢asto oznacuji jako “i.i.d.” (independent and
identically distributed).

(Pro jednoduchost v dalsim pfedpokladejme, Ze koncept c je deterministicky a Ze je
prvkem tfidy hypotéz H.)

P. Pogik © 2012
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Chybovost hypotézy

COLT

Skute¢nd chybovost hypotézy h:

PAC uceni
PAC 0 vzhledem k cilovému konceptu c a

e O vzhledem k rozdéleni ptikladt P(X)
Konzistentni PAC uceni
Sample complexity Err(h) = Z I(h(X) 7é C(X)) . P(X)
Priklad: Rozhodovaci xeX
seznam
Pfiklad: Formule v DNF O pravdépodobnost, Ze hypotéza zaklasifikuje pfiklad x Spatné (viz kfivka uceni)
Ukézky vysledkt pro
PAC uceni
VC dimenze
Shrnuti
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Chybovost hypotézy

COLT . )
Skute¢nd chybovost hypotézy h:

PAC uceni

PAC 0 vzhledem k cilovému konceptu c a

e O vzhledem k rozdéleni ptikladt P(X)

Konzistentni PAC uceni

Sample complexity Err(h) = Z I(h(X) 7é C(X)) . P(X)

Priklad: Rozhodovaci xeX

seznam

Pfiklad: Formule v DNF O pravdépodobnost, Ze hypotéza zaklasifikuje pfiklad x Spatné (viz kfivka uceni)

Ukézky vysledkt pro

PAC uceni

VC dimenze

Hypotéza h je skoro sprdvnd nebo e-skoro sprdvnd,
O pokud Err(h) <,
O kde € je mal4 konstanta.

Shrnuti
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Chybovost hypotézy

COLT

PAC uceni

PAC

PAC model
Konzistentni PAC uceni

Sample complexity

Ptiklad: Rozhodovaci
seznam

Priklad: Formule v DNF
Ukézky vysledkt pro
PAC uceni

VC dimenze

Shrnuti

Skute¢nd chybovost hypotézy h:

O vzhledem k cilovému konceptu c a
O vzhledem k rozdéleni ptikladt P(X)

Bre(h) = ¥ 10h(x) # €(x)) - P(¥

O pravdépodobnost, Ze hypotéza zaklasifikuje pfiklad x Spatné (viz kfivka uceni)

Hypotéza h je skoro sprdvnd nebo e-skoro sprdvnd,
O pokud Err(h) <,
O kde € je mal4 konstanta.

Je mozné urcit pocet trénovacich prikladii potebnij k tomu, abychom se naucili koncept c zcela
sprdavné?

O Je-li mnozina trénovacich pfikladtt D pouze podmnozinou X, stdle existuje vice
hypotéz konzistentnich s D (viz NFL).

0 Trénovaci ptiklady se vybiraji ndhodné a mohou byt zavadéjici.
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PAC model

COLT

PAC uceni
PAC
Chybovost hypotézy

PAC model

Konzistentni PAC uceni

Sample complexity

Ptiklad: Rozhodovaci
seznam

Ptiklad: Formule v DNF
Ukézky vysledkti pro
PAC uleni

VC dimenze

Shrnuti

PAC model definuje, co vlastné znamena 1ispésné se naucit ve vztahu ke konceptiim.
O Nevyzaduje se moznost naucit se jakykoli koncept definovatelny nad X:
0 Zajimaji nds jisté podmnoZiny vSech konceptti C C 2%. (Nékteré koncepty se
naucit nelze, viz napft. ptipad, kdy X (a tudiZ i C) je nekone¢ny a H konecny.)
O Podobné, algoritmus A bude hledat hypotézu h v jisté tfidé hypotéz H.
0 Miuze a nemusi platit, Ze C = H.
O NevyZaduje se nulové chyba nauc¢enych hypotéz h.

O Misto toho ji omezime jistou malou konstantou e.

O Nevyzaduje se, aby algoritmus vrétil hypotézu s akceptovatelnou chybou vZdy.

0 Misto toho omezime pravdépodobnost tohoto jevu malou konstantou 4.
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PAC model

COLT

PAC uceni
PAC
Chybovost hypotézy

PAC model

Konzistentni PAC uceni

Sample complexity

Ptiklad: Rozhodovaci
seznam

Ptiklad: Formule v DNF
Ukézky vysledkti pro
PAC uleni

VC dimenze

Shrnuti

PAC model definuje, co vlastné znamena 1ispésné se naucit ve vztahu ke konceptiim.
O Nevyzaduje se moznost naucit se jakykoli koncept definovatelny nad X:
0 Zajimaji nds jisté podmnoZiny vSech konceptti C C 2%. (Nékteré koncepty se
naucit nelze, viz napft. ptipad, kdy X (a tudiZ i C) je nekone¢ny a H konecny.)
O Podobné, algoritmus A bude hledat hypotézu h v jisté tfidé hypotéz H.
0 Miuze a nemusi platit, Ze C = H.

O NevyZaduje se nulové chyba nauc¢enych hypotéz h.

O Misto toho ji omezime jistou malou konstantou e.

O Nevyzaduje se, aby algoritmus vrétil hypotézu s akceptovatelnou chybou vZdy.

0 Misto toho omezime pravdépodobnost tohoto jevu malou konstantou 4.

Ttida konceptti C se da PAC-naucit (is PAC-learnable) pomoci tfidy hypotéz H, jestlize

O pro vSechny koncepty ¢ € C, v8echna rozdéleni P(X), X = {0,1}", libovolné
0<egd<1

O existuje polynomidlni algoritmus A, ktery vrati s pravdépodobnosti alespori 1 — &
hypotézu h s Err(h) < e

0 s vyuzitim nanejvy$ polynomidlniho mnozstvi trénovacich p¥ikladt (x;, c(x;))
vzorkovanych z P(X).

1 1

Y7 M /[[. 4 . Va4 * , Vv
0 “Polynomialni”: rostouci nanejvys polynomialné s =, 5 a n.
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Konzistentni PAC uceni

COLT

PAC uceni

PAC

Chybovost hypotézy
PAC model

Sample complexity

Ptiklad: Rozhodovaci
seznam

Ptiklad: Formule v DNF
Ukézky vysledkt pro
PAC uleni

VC dimenze

Shrnuti

Konzistentni algoritmus uceni

O projakykoliii.d. vzorek D (trénovaci data) konceptu c € C
O vrati hypotézu h € H konzistentni s D.
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Konzistentni PAC uceni

COLT

PAC uceni

PAC

Chybovost hypotézy
PAC model

Sample complexity

Ptiklad: Rozhodovaci
seznam

Ptiklad: Formule v DNF
Ukézky vysledkt pro
PAC uleni

VC dimenze

Shrnuti

Konzistentni algoritmus uceni

O projakykoliii.d. vzorek D (trénovaci data) konceptu c € C
O vrati hypotézu h € H konzistentni s D.

Slozitost vzorku (sample complexity)

O velikost m trénovaci mnoziny D potfebna pro PAC-uceni konceptu ¢ pomoci H

O roste s dimenzi problému n

O predstavuje mez velikosti trénovaci mnoziny pro konzistentni algoritmy uceni
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Konzistentni PAC uceni

COLT

PAC uceni

PAC

Chybovost hypotézy
PAC model

Sample complexity

Ptiklad: Rozhodovaci
seznam

Ptiklad: Formule v DNF
Ukézky vysledkt pro
PAC uleni

VC dimenze

Shrnuti

Konzistentni algoritmus uceni

O projakykoliii.d. vzorek D (trénovaci data) konceptu c € C
O vrati hypotézu h € H konzistentni s D.

Slozitost vzorku (sample complexity)

O velikost m trénovaci mnoziny D potfebna pro PAC-uceni konceptu ¢ pomoci H
O roste s dimenzi problému n

O predstavuje mez velikosti trénovaci mnoziny pro konzistentni algoritmy uceni

Kolik trénovacich ptikladt potfebujeme, abychom mohli s vysokou pravdépodobnosti fict,
Ze vsechny konzistentni hypotézy jsou skoro spravné?

0 Ozna¢me mnozinu vazné $patnych hypotéz Hg = {h € H : Err(h) > €}, hg € Hp.
O Pr(hp souhlasi s 1 trénovacim ptikladem) <1 —e€

0 Pr(hp souhlasi se vemi trénovacimi piiklady) < (1 — €)™ (peiklady jsou nezavisie.)

0 Pr(Hp obsahuje n&jakou konzistentni hypotézu) < |Hp|(1 — €)™ < |H|(1 — €)™

Pravdépodobnost, Ze nékterd z konzistentnich hypotéz neni skoro spravna.

0 Omezme pravdépodobnost tohoto jevu konstantou d: |H|(1 — €)™ < 6.
O Svyuzitim1l —e <e ¢
1 1
> —(In=+In|H
m >~ (In < +In |H])

Je-li h konzistentni s m pipady, pak Err(h) < e s pravdépodobnosti alespori 1 — 9.
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Sample complexity

COLT

PAC uceni

PAC

Chybovost hypotézy
PAC model
Konzistentni PAC uceni

Sample complexity

Ptiklad: Rozhodovaci
seznam

Ptiklad: Formule v DNF
Ukézky vysledkti pro
PAC uceni

VC dimenze

Shrnuti

Slozitost vzorku:

1 1
> —(In=-+In|H
m >~ (In +1n|H|)

Je-li H tfida vSech boolovskych funkci nad 7 atributy:

0 |H|=2%

0 Slozitost vzorku m roste jako In |H|, tj. jako 2".

O JenZe pocet moznych prikladi je taky 2".

O PAC-uceni ve tfidé vSech boolovskych funkci vyZaduje trénovéani na vSech (nebo
téméf vSech) prikladech!

0 Dtvod:

O H obsahuje dostatek hypotéz, abychom mohli klasifikovat jakoukoli mnozinu
ptikladti jakymkoli zptisobem

O Pro jakoukoli trénovaci mnozinu m piiklada, pocet s nimi konzistentnich
hypotéz, které priklad x,, 1 zaklasifikuji jako pozitivni, je stejny jako pocet
konzistentnich hypotéz, které tento priklad zaklasifikuji jako negativni.

O Viz NFL: aby byla moZnd generalizace, je tfeba omezit prostor hypotéz H.
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Sample complexity

COLT

PAC uceni

PAC

Chybovost hypotézy
PAC model
Konzistentni PAC uceni

Sample complexity

Ptiklad: Rozhodovaci
seznam

Ptiklad: Formule v DNF
Ukézky vysledkti pro
PAC uceni

VC dimenze

Shrnuti

Slozitost vzorku:

1 1
> —(In=-+In|H
m >~ (In +1n|H|)

Je-li H tfida vSech boolovskych funkci nad 7 atributy:

0 |H|=2%

0 Slozitost vzorku m roste jako In |H|, tj. jako 2".

O JenZe pocet moznych prikladi je taky 2".

O PAC-uceni ve tfidé vSech boolovskych funkci vyZaduje trénovéani na vSech (nebo
téméf vSech) prikladech!

0 Dtvod:

O H obsahuje dostatek hypotéz, abychom mohli klasifikovat jakoukoli mnozinu
ptikladti jakymkoli zptisobem

O Pro jakoukoli trénovaci mnozinu m piiklada, pocet s nimi konzistentnich
hypotéz, které priklad x,, 1 zaklasifikuji jako pozitivni, je stejny jako pocet
konzistentnich hypotéz, které tento priklad zaklasifikuji jako negativni.

O Viz NFL: aby byla moZnd generalizace, je tfeba omezit prostor hypotéz H.

Pozorovani: m je funkci |H|:
O Podafti-li se ndm ziskat néjakou dopliikovou informaci (omezeni na tvar
pfipustnych hypotéz) a vtélit ji do algoritmu (zavést bias), pak vysta¢ime s mensim
poctem trénovacich prikladd!!! Vyznamnou roli hraje doménova znalost.
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Piiklad: Rozhodovaci seznam

COLT

PAC uceni

PAC

Chybovost hypotézy
PAC model
Konzistentni PAC uceni

Sample complexity

Pfiklad: Rozhodovaci
seznam

Ptiklad: Formule v DNF
Ukézky vysledkti pro
PAC uleni

VC dimenze

Shrnuti

Pfipomernime: Rozhodovaci seznam (DL)

O je sekvence testti, kazdy test je konjunkce literdlt.

O Uspé€je-li test, vrati k nému pfifazenou tfidu. Jinak se pokracuje dalsim testem.

O Neomezenyy DL mtizZe reprezentovat libovolnou boolovskou funkci!
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Piiklad: Rozhodovaci seznam

COLT

PAC uceni

PAC

Chybovost hypotézy
PAC model
Konzistentni PAC uceni

Sample complexity

Pfiklad: Rozhodovaci
seznam

Ptiklad: Formule v DNF
Ukézky vysledkti pro
PAC uleni

VC dimenze

Shrnuti

Pfipomernime: Rozhodovaci seznam (DL)

O je sekvence testti, kazdy test je konjunkce literdlt.
O Uspé€je-li test, vrati k nému pfifazenou tfidu. Jinak se pokracuje dalsim testem.

O Neomezenyy DL mtizZe reprezentovat libovolnou boolovskou funkci!

Omezme prostor hypotéz H na jazyk k-DL:

O rozhodovaci seznamy, kde kazdy test mutZe byt konjunkci nejvyse k literalti

O jazyk k-DL obsahuje jako svou podmnoZinu jazyk k-DT (mnozinu vSech
rozhodovacich stromt s hloubkou nejvys k)

O konkrétni instance jazyka k-DL zavisi na mnoziné atributfi (na pouZzité
reprezentaci)

O ozna¢me k-DL(n) jazyk k-DL nad n boolovskymi atributy

P. Posik (© 2012 Artificial Intelligence — 16 / 22



Piiklad: Rozhodovaci seznam

COLT

PAC uceni

PAC

Chybovost hypotézy
PAC model
Konzistentni PAC uceni

Sample complexity

Pfiklad: Rozhodovaci
seznam

Ptiklad: Formule v DNF
Ukézky vysledkti pro
PAC uleni

VC dimenze

Shrnuti

Pfipomernime: Rozhodovaci seznam (DL)

O je sekvence testti, kazdy test je konjunkce literdlt.
O Uspé€je-li test, vrati k nému pfifazenou tfidu. Jinak se pokracuje dalsim testem.

O Neomezenyy DL mtizZe reprezentovat libovolnou boolovskou funkci!

Omezme prostor hypotéz H na jazyk k-DL:

O rozhodovaci seznamy, kde kazdy test mutZe byt konjunkci nejvyse k literalti

O jazyk k-DL obsahuje jako svou podmnoZinu jazyk k-DT (mnozinu vSech
rozhodovacich stromt s hloubkou nejvys k)

O konkrétni instance jazyka k-DL zavisi na mnoziné atributfi (na pouZzité
reprezentaci)

O ozna¢me k-DL(n) jazyk k-DL nad n boolovskymi atributy

Jak ukazat, ze tfidu hypotéz k-DL se 1ze PAC-naucit?
1. Ukazat, zZe sloZitost vzorku je nejvysSe polynomidlni (viz dalsi slide).

2. Ukazat, Ze existuje ucici algoritmus s polynomidlni vypocetni sloZitosti.
(Neuvedeno, napt. néjaka varianta CN2.)
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Ptfiklad: Rozhodovaci seznam (pokr.)

COLT v v . . , A Vv . A4 Z )4
Ukazme, Ze jakoukoli hypotézu z k-DL 1ze pfesné aproximovat u¢enim na rozumné

PAC ¢ i Z Pl 4 b4

S velké trénovaci sadé:
PAC
g;‘ébovftlhypdézy O Potfebujeme odhadnout pocet hypotéz v daném jazyku.

mode
Konzistentni PAC ugenf 0 Oznat¢me mnozinu testt (konjunkci nejvyse k literdlti nad n atributy) jako
Sample complexity Con ]'(n, k) .
seznam 0 Kazdy test mtize mit k sobé pfifazenou vystupni hodnotu “Ano”, “Ne”, nebo se v
Ptiklad: Formule v DNF p v . . s v Conj(nk o p v
Ukazky vysledki pro seznamu nemusi vyskytnout, takZe existuje nejvyse 3|Conj(nk)] riuznych mnozin
PAC udeni testq.
VC dimenze v Z b4 A o O Vv Z M pd A z v
Shriuti 0 Kazda z téchto mnozin testi mtze byt v libovolném potadi, takze

[k—DL(n)| < 3IConinRl | Conj(n,k)|!.
0 Potet konjunkci nejvyse k literalti s n atributy: |Conj(n, k)| = Y5, (21” ) = O(n).
2n, protoze kazdy jednotlivy test atributu se v konjunkci mtiZe objevit i v negaci.

0 Po tpravach: k—DL(n) = 20" logy (1))

0 Substituujeme-li tento vysledek za |H| do vztahu pro sloZitost vzorku:
m>1(In} + 0 (n*log,(n")))

O m je polynomidlni v n

O Jakykoli algoritmus, ktery vrati k-DL konzistentni s trénovacimi daty, se PAC-nauci
k-DL koncept s rozumym poctem trénovacich ptikladi.
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Ptiklad: Formule v DNF

COLT

PAC uceni

PAC

Chybovost hypotézy
PAC model
Konzistentni PAC uceni

Sample complexity

Ptiklad: Rozhodovaci
seznam

Pfiklad: Formule v DNF
Ukézky vysledkti pro
PAC uceni

VC dimenze

Shrnuti

Disjunktivni normdlni forma (DNF):

O Objekty popsany n boolovskymi atributy: ay, ..., a,

0 Formule v DNF: disjunkce konjunkci, nap¥. (a1 A —ay Aas) V (—az A ay)
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Ptiklad: Formule v DNF

COLT

PAC uceni

PAC

Chybovost hypotézy
PAC model
Konzistentni PAC uceni

Sample complexity

Ptiklad: Rozhodovaci
seznam

Pfiklad: Formule v DNF
Ukézky vysledkti pro
PAC uceni

VC dimenze

Shrnuti

Disjunktivni normdlni forma (DNF):

O Objekty popsany n boolovskymi atributy: ay, ..., a,

0 Formule v DNF: disjunkce konjunkci, nap¥. (a1 A —ay Aas) V (—az A ay)

Jak velkd je mnozina hypotéz H:
3" moznych konjunkci
|H| = 23" moznych disjunkci téchto konjunkci

In H = 3" In2 neni polynomidlni v n

O O O O

nevyvratili.)

Nepodafilo se ndm ukdazat, Ze formule v DNF se 1ze PAC-naucit. (Ale také jsme to
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Ptiklad: Formule v DNF

COLT

PAC uceni

PAC

Chybovost hypotézy
PAC model
Konzistentni PAC uceni

Sample complexity

Ptiklad: Rozhodovaci
seznam

Pfiklad: Formule v DNF
Ukézky vysledkti pro
PAC uceni

VC dimenze

Shrnuti

Disjunktivni normdlni forma (DNF):

O Objekty popsany n boolovskymi atributy: ay, ..., a,

0 Formule v DNF: disjunkce konjunkci, nap¥. (a1 A —ay Aas) V (—az A ay)

Jak velkd je mnozina hypotéz H:
0 3" moznych konjunkci
|H| = 23" moznych disjunkci téchto konjunkci

]
0 InH = 3"In2neni polynomialni v n
]

Nepodafilo se ndm ukdazat, Ze formule v DNF se 1ze PAC-naucit. (Ale také jsme to

nevyvratili.)

PAC-naucitelnost formuli v DNF je otevieny problém.
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Ukazky vysledkt pro PAC uceni

COLT

PAC uceni

PAC

Chybovost hypotézy
PAC model
Konzistentni PAC uceni

Sample complexity

Ptiklad: Rozhodovaci
seznam

Ptiklad: Formule v DNF

Ukézky vysledkti pro
PAC uceni

VC dimenze
Shrnuti

1. Konjunktivni koncepty lze PAC-ucit, ale
koncepty ve formeé disjunkce 2 konjunkci PAC-ucit nelze.

2. Lineédrni prahované koncepty (perceptrony) lze PAC-ucit jak v boolovskych, tak
redlnych prostorech. Ale
konjunkce 2 perceptronti nelze PAC-ucit, podobné jako disjunkce 2 perceptronti a
vicevrstvé perceptrony se dvéma skrytymi jednotkami. Pokud navic omezime vahy
na hodnoty 0 a 1, pak ani perceptrony v boolovském prostoru nelze PAC-ucit.

3. Ttidy k-CNF, k-DNF a k-DL 1ze PAC-ucit pro zvolené k. Ale
nevime, zda 1ze PAC-ucit DNF formule, CNF formule nebo rozhodovaci stromy:.
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VC dimenze

COLT . e

Nevyhoda pouziti |H| ve slozitosti vzorku:
PAC uceni
PAC O je to “worst-case” odhad
Chybovost hypotézy . . v v . 2 , v o
PAC model 0 mnohdy velmi nadhodnocuje pocet potfebnych trénovacich ptikladt
Konzistentni PAC ucent 0 |H| nelze pouzit pro nekonetné hypotézové prostory

Sample complexity
Priklad: Rozhodovaci
seznam

Ptiklad: Formule v DNF
Ukézky vysledkti pro
PAC uceni

Shrnuti
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VC dimenze

COLT ) s e L

Nevyhoda pouziti |H| ve slozitosti vzorku:
PAC uceni
PAC O je to “worst-case” odhad
Chybovost hypotézy . . v v . 2 , v o
PAC model 0 mnohdy velmi nadhodnocuje pocet potfebnych trénovacich ptikladt
Konzistentni PAC ucent 0 |H| nelze pouzit pro nekonetné hypotézové prostory

Sample complexity

Ptiklad: Rozhodovaci
seznam

Ptiklad: Formule v DNF
Ukézky vysledkti pro

Kapacita, Vapnik-Chervonenkisova dimenze VC(H)

PAC ugent O jind mira flexibility (sloZitosti) tfidy hypotéz H: kvantifikuje pfedpojatost vlastni
jisté omezené t¥idé hypotéz H
Shrnuti

O aplikovatelnd i na nekonecné prostory H

O muZe poskytnout tésnéjsi mez pro velikost vzorku
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VC dimenze

COLT

PAC uceni

PAC

Chybovost hypotézy
PAC model
Konzistentni PAC uceni

Sample complexity
Priklad: Rozhodovaci
seznam

Ptiklad: Formule v DNF
Ukézky vysledkti pro
PAC uceni

Shrnuti

Nevyhoda pouziti |H| ve slozitosti vzorku:

O je to “worst-case” odhad
0 mnohdy velmi nadhodnocuje pocet potfebnych trénovacich ptikladt

0 |H| nelze pouzit pro nekonetné hypotézové prostory

Kapacita, Vapnik-Chervonenkisova dimenze VC(H)

O jind mira flexibility (sloZitosti) tfidy hypotéz H: kvantifikuje pfedpojatost vlastni
jisté omezené tiidé hypotéz H

O aplikovatelnd i na nekonecné prostory H
muZe poskytnout tésnéjsi mez pro velikost vzorku
Definice: VC(H) je maximélni pocet d p¥ikladi x € X takovy, Ze pro kterykoli z 2
zptisobti oznaceni ptikladt x za pozitivni a negativni existuje v H hypotéza, kterad
je s témito piiklady konzistentni.
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VC dimenze

COLT

PAC uceni

PAC

Chybovost hypotézy
PAC model
Konzistentni PAC uceni

Sample complexity
Priklad: Rozhodovaci
seznam

Ptiklad: Formule v DNF
Ukézky vysledkti pro
PAC uceni

Shrnuti

Nevyhoda pouziti |H| ve slozitosti vzorku:

O je to “worst-case” odhad
0 mnohdy velmi nadhodnocuje pocet potfebnych trénovacich ptikladt

0 |H| nelze pouzit pro nekonetné hypotézové prostory

Kapacita, Vapnik-Chervonenkisova dimenze VC(H)

O jind mira flexibility (sloZitosti) tfidy hypotéz H: kvantifikuje pfedpojatost vlastni
jisté omezené tiidé hypotéz H

O aplikovatelnd i na nekonecné prostory H
muZe poskytnout tésnéjsi mez pro velikost vzorku
Definice: VC(H) je maximélni pocet d p¥ikladi x € X takovy, Ze pro kterykoli z 2
zptisobti oznaceni ptikladt x za pozitivni a negativni existuje v H hypotéza, kterad
je s témito piiklady konzistentni.

Slozitost vzorku pomoci VC dimenze:

O Méme prostor hypotéz H a prostor koncepta C, C C H.

O Pakjakykoli konzistentni algoritmus pro u¢eni C pomoci H bude mit slozitost
vzorku

m > % <4log2 % +8-VC(H) -log, E)
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VC dimenze (pokr.)

COLT

PAC uceni

PAC

Chybovost hypotézy
PAC model
Konzistentni PAC uceni

Sample complexity
Priklad: Rozhodovaci
seznam

Ptiklad: Formule v DNF
Ukézky vysledkti pro
PAC uceni

Shrnuti

Pfiklady VC dimenze nékterych H:

O VC dimenze linedrni diskriminac¢ni funkce v 1D prostoru?
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PAC uceni

Shrnuti

Pfiklady VC dimenze nékterych H:

O VC dimenze linearni diskriminac¢ni funkce v 1D prostoru? 2.

Lin. disk. funkce neni schopna spravné reprezentovat vsechny mozné koncepty definované nad 3 body v 1D prostoru.

0 VC dimenze linedrni diskrimina¢ni funkce ve 2D prostoru?
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PAC uceni
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PAC model
Konzistentni PAC uceni

Sample complexity
Priklad: Rozhodovaci
seznam

Ptiklad: Formule v DNF
Ukézky vysledkti pro
PAC uceni

Shrnuti

Pfiklady VC dimenze nékterych H:

O VC dimenze linearni diskriminac¢ni funkce v 1D prostoru? 2.

Lin. disk. funkce neni schopna spravné reprezentovat vsechny mozné koncepty definované nad 3 body v 1D prostoru.

0 VC dimenze linedrni diskriminac¢ni funkce ve 2D prostoru? 3.

Lin. diskr. funkce neni schopna sprédvné reprezentovat vsechny mozné koncepty definované nad 4 body ve 2D prostoru.

0 Obecné pro lin. disk. funkci f,(x) = wo + wix1 + ... + w,xp plati, Ze
VC(fy) =n+1
O Priklad 1D diskr. funkce f s VC(f) = oc:
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VC dimenze (pokr.)

COLT

PAC uceni

PAC

Chybovost hypotézy
PAC model
Konzistentni PAC uceni

Sample complexity
Priklad: Rozhodovaci
seznam

Ptiklad: Formule v DNF
Ukézky vysledkti pro
PAC uceni

Shrnuti

Pfiklady VC dimenze nékterych H:

[

VC dimenze linearni diskriminaéni funkce v 1D prostoru? 2.

Lin. disk. funkce neni schopna spravné reprezentovat vsechny mozné koncepty definované nad 3 body v 1D prostoru.

VC dimenze linedrni diskriminacni funkce ve 2D prostoru? 3.

Lin. diskr. funkce neni schopna spravné reprezentovat viechny mozné koncepty definované nad 4 body ve 2D prostoru.
Obecné pro lin. disk. funkdi f,,(x) = wo + wyx1 + ...+ wyxp plati, Ze
VC(fn) =n+1

Pfiklad 1D diskr. funkce fs VC(f) = oo: f(x) = sin(ax)

Lze ukdzat, Ze sin(ax) v 1D prostoru dokaze spravné klasifikovat jakoukoli mnoZzinu bodu.

VC dimenze SVM s RBF jadrem, kde penalizacni ¢len v kritériu mtize byt jakykoli:
VC(fsvm-rpr) = 00
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VC dimenze (pokr.)

COLT

PAC uceni

PAC

Chybovost hypotézy
PAC model
Konzistentni PAC uceni

Sample complexity
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seznam

Ptiklad: Formule v DNF
Ukézky vysledkti pro
PAC uceni

Shrnuti

Pfiklady VC dimenze nékterych H:

[

VC dimenze linearni diskriminaéni funkce v 1D prostoru? 2.

Lin. disk. funkce neni schopna spravné reprezentovat vsechny mozné koncepty definované nad 3 body v 1D prostoru.

VC dimenze linedrni diskriminacni funkce ve 2D prostoru? 3.

Lin. diskr. funkce neni schopna spravné reprezentovat viechny mozné koncepty definované nad 4 body ve 2D prostoru.
Obecné pro lin. disk. funkdi f,,(x) = wo + wyx1 + ...+ wyxp plati, Ze
VC(fn) =n+1

Pfiklad 1D diskr. funkce fs VC(f) = oo: f(x) = sin(ax)

Lze ukdzat, Ze sin(ax) v 1D prostoru dokaze spravné klasifikovat jakoukoli mnoZzinu bodu.

VC dimenze SVM s RBF jadrem, kde penalizacni ¢len v kritériu mtize byt jakykoli:
VC(fsvm-rpr) = 00

Dalsi vyuziti VC dimenze:

[
[

odhad skutec¢né (testovaci) chyby klasifikatoru jen na zdkladé trénovacich dat

“structural risk minimization”, zadkladni princip SVM
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Shrnuti

COLT

PAC uceni

PAC

Chybovost hypotézy
PAC model
Konzistentni PAC uceni
Sample complexity

Ptiklad: Rozhodovaci
seznam

Ptiklad: Formule v DNF
Ukézky vysledkti pro
PAC uceni

VC dimenze

0 Generalizace vyZaduje pfedpoklady!!!
0 NFL: VSechny modely/algoritmy jsou primérné stejné dobré
0 pokud na néjaké tridé problémuti funguji nadprimérné, na jiné musi fungovat
podpriamérné
O chceme najit modely, které
O funguji podprimérné na tilohéch, které se v praxi moc nevyskytuji

O funguji nadprimérné na tlohdch, které jsou pro nés dtilezité

O Probably Approximately Correct (PAC) uceni
O specifikace pojmu “model se u¢i spravnée”

O tolerance ve velikosti chyby € a v pravdépodobnosti, Ze tato chyba bude
prekrocena ¢

O umoznuje odhadnout potfebnou velikost trénovaci mnoziny
0 VC dimenze
O mira flexibility (tfeba i nekone¢né) tftidy hypotéz
O obvykle poskytuje tésnéjsi odhady potfebné velikosti trénovaci sady
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