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Bayes̊uv filtr: framework

• Je dáno:
• Posloupnost pozorováńı z a akćı u:

dt = {u1, z1, . . . , ut , zt}

• Sensorický model p(z |x)
• Model akćı (pohybu) p(x |u, x ′)
• Počátečńı (prior) pravděpodobnost stavu p(x)

• Chceme:
• Odhad stavu (posterior)
• Posteriorńı pravděpodobnost označujeme jako belief (v́ıra):

Bel(xt) = p(xt |u1, z1, . . . , ut , zt)



Markov̊uv p̌redpoklad

Následuj́ıćı stav záviśı pouze na aktuálńım stavu a nezáviśı na
stavech p̌redchoźıch.

p(zt |x0:t , z1:t , u1:t) = p(zt |xt)
p(xt |x1:t−1, z1:t , u1:t) = p(xt |xt−1, ut)

S t́ım souviśı:

• Statický svět (nebo dynamika modelovaná v x)

• Dokonalý model světa (model senzoru) a model pohybu

• Nezávislý šum

• Přesná reprezentace p(x)



Bayes̊uv filtr - odvozeńı

Bel(xt) = p(xt |u1, z1, . . . , ut , zt)

Bayes = ηp(zt |xt , u1, z1, . . . , ut)p(xt |u1, z1, . . . , ut)
Markov = ηp(zt |xt)p(xt |u1, z1, . . . , ut)

Total prob. = ηp(zt |xt)
∫

p(xt |u1, z1, . . . , ut , xt−1)

p(xt−1|u1, z1, . . . , ut)dxt−1

Markov = ηp(zt |xt)
∫

p(xt |ut , xt−1)p(xt−1|u1, z1, . . . , ut)dxt−1

Markov = ηp(zt |xt)
∫

p(xt |ut , xt−1)p(xt−1|u1, z1, . . . , zt−1)dxt−1

= ηp(zt |xt)
∫

p(xt |ut , xt−1)Bel(xt−1)dxt−1



Bayes̊uv filtr

Bel(xt) = ηp(zt |xt)
∫

p(xt |ut , xt−1)Bel(xt−1)dxt−1

Algoritmus Bayes filter(Bel(x), d)

if d is a measurement z then
η = 0
for all x do
Bel ′(x) = p(z |x)Bel(x)
η = η + Bel ′(x)

end for
for all x do
Bel ′(x) = η−1Bel ′(x)

end for
end if

if d is a action u then
for all x do

Bel ′(x) =∫
p(x |u, x ′)Bel(x ′)dx ′

end for
end if

return Bel ′(x)



Bayesovy filtry - celá rodina metod

• Kalmanův filtr

• Histogramový filtr

• Částicový (Particle) filtr

• Skryté Markovovy modely

• Dynamické Bayesovy śıtě

• Částečně pozorovatelné Markovovy rozhodovaćı procesy
(POMDPs)



Neparametrické filtry

• Aproximace hustoty pravděpodobnosti konečnou množinou
hodnot

• Uḿı reprezentovat libovolné rozložeńı

• Velikost množiny reprezentant̊u ovlivňuje rychlost výpočtu a
kvalitu filtrace

• Histogramový x částicový filtr
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Histogramový filtr

if d is a measurement z then
η = 0
for all x do

Bel ′(x) = p(z |x)Bel(x)
η = η + Bel ′(x)

end for
for all x do
Bel ′(x) = η−1Bel ′(x)

end for
else if d is a action u then

for all x do
Bel ′(x) =

∫
p(x |u, x ′)Bel(x ′)dx ′

end for
end if
return Bel ′(x)

Bel(xt = 〈x , y , φ〉)



Histogramový filtr

• Složitost O(n2) – p̌ri aktualizaci z modelu pohybu se procháźı
každá buňka!

• Selektivńı update
• uvažuje se jen část stavového prostoru
• ale pak je poťreba sledovat, jak úspěšně je robot lokalizován

• Dynamická dekompozice stavového prostoru – kd-stromy
(density trees):

”
jemnost“ děleńı záviśı na hustotě

pravděpodobnosti (vyš̌śı hustota => jemněǰśı děleńı)



Částicový filtr (particle filter)
• Hustota pravděpodobnosti je reprezentována

”
vhodně“

(náhodně uḿıstěnými vzorky):

Bel(xt) ≈
{
x(i),w(i)

}
i=1,...,m

• Vzorky jsou vážené.
• Podle váhy v čase t − 1 se vyb́ıraj́ı vzorky pro čas t
• Velice jednoduchý na implementaci
• Nejuniverzálněǰśı z BF: reprezentace ne-normálńıho rozložeńı a

nelineárńıch proces̊u



Částicový filtr



Částicový filtr
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Algoritmus částicového filtru

Particle filter(St−1, ut−1, zt)

St = ∅, η = 0
for i = 1, . . . , n do Generuj nové vzorky

Vyber index ji podle diskrétńı distribuce dané wt−1

Vyber x it z p(xt |xt−1, ut−1) na základě x jit−1 a ut−1

w i
t = p(zt |x it) Spoč́ıtej váhu

η = η + w i
t Aktualizuj normalizačńı faktor

St = St ∪
{〈

x it ,w
i
t

〉}
Přidej vzorek

end for
for i = 1, . . . , n do Normalizuj váhy

w i
t = w i

t
η

end for

w1 w2

wn

w3



Proč se váž́ı?
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Proč se váž́ı?

Video 1 Video 2



Kalmanův filtr
• Unimodálńı reprezentace hustoty pp. Gaussiánem

p(x) ∼ N(µ, σ2)

p(x) =
1

σ
√

2π
e−

(x−µ)2

2σ2

p(x) ∼ N(µ,Σ)

p(x) =
1√

2π|Σ|
e−

1
2

(x−µ)T Σ−1(x−µ)



Lineárńı transformace

• Lineárńı transformace zachovávaj́ı normálńı rozděleńı

X∼N(µ, σ2)
Y=aX + b

}
=> Y ∼ N(aµ+ b, a2σ2)

X1∼N(µ1, σ
2
1)

X2∼N(µ2, σ
2
2)

}
=> p(X1)p(X2) ∼ N

(
σ2

2

σ2
1 + σ2

2

µ1 +
σ2

1

σ2
1 + σ2

2

µ2,
1

σ−2
1 + σ−2

2

)

X∼N(µ,Σ)
Y=AX + B

}
=> Y ∼ N(Aµ+ B,AΣAT )

X1∼N(µ1,Σ1)
X2∼N(µ2,Σ2)

}
=> p(X1)p(X2) ∼ N

(
Σ2

Σ1 + Σ2
µ1 +

Σ1

Σ1 + Σ2
µ2,

1

Σ−1 + Σ−1
2

)



Základńı p̌redpoklady

• Muśı platit Markovova podḿınka + ťri následuj́ıćı:
• Pravděpodobnost p̌rechodu stavu (model pohybu) p(x |u, x ′) je

lineárńı s p̌ridaným Gausovým šumem:

xt = Axt−1 + Btut + εt

• Model senzoru muśı být lineárńı s Gausovým šumem

zt = Cxt + δt

• Počátečńı informace (v́ıra) muśı ḿıt normálńı rozložeńı



Kalmanův filtr

Apriorńı znalost Nové mě̌reńı

Integrace nového mě̌reńı



Kalmanův filtr

Aktuálńı stav

Nové mě̌reńı

Provedeńı akce

Integrace nového mě̌reńı



Algoritmus

Algoritmus Kalman filter(µt−1,Σt−1, ut , zt)

Predikce (integrace akce)
µ̄t = Atµt−1 + Btut
Σ̄t = AtΣt−1A

T
t + Rt

Korekce (integrace mě̌reńı)
Kt = Σ̄tC

T
t (CtΣ̄tC

T
t + Qt)

−1
µt = µ̄t + Kt(zt − Ct µ̄t)
Σt = (E − KtCt)Σ̄t

return µt,Σt



Lineárńı transformace Kalmanova filtru



Nelineárńı transformace



Rozš́ı̌rený Kalmanův filtr

xt = g(ut , xt−1)

zt = h(xt)



Rozš́ı̌rený Kalmanův filtr

• Pro linearizaci použ́ıváme Taylor̊uv rozvoj v µ, tj. matice
derivaćı funkćı – Jakobiány

• Predikce:

g(ut , xt − 1) ≈ g(ut , µt−1) +
∂g(ut , µt−1)

∂xt−1
(xt−1 − µt−1)

g(ut , xt − 1) ≈ g(ut , µt−1) + Gt(xt−1 − µt−1)

• Korekce:

h(xt) ≈ h(µ̄t) +
∂h(µ̄t)

∂xt
(xt − µ̄t)

h(xt) ≈ h(µ̄t) + Ht(xt − µ̄t)



Algoritmus

Algoritmus Extended Kalman filter(µt−1,Σt−1, ut , zt)

Predikce (integrace akce)
µ̄t = g(ut , µt−1)
Σ̄t = GtΣt−1G

T
t + Rt

Korekce (integrace mě̌reńı)
Kt = Σ̄tH

T
t (HtΣ̄tH

T
t + Qt)

−1

µt = µ̄t + Kt(zt − h(µ̄t))
Σt = (E − KtHt)Σt

Ht = ∂h(µ̄t)
∂xt

Gt = ∂g(ut ,µt−1)
∂xt−1



Model pohybu
• Pro implementaci Bayesova filtru poťrebujeme definovat

model pohybu p(x |x ′, u).
• Model pohybu definuje pravděpodobnost, že po provedeńı

akce u ve stavu x ′ bude robot ve stavu x .Předpokládáme
robot pohybuj́ıćı se v rovině, tj x = 〈x , y , φ〉

• Existuj́ı r̊uzné modely (v závislosti na typu ř́ızeńı, zahrnut́ı
kinematiky, atd.)



Odometrický model pohybu
Ideálńı p̌ŕıpad

• Robot se pohybuje z
〈
x̄ , ȳ , φ̄

〉
do
〈
x̄ ′, ȳ ′, φ̄′

〉
• Z odometrie źıskáme u = 〈δrot1 , δrot2 , δtrans〉

δtrans =
√

(x̄ ′ − x̄)2 + (ȳ ′ − ȳ)2

δrot1 = atan2(ȳ ′ − ȳ , x̄ ′ − x̄)− φ̄
δrot2 = φ̄′ − φ̄− δrot1



Přidáme šum

δ̂rot1 = δrot1 + εα1|δrot1 |+α2|δtrans |

δ̂trans = δtrans + εα3|δtrans |+α4(|δrot1 |+|δrot2 |)

δ̂rot2 = δrot2 + εα1|δrot2 |+α2|δtrans |

• Šum je dán čty̌rmi parametry

• Na celém modelu je nejtěžš́ı źıskat právě parametry šumu –
experimentálně



Typické distribuce šumu

Normálńı

ε
σ2 (x) =

1
√

2πσ2
e
− x2

2σ2

Trojúhelńıková

ε
σ2 (x) =

0 pokud |x| >
√

6σ2
√

6σ2−|x|
6σ2 jinak



Odometrický model pro vzorkováńı
u = 〈δrot1 , δrot2 , δtrans〉 , x = 〈x , y , φ〉 => x ′ = 〈x ′, y ′, φ′〉

Náhodné ř́ızeńı

δ̂rot1 = δrot1 + sample(α1|δrot1 |+ α2|δtrans |)
δ̂trans = δtrans + sample(α3|δtrans |+ α4(|δrot1 |+ |δrot2 |))

δ̂rot2 = δrot2 + sample(α1|δrot2 |+ α2|δtrans |)

Výpočet pozice

x ′ = x + δ̂trans + cos(φ+ δ̂rot1)

y ′ = x + δ̂trans + sin(φ+ δ̂rot1)

φ′ = φ+ δ̂rot1 + δ̂rot1

return
〈
x ′, y ′, φ′

〉
sample (normálńı rozložeńı): 1

2

∑12
i=1 rand(−b, b)



Výpočet p(x |u, x ′)

Hodnoty z odometrie (u)

δtrans =
√

(x ′ − x̄)2 + (y ′ − ȳ)2

δrot1 = atan2(y ′ − ȳ , x ′ − x̄)− φ̄
δrot2 = φ′ − φ̄− δrot1

Ř́ızeńı pro x

δ̂trans =
√

(x ′ − x)2 + (y ′ − y)2

δ̂rot1 = atan2(y ′ − y , x ′ − x)− φ
δ̂rot2 = φ′ − φ− δrot1

Výpočet pravděpodobnosti

p1 = prob(δrot1 − δ̂rot1 , α1|δrot1 |+ α2δtrans)

p2 = prob(δtrans − δ̂trans , α3δtrans + α4(|δrot1 |+ |δrot2 |)
p3 = prob(δrot2 − δ̂rot2 , α1|δrot2 |+ α2δtrans)

return p1p2p3 ←− p̌redpokládáme nezávislost



Aplikace

• Výsledná hustota pravděpodobnosti záviśı na ujeté trajektorii,
ne pouze na výsledné pozici!

• Pro složitěǰśı pohyby se opakovaně provád́ı p̌redchoźı
algoritmus.

• Typický p̌ŕıpad, jak vypadá distribuce (2D projekce)



Skládáńı trajektoríı



Model senzoru

• Ćılem je určit p(z |m, x).

• Budeme použ́ıvat proximitńı senzory (laser).

• Scan se skládá z k mě̌reńı (paprsk̊u): z = {z1, z2, . . . , zk}
• Předpokládáme, že paprsky jsou nezávislé:
P(z |x ,m) =

∏
k=1 k|x ,m



Paprskový model - komponenty

Normálńı rozložeńı

phit (z|x,m) =

{
ηN(z, z∗, σ2

hit ) pokud 0 ≤ z ≤ zmax

0 jinak

Poisonovo rozložeńı

pshort (z|x,m) =

{
ηλshort e

−λshort z pokud 0 ≤ z ≤ z∗

0 jinak



Paprskový model - komponenty

Rovnoměrné rozložeńı

prand (z|x,m) =

{
1

zmax
pokud 0 ≤ z ≤ zmax

0 jinak

Diskrétńı rozložeńı :-(

pmax (z|x,m) =

{
1 pokud z = zmax

0 jinak



Sloučeńı

p(z |x ,m) =


αhit

αshort

αrand

αmax


T 

phit(z |x ,m)
pshort(z |x ,m)
prand(z |x ,m)
pmax(z |x ,m)


• Parametry modelu se urč́ı nějakým uč́ıćım algoritmem na

základě namě̌rených dat(E-M, genetické algoritmy)

• zexp se poč́ıtá raytracing, což je časově náročné.

• Lze poč́ıtat jen některé paprsky (nap̌r. 8); nav́ıc věťśı
nezávislost.

• Lze použ́ıt p̌redpoč́ıtané mapy (pro každé 〈x , y , zφ〉)
• Vynásobeńım modelu senzoru λ < 1 omeźıme vliv senzoru.

• Model je nespojitý => aproximačńı vyjáďreńı hustoty pp.
může minout daný stav.



Motivace



EKF lokalizace
• Rychlostńı model pohybu

x ′

y ′

θ′


︸ ︷︷ ︸

xt

=

xc + v
ω sin(θ + ω∆t)

yc + v
ω cos(θ + ω∆t)
θ + ω∆t


︸ ︷︷ ︸

g(ut ,xt−1)

+N(0,Mt)

(
xc
yc

)
=

(
x − v

ω sin θ
y + v

ω cos θ

)



EKF lokalizace

• Mapa (seznam p̌ŕıznak̊u 〈mj ,x ,mj ,y 〉)(
ri
φi

)
︸ ︷︷ ︸

z it

=

( √
(mj ,x − x)2 + (mj ,y − y)2

atan2(mj ,y − y ,mj ,x − x)− θ

)
︸ ︷︷ ︸

h(xt ,j ,m)

+N(0,Qt)

Korespondence jsou známé!



Algoritmus

Algoritmus Extended Kalman filter(µt−1,Σt−1, ut , zt)

Predikce (integrace akce)
µ̄t = g(ut , µt−1)
Σ̄t = GtΣt−1G

T
t + Rt

Korekce (integrace mě̌reńı)
Kt = Σ̄tH

T
t (HtΣ̄tH

T
t + Qt)

−1

µt = µ̄t + Kt(zt − h(µ̄t)

Ht = ∂h(µ̄t)
∂xt

Gt = ∂g(ut ,µt−1)
∂xt−1



Predikce

g(ut , xt−1)x ′

y ′

θ′

 =

x
y
θ

+

− vt
ωt

sin(θ) + vt
ωt

sin(θ + ω∆t)
vt
ωt

cos(θ)− vt
ωt

cos(θ + ω∆t)

θ + ωt∆t

+N (0,Mt)

Šum pohybu v prostoru ř́ızeńı

Mt =

(
α1v

2
t + α2ω

2
t 0

0 α3v
2
t + α4ω

2
t

)
Jacobian g vzhledem k pozici

Gt =
∂g(ut , µt−1)

∂xt−1
=


∂x′

∂µt−1,x

∂x′

∂µt−1,y

∂x′

∂µt−1,θ

∂y ′

∂µt−1,x

∂y ′

∂µt−1,y

∂y ′

∂µt−1,θ

∂θ′

∂µt−1,x

∂θ′

∂µt−1,y

∂θ′

∂µt−1,θ


=

1 0 − vt
ωt

cos(θ) + vt
ωt

cos(θ + ω∆t)

0 1 − vt
ωt

sin(θ) + vt
ωt

sin(θ + ω∆t)

0 0 1





Predikce

Predikovaná sťredńı hodnota

µt = g(ut , µt−1)

Predikovaná kovariance

Σt = GtΣt−1G
T
t + VtMtV

T
t︸ ︷︷ ︸

Rt

Jacobian g vzhledem k ř́ızeńı

Vt =
∂g(ut , µt−1)

∂ut
=


∂x′

∂vt
∂x′

∂ωt
∂y ′

∂vt

∂y ′

∂ωt
∂θ′

∂vt
∂θ′

∂ωt


=

−
sin θ+sin (θ+ωt∆t)

ωt

vt(sin θ−sin (θ+ωt∆t))
ω2

t
+ vt cos (θ+ωt∆t)∆t

ωt

cos θ−cos θ+ωt∆t
ωt

− vt(cos θ−cos θ+ωt∆t)
ω2

t
+ vt sin (θ+ωt∆t)∆t

ωt

0 ∆t





Predikce



Korekce

Predikovaná sťredńı hodnota mě̌reńı

zt =

( √
(mx − µt,x)2 + (my − µt,y )2

atan2(my − µt,y ,mx − µt,x)− µt,θ

)
︸ ︷︷ ︸

h(xt ,j,m)

+N (0,Qt)

Jacobian vzhledem k pozici

Ht =
∂h(µt ,m)

∂xt
=

(
∂rt
∂µt,x

∂rt
∂µt,y

∂rt
∂µt,θ

∂φt

∂µt,x

∂φt

∂µt,y

∂φt

∂µt,θ

)

=

(
−mj,x−µt,x√

q −mj,y−µt,y√
q 0

mj,y−µt,y√
q −mj,x−µt,x√

q −1

)
, kde

q = (mj,x − µt,x)2 + (mj,y − µt,yx)2



Korekce

Qt =

(
σ2
r 0

0 σ2
φ

)
Predikovaná kovariance mě̌reńı

St = HtΣtH
T
t + Qt

Ześıleńı

Kt = ΣtH
T
t S−1

t

Aktualizovaná sťredńı hodnota a kovariance

µt = µt + Kt(zt − ẑt)

Σt = (E − KtHt)Σt



Pozorováńı



Korekce



Odhad - sekvence 1



Odhad - sekvence 2



Poděkováńı

Při p̌ŕıpravě slidů jsem vycházel z p̌rednášek Sebastina Thruna,
z kterých pocháźı i věťsina prezentovaných obrázk̊u. Tyto (a daľśı)
je možné volně stáhnout ze stránek

http://www.probabilistic-robotics.org/.

Pro vlastńı studium doporučuji knihu

S. Thrun, W. Burgard, and D. Fox: Probabilistic Robotics. MIT
Press, Cambridge, MA, 2005.

http://www.probabilistic-robotics.org/

